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aprender mucho más de lo que he estudiado en este trabajo. Me encuentro en deuda por el ánimo
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Índice

1 Introducción 1

2 Operadores de Schrödinger con Interacciones Puntuales 5
2.1 Definición del Operador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2 Caso Regular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.3 Caso Singular: Alternativa de Weyl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.4 Extensiones Autoadjuntas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3 Operadores Aleatorios de Sturm-Liouville con Interacciones Puntuales Tipo δ y δ′ 21
3.1 Operadores de Sturm-Liouville con una interacción puntual . . . . . . . . . . . . . . 21
3.2 Operadores de Sturm-Liouville con Interacciones puntules caso contable . . . . . . . 27
3.3 Operadores Aleatorios de Sturm-Liouville con Interacciones Puntuales . . . . . . . . 30

3.3.1 Oscilación de Soluciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.3.2 Operadores Medibles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.4 Operadores de Sturm-Liouville con Interacciones tipo δ′ . . . . . . . . . . . . . . . 37

4 Operadores Aleatorios de Sturm-Liouville con Interacciones Puntuales Generalizadas 39
4.1 Matrices de Transferencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4.1.1 La recta real proyectiva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
4.1.2 La Descomposición de las matrices en SL(2,R) . . . . . . . . . . . . . . . . 43

4.2 El Caso de una Interacción tipo δ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.3 El caso de una sola interacción puntual generalizada . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.4 Interacciones puntuales generalizadas caso contable . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
4.5 Operadores Aleatorios de Sturm-Liouville con Interacciones Puntuales Generalizadas 55

4.5.1 Oscilación de Soluciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
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CAPÍTULO 1

Introducción

En este trabajo se estudia el espectro puntual de operadores de Sturm-Liouville autoadjuntos con in-
teracciones puntuales. Más especificamente, se investigará si variando los parámetros del problema
espectral el problema preserva o destruye el hecho de que una energı́a dada sea un valor propio. Será
de particular interes trabajar en un ambiente aleatorio. Para operadores aleatorios métricamente tran-
sitivos es bien sabido que la probabilidad de ser un valor propio para un E ∈ R dado es cero (Ver
Corolario 1 Sección 4.3 en [16] y Teorema 2.12 en [21]). Si no se tiene esta condición, en principio
cualquier situación podrı́a ocurrir.

El trabajo consta de dos partes centrales. La primera es el Capı́tulo 3 donde se estudian operadores
con interacciones puntuales tipo δ y δ′ y la segunda en el Capı́tulo 4 donde se investiga el caso de
interacciones puntuales generalizadas.

El capı́tulo 3 es acerca del espectro puntual de operadores de Sturm-Liouille autoadjuntos con inter-
acciones puntuales tipo δ y δ′. Estos son definidos por expresiones de la forma

Hω = − d2

dx2
+ V (x) +

∑
ω∈Ω

ω(n)δ(x− xn)

Existen varias maneras de introducir interacciones puntuales en operadores autoadjuntos definidos
por expresiones diferenciales de la forma

−d2

dx2
+ V

en L2(a, b) con −∞ ≤ a < b ≤ ∞ :

• Interacciones tipo δ pueden ser definidas usando formas cuatráticas, ver [2], [30]. Por ejemplo,
una interacción en un punto p puede ser agregada a d2

dx2 +V considerando la forma sesquilineal

t[f, g] :=

∫ b

a
(g′f ′ + V gf)dx+ λg(p)f(p)
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• Interacciones puntuales en un conjunto discreto de puntos xn pueden ser introducidas tratando
a d2

dx2 +V como un operador definido en el espacio
⊕

n L
2(In), donde

⋃
n In = (a, b)\{xn} y

agregando condiciones de frontera conectando x−n con x+
n para toda n. Ver por ejemplo [12].

• Utilizando la teorı́a de extensiones autoadjuntas de operadores, generalizando la teorı́a clásica
de Sturm-Liouville para interacciones puntuales. Este enfoque es trabajado en [5], ver en par-
ticular el apéndice.

El método de formas cuadráticas tiene la desventaja que sólo puede ser usado en operadores semi-
acotados. Esta restricción excluye modelos fı́sicos interesante como por ejemplo el caso en que
V (x) = Ex. Por otro lado, al introducir el operador vı́a condiciones de frontera en el caso de un
número infinito de interacciones de interacciones esto lleva a ı́ndices de deficiencia infinitos. Es por
eso que en esta tesis se trabajará con el enfoque usado en [5], ya que éste resuelve ambos problemas
y tiene la ventaja que los resultados bien conocidos de la teorı́a de Sturm-Liouville pueden ser exten-
didos a estos operadores. Para un estudio detallado de este campo, incluyendo muchos modelos en
mecánica cuántica ver la monografı́a [2].

Las relaciones entre los operadores y su espectro tiene profundas consecuencias en varias áreas del
Análisis funcional, Teorı́a de dispersión, problemas de Localización, Comportamiento dinámico de
sistemas cuánticos, ecuaciones diferenciales integrales, Teorı́a de matrices entre otras. Este trabajo se
centrará en el espectro puntual y considerará operadores generados por interacciones tipo δ y δ′ con
un valor propio común. Este puede ser considerado como un problema espectral inverso, donde dado
un punto E ∈ R uno trata de caracterizar las sucesiones ω fara las cuales E pertenece al espectro
puntual de los operadores Hω. La manera en la que se procederá en el Capı́tulo 3 es primero anal-
izando el operador con solo una interacción puntual tipo δ, luego extendiendo el resultado obtenido
en este caso a un número contable de interacciones. Finalmente tratando nuestro operador en un
ambiente aleatorio, seremos capaces de dar la caracterización de operadores compartiendo un mismo
valor propio en un marco probabilı́stico.

En la situación aleatoria se considerarán a las ω asociadas a Hω como un proceso estocástico y cada
ω(n) una variable aleatoria con distribución de probabilidad continua (posiblemente singular). Para
conceptos de probabilidad ver por ejemplo [9] o [11].
Los operadores Hω no necesitan ser medibles (Ver definición 3.3.3) y ω no tiene que ser un proceso
estocástico estacionario métricamente transitivo o ergódico, ver Sección 9.1 en [6].

El objetivo del capı́tulo 3 es mostrar que para operadores aleatorios con interacciones puntuales, la
siguiente alternativa se cumple: un punto es valor propio para toda ω o solo para un conjunto de ω’s
de medida cero. Para decidir cual de estas situaciones pasa, se usará teorı́a clásica de oscilaciones,
explotando la relación entre los ceros de las funciones propias y la localización de las interacciones
puntuales.

Por otra parte, el capı́tulo 4 trata el mismo problema pero para interacciones puntuales generalizadas.
Este capı́tulo tiene dos propósitos. Por un lado, resolver el problema de como varı́an los valores
propios de un operador de Sturm-Liouville usando un nuevo enfoque, el cual esta basado en ideas
geométricas y propiedades de matrices en SL(2,R). Por otro lado, este enfoque permite generalizar
de interacciones puntuales δ y δ′ a una clase completa de interacciones puntuales autoadjuntas reales.
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La idea principal que este Capı́tulo seguirá es la siguiente. Fijando las condiciones de frontera
del problema espectral y considerando una energı́a que es un valor propio para una colección de
parámetros, se variará uno de ellos mientras las otros se mantienen fijos. Cómo varı́a el parámetro es
claro si se trabaja con una interacción tipo δ o δ′, pero es mucho menos claro en el caso de matrices
en SL(2,R) conectando el lı́mite izquierdo con el derecho de las soluciones en el punto en cuestión.
Con este fin, se considerará la descomposición de Iwasawa de una matriz en SL(2,R), expresándola
como un producto canónico de una factor parábolico, uno hiperbólico y uno elı́ptico. Esto nos da
los parámetros que se buscan y que se variarán. El siguiente paso es investigar la pregunta sobre la
estabilidad de los valores propios del problema cuando se varı́an los parámetros. Resulta que en la
mayorı́a de los casos existe una dicotomı́a. El valor propio esta presente para todos los valores del
parámetro, o esta presente solo para el valor con el que iniciamos y para ninguno más. Para estable-
cer esta dicotomı́a se mirará a la acción proyectiva de las matrices en SL(2,R) y se podrá exhibir
la dicotomı́a vı́a cálculos directos y simples. Una vez que la dicotomı́a correspondiente a una sola
interacción puntual ha sido establecida, se preocederá a obtener un resultado para un numero contable
de interacciones y para el caso en que los parámetros sean aleatorios.

Este trabajo esta organizado de la siguente manera:

En el Capı́tulo 2 se definirán los operadores principales de esta tesis introduciendo interaciones pun-
tuales tipo δ en un conjunto discreto de puntos {xn}. El objetivo de este capı́tulo es mostrar que la
teorı́a clásica de Sturm-Liouville con todas sus herramientas fundamentales pueden ser generalizadas
a nuestro caso. Se establecerá la alternativa de Weyl y se obtendrá la caracterización usual de realiza-
ciones autoadjuntas en terminos de condiciones de frontera.

El Capı́tulo 3 esta dedicado para las interacciones puntuales tipo δ y δ′.. En la Sección 3.1 se consid-
erarán a los operadores con solo una inteacción en el caso regular y se estudiará el comportamiento
de su espectro puntual. Una herramienta clave es la relación entre la función de Green asociada a
diferentes condiciones de frontera. Partiendo de soluciones clásicas se construirán soluciones más
generales para el problema a tratar. En Sección 3.2 los resultados obtenidos para una interacción
se extenderán a el caso de una cantidad contable y los operadores generados por la correspondiente
expresión diferencial formal. En la Sección 3.3 se aplicarán los resultados de las secciones 3.1 y 3.2
a operadores aleatorios. El Teorema 3.3.1 da la caracterización de las ω’s tales que Hω comparte un
valor propio. La subsección 3.3.1 considera los ceros de las funciones propias pertenecientes a el
operador sin interacciones puntuales. Se prueba en particular, que el comportamiento no oscilatorio
implica que las familias de Hω’s tienen un valor propio comun para un conjunto de ω’s de medida
cero. Resultados análogos se cumplen si las interacciones son colocadas suficientemente cerca. En la
subsección 3.3.2 operadores medibles son introducidos. Finalmente en la Sección 3.4 se estudiarán
operadores con interacciones δ′ y se probarán resultados similares a los que se cumplen para el caso
de interacciones δ.

En el Capı́tulo 4 se trabajará con interacciones puntuales generalizadas. En la Secciones 4.1 se discu-
tirán las herramientas ya conocidas que seran escenciales sobre matrices de transferencia, las rectas
reales proyectivas y la descomposición de Iwasawa para matrices. Como un ejemplo, en la Sección
4.2, se aplicarán estas herramientas al caso de una sola interacción puntual tipo δ. En la Sección
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4.3 se considera el caso de una interaccion puntual generalizada, la cual es dada por una matriz en
SL(2,R). Los tres parámetros que describen tales matriz son dados. Se discutirá la estabilidad de
los valores propios en este caso. Luego, la Sección 4.4 considerá el caso de una cantidad contable de
interacciones puntuales generalizadas localizadas en un conjunto discreto dentro del intervalo. Final-
mente, se considerará el caso de una cantidad contable de interacciones puntuales generalizadas con
parámetros aleatorios en la Sección 4.5.



CAPÍTULO 2

Operadores de Schrödinger con Interacciones Puntuales

En este capı́tulo se colectarán hechos básicos acerca de la teorı́a de Sturm-Liouville para operadores
de Schrödinger en dimensión uno con interacciones puntuales. Aunque el contenido de este Capı́tulo
es conocido, es incluido para conveniencia del lector. Ver Apéndice en [5].

Los resultados siguen de cerca los obtenidos y probados por D. Buschmann, G. Stolz y J. Weidmann
en [4] para interacciones puntuales generales. Aquı́ se analiza el caso particular de interacciones tipo
δ y se dan las pruebas detalladas de los resultados en esta situación.

La teorı́a se desarrolla de manera similar al caso de la teorı́a de Sturm-Liouville clásica. Para ver un
estudio detallado de resultados en la teorı́a clásica ver Capı́tulo 8.4 en [28], Capı́tulo 13 en [27] y la
Monografı́a [29].

2.1 Definición del Operador

Para introducir el operador con interacciones puntuales, sean I ⊆ Z,M = {xn}n∈I ⊆ (a, b) conjunto
discreto, es decir un conjunto de puntos que se acumula a lo más en a o en b, Λ = {αn}n∈I ⊂ R.
Consideremos la expresión diferencial formal

τΛ,M := − d2

dx2
+ V +

∑
n∈I

αnδ(x− xn)

El operador maximal TmaxΛ,M correspondiente a τΛ,M en L2(a, b) se define como

D(TmaxΛ,M ) := {f ∈ L2(a, b) : f, f ′ abs. cont. en (a, b)\M, τV f ∈ L2(a, b),

f(xn+) = f(xn−) ≡ f(xn), f ′(xn+)− f ′(xn−) = αnf(xn), ∀n ∈ I}

TmaxV,M f = τV f
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El operador minimal TminV,M esta definido por

D(TminΛ,M ) := {f ∈ D(TmaxΛ,M ) : suppf compacto en (a, b)}

TminV,M f = τV f

Donde suppf denota el soporte de f , es decir el conjunto de puntos donde la función no es cero, f(x+)
y f(x−) denotan los lı́mites por la derecha e izquierda respectivamente. f ′ y f ′′ la primer y se-
gunda derivada débil de f respectivamente, tomada en cada componente conexa de (a, b)\M . Para la
definición de derivada débil ver Apéndice A.

Para u1 y u2 en D(TmaxΛ,M ) definamos el Corchete de Lagrange como

[u1, u2]x := u1(x)u′2(x+)− u′1(x+)u2(x) para x ∈ (a, b)

Los lı́mites existen ya que u1, u2 ∈ D(TmaxΛ,M ). Obsérvese que cuando x 6= xn, entonces

[u1, u2]x := u1(x)u′2(x)− u′1(x)u2(x)

Definamos además los lı́mites

[f, g]a := lim
α→a+

[f, g]α y [f, g]b := lim
β→b−

[f, g]β

Teorema 2.1.1 (Cf. Teorema 2.2 a), [4]). Para f, g ∈ D(TmaxΛ,M ) el corchete de Lagrange [f, g]x es
continuo, los lı́mites [f, g]a y [f, g]b existen y se satisface la identidad de Lagrange:

〈TmaxV,M f, g〉 − 〈f, TmaxV,M g〉 = [f, g]b − [f, g]a

Demostración.
Para la primera parte basta probar que [f, g]x es continuo en xn, ∀n ∈ I . Sean xn ∈ M y f, g ∈
D(TmaxΛ,M ), se tiene que

[f, g]xn− − [f, g]xn+ = f(xn−)g′(xn−)− f ′(xn−)g(xn−)− f(xn+)g′(xn+) + f ′(xn+)g(xn+)

= f(xn)[g′(xn−)− g′(xn+)] + g(xn)[f ′(xn+)− f ′(xn−)]

= f(xn)[−αng(xn)] + g(xn)[αnf(xn)]

= 0

Por tanto [f, g]x continuo en (a, b). Ahora, sea [α, β] ⊂ (a, b). Entonces [α, β] ∩M es finito. Ası́,
por integración por partes se tiene que

∫ β

α
TmaxV,M fg−fTmaxV,M gdx =

∫ β

α
[(−f ′′ + V f)g−f(−g′′+V g)]dx =

∫ β

α
−f ′′gdx+

∫ β

α
fg′′dx+

∫ β

α
V fg−fV gdx =

= −f ′(β−)g(β−) + f ′(α+)g(α+) +

∫ β

α
f ′g′dx+ f(β−)g′(β−)− f(α+)g′(α+)
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−
∫ β

α
f ′g′dx+

∑
p∈(α,β)∩M

([f, g]p− − [f, g]p+)

= [f, g]β− − [f, g]α+

Fijando α, por la definición de TmaxV,M se sigue que la primer integral tiene un lı́mite finito cuando
β → b. Por tanto [f, g]b existe. Análogamente haciendo que α → a, vemos que [f, g]a existe y es
finito. Por tanto se cumple la igualdad que se querı́a.

Supongamos, sin perdida de generalidad, que el conjunto de ı́ndices es I = Z si es infinito o
I = {0, 1, 2, . . . , N} si es finito de cardinalidad N + 1.

Para poder generalizar Teoremas clásicos a nuestro caso es necesario extender el concepto de solución.

Definición 2.1.1.

• Dado g ∈ L1
loc(a, b) y z ∈ C, decimos que f es una solución de (τΛ,M − z)f = g si f y f ′

son absolutamente continuas en (a, b)\M con −f ′′ + V f − zf = g, f(xn+) = f(xn−) y
f ′(xn+)− f ′(xn−) = αnf(xn).

• Sean u1, u2 ∈ D(TmaxΛ,M ). Definimos el Wronskiano W (u1, u2) como

Wx(u1, u2) := det

(
u1(x) u2(x)
u′1(x+) u′2(x+)

)
= u1(x)u′2(x+)− u′1(x+)u2(x), x ∈ (a, b).

De manera análoga al corchete de Lagrange, el Wronskiano es continuo. Como consecuencia de esto
se tiene el siguiente Teorema.

Teorema 2.1.2. Sean u1 y u2 soluciones de (τΛ,M − z)u = 0, entonces el Wronskiano Wx(u1, u2)
es constante en (a, b).

Demostración.
Sean u1 y u2 soluciones de (τΛ,M−z)u = 0. Como u1 y u2 soluciones de (τ−z)u = 0 en cada com-
ponente conexa de (a, b)\M , por ecuación (9.4) en [24], Wx(u1, u2) constante en cada componente
conexa. Pero Wx(u1, u2) continua en (a, b), entonces Wxn−(u1, u2) = Wxn+(u1, u2), ∀n ∈ I . Por
tanto Wx(u1, u2) constante en (a, b).

De manera análoga a la teorı́a clásica se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.1.3 (Cf. Lema 4.2, [4]). Sean u1 y u2 soluciones de (τΛ,M − z)u = 0, u1 y u2 son
linealmente independientes si y sólo si Wx(u1, u2) 6= 0, para alguna x ∈ (a, b).

Demostración.
Sean u1, u2 soluciones de (τΛ,M − z)u = 0. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones(

u1(x) u2(x)
u′1(x+) u′2(x+)

)(
α
β

)
=

(
0
0

)
(2.1)



8 Operadores de Schrödinger con Interacciones Puntuales

Supongamos queWx(u1, u2) 6= 0 para alguna x ∈ (a, b), entonces, por Teorema 2.1.2,Wx(u1, u2) 6=
0 para toda x ∈ (a, b). Ası́, para cualquier x ∈ (a, b) el sistema (2.1) tiene sólo la solución trivial, y
αu1(x) + βu2(x) = 0, sólo si α = β = 0. Por tanto u1 y u2 son linealmente independientes.

Supongamos ahora que para toda x ∈ (a, b), Wx(u1, u2) = 0. Entonces el sistema (2.1) tiene una
solución distinta del vector cero y por tanto existirá combinación lineal αu1 + βu2 = 0 tal que α y β
no son ambas cero, es decir, u1 y u2 linealmente dependientes.

Teorema 2.1.4 (Cf. Teorema 3.3 a), [4]). El número de soluciones linealmente independientes de
(τΛ,M − z)u = 0 para z ∈ C es 2.

Demostración.
Supongamos I infinito. Sea v0 solución de (τ − z)u = 0 en (a, b).
Sea v1 la única solución de (τ − z)u = 0 en (a, b) tal que

v1(x0) = v0(x0)

v′1(x0) = αv0(x0) + v′0(x0)

Inductı́vamente, para m > 1, sea vm la única solución de (τ − z)u = 0 en (a, b) tal que

vm(xm−1) = vm−1(xm−1)

v′m(xm−1) = αvm−1(xm−1) + v′(xm−1)

Sea v−1 la única solución de (τ − z)u = 0 en (a, b) tal que

v−1(x−1) = v0(x−1)

v′−1(x−1) = v′−1(x−1)− αv−1(x−1)

Inductı́vamente, para m < 1, sea vm la única solución de (τ − z)u = 0 en (a, b) tal que

vm(xm) = vm+1(xm)

v′m(xm) = v′m+1(xm)− αvm+1(xm)

La función u1 definida por u1(x) = vm(x), para x ∈ [xm−1, xm] esta únicamente determinada y es
solución de (τΛ,M − z)u = 0 en (a, b).

Sea ṽ0 solución de (τ − z)u = 0 en (a, b) tal que ṽ0 y v0 linealmente independientes, esta solución
existe, ver 16 Teorema 4 de [18] . Repitiendo la construcción para u1 obtenemos función u2 solución
de (τΛ,M − z)u = 0 en (a, b).

Por construcción Wx(u1, u2) 6= 0 para x ∈ (x−1, x0). Por Teorema 2.1.3, u1 y u2 son linealmente
independientes.

Sea u3 solución de (τΛ,M − z)u = 0 en (a, b). Por demostrar que existen constantes c1, c2 tales que

u3(x) = c1u1(x) + c2u2(x), x ∈ (a, b).
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Como u3 es solución de (τ − z)u = 0 en (xm−1, xm), ∀m ∈ I , por Sección 16 Teorema 4 en [18],
existen constantes cm1 , c

m
2 tales que

u3(x) = cm1 u1(x) + cm2 u2(x), x ∈ (xm−1, xm)

Pero u1, u2 y u3 son soluciones de (τΛ,M − z)u = 0, entonces

0 = u3(xm−)− u3(xm+) = (cm1 − cm+1
1 )u1(xm) + (cm2 − cm+1

2 )u2(xm)

De aquı́ que, para toda m, cm1 = cm+1
1 =: c1 y cm2 = cm+1

2 =: c2. Se sigue el resultado.

El caso con I finito se obtiene de manera análoga.

Observación 2.1.1. La prueba del teorema anterior muestra como las soluciones de (τΛ,M − z)u =
0 pueden ser construidas de manera única a partir de las soluciones de (τ − z)u = 0 en cada
componente conexa de (a, b). Además que

dim({Soluciones de (τΛ,M − z)u = 0}) = 2 (2.2)

Definición 2.1.2. Para toda z ∈ C llamamos a dos soluciones linealmente independientes de (τΛ,M−
z)u = 0 un sistema fundamental de (τΛ,M − z)u = 0.

Teorema 2.1.5. El operador TminV,M tiene ı́ndices de deficiencia d+ y d− iguales. Además, TminV,M tiene
extensiones autoadjuntas.

Demostración.
Sea f ∈ D(TminΛ,M ). Entonces f , f ′ absolutamente continuas en (a, b)\M . τV f ∈ L2(a, b), suppf
compacto en (a, b) y f(xn+) = f(xn−), f ′(xn+) − f ′(xn−) = αnf(xn−), para toda n ∈ I . Asi
f ∈ D(TminΛ,M ). Además τV f = τV f .

Por tanto, TminV,M es K-real con la conjugación compleja y por teorema 8.9 en [28], TminV,M tiene ı́ndices
de deficiencia iguales y extensiones autoadjuntas.

Teorema 2.1.6. Los ı́ndices de deficiencia de TminV,M , d+ = d− ∈ {0, 1, 2}.

Demostracion. Los ı́ndices de deficiencia de TminV,M son iguales al numero de soluciones linealmente
independientes de la ecuacion (τΛ,M − z)u = 0 que estan en L2(a, b), Im(z) 6= 0. Por Teorema
2.1.4, éstas son a lo mas dos.

Teorema 2.1.7 (Cf. Lema 4.2 (3)[4]). Sean u1 y u2 un sistema fundamental de la ecuación (τΛ,M −
z)u = 0, c ∈ (a, b)\M , d1, d2 ∈ C y g ∈ L1

loc(a, b), entonces existen constantes c1, c2 ∈ C tal que
la solución f del problema

(τΛ,M − z)f = g, f(c) = d1, f ′(c) = d2
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está dada por

f(x) = c1u1(x) + c2u2(x) + u1(x)

∫ x

c

u2(y)g(y)

W (u1, u2)
dy − u2(x)

∫ x

c

u1(y)g(y)

W (u1, u2)
dy

para cada x ∈ (a, b).

Demostración.
Sin perdida de generalidad, supongamos que W (u1, u2) = 1.
Sean c1 := u′2(c)d1 − u2(c)d2 y c2 := −u′1(c)d1 + u1(c)d2, entonces f(c) = d1. Observe que si
x ∈ (a, b)\M ,

f ′(x) = u′1(x)

[
c1 +

∫ x

c
u2(y)g(y)dy

]
+ u′2(x)

[
c2 −

∫ x

c
u1(y)g(y)dy

]
y

f ′′ = u′′1

[
c1 +

∫
u2(y)g(y)dy

]
+ u′′2

[
c2 −

∫
u1(y)g(y)dy

]
+W (u1, u2)g

= u′′1

[
c1 +

∫
u2(y)g(y)dy

]
+ u′′2

[
c2 −

∫
u1(y)g(y)dy

]
+ g

Asi, f ′(c) = d2 y
−f ′′ + V f − zf = g

Como u1(xn+) = u2(xn−), u2(xn+) = u2(xn−) y
∫ x
c ui(y)g(y)dy continuas en (a, b), i = 1, 2,

entonces f(xn−) = f(xn+), ∀n ∈ I . Más aún,

f ′(xn+) = u′1(xn+)

[
c1 +

∫ xn

c
u2(y)g(y)dy

]
+ u′2(xn+)

[
c2 −

∫ xn

x
u1(y)g(y)dy

]
=

= [αu1(xn−)+u′1(xn−)]

[
c1 +

∫ xn

c
u2(y)g(y)dy

]
+[αu2(xn−)+u′2(xn−)]

[
c2 −

∫ xn

x
u1(y)g(y)dy

]
=

= αf(xn−) + f ′(xn−)

Se tiene que f es solución de (τΛ,M − z)f = g.

El siguiente Teorema es otra propiedad importante del Wronskiano conocida como la Identidad de
Plücker.

Teorema 2.1.8. Para toda f1, f2, f3, f4 ∈ D(TmaxΛ,M ) se cumple que

Wx(f1, f2)Wx(f3, f4) +Wx(f1, f3)Wx(f4, f2) +Wx(f1, f4)Wx(f2, f3) = 0

Demostración.
Ovsérve que el lado izquierdo de la igualdad es igual al determinante de la matriz

1

2


f1(x) f2(x) f3(x) f4(x)
f ′1(x+) f ′2(x+) f ′3(x+) f ′4(x+)
f1(x) f2(x) f3(x) f4(x)
f ′1(x+) f ′2(x+) f ′3(x+) f ′4(x+)


que es claramente cero.
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Teorema 2.1.9 (Cf. Teorema 2.2 b), [4]). El operador TminV,M es simétrico. Más aún, (TminV,M )∗ =
TmaxV,M .

Demostración.
Sean f ∈ D(TmaxΛ,M ) y g ∈ D(TminΛ,M ), entonces por el Teorema 2.1.1

< TmaxV,M f, g > − < f, TminV,M g >= [f, g]b − [f, g]a = 0

Ya que g tiene soporte compacto en (a, b), ası́ TmaxV,M ⊂ (TminV,M )∗ y por tanto TminV,M es simétrico.

Solo queda por probar que D((TminV,M )∗) ⊂ D(TmaxΛ,M ). Sea f ∈ D((TminV,M ))∗, entonces

〈f, TminV,M g〉 = 〈ξ, g〉, ∀g ∈ D(TminΛ,M )

para alguna función ξ ∈ L2(a, b). Usando el Teorema 2.1.7, sea h alguna solución de la ecuación
τΛ,Mh = ξ. Para [α, β] ⊂ (a, b), integrando por partes, se tiene que para toda g ∈ D(TminΛ,M ),∫ β

α
hTminV,M g = [h, g]β− − [h, g]α+ +

∑
p∈(α,β)∩M

([h, g]p+ − [h, g]p−) +

∫ β

α
τΛ,Mh g

haciendo α→ a, β → b y ya que supp g compacto en (a, b), obtenemos∫ b

a
hTminV,M g =

∫ b

a
τΛ,Mh g =

∫ b

a
ξ g, ∀g ∈ D(TminΛ,M )

de aquı́ que ∫ b

a
(f − h)TminV,M g =

∫ b

a
fTminV,M g −

∫ b

a
hTminV,M g =

∫ b

a
ξ g −

∫ b

a
ξ g = 0.

Sea u1, u2 sistema fundamental de τΛ,Mu = 0. Sean F , F1 y F2 funcionales definidos sobre L2(a, b)
como

F (l) :=

∫ b

a
(f − h) l, F1(l)=

∫ b

a
u1 l, F2(l) :=

∫ b

a
u2 l

Entonces Ker(F1) ∩ Ker(F2) ⊆ Ker(F ). Entonces, del Lema 9.3 en [24], existen constantes
c1, c2 ∈ C tales que F (l) = c1F1(l) + c2F (l), de aquı́ que∫ b

a
(f − h) g − c1

∫ b

a
u1 g − c2

∫ b

a
u2g = 0.

Por tanto, f(x)− h(x) = c1u1(x) + c2u2(x) a.e. en (a, b) y ası́

τΛ,Mf = τΛ,M (h+ c1u1 + c2u2) = ξ

Como f ∈ L2(a, b), se sigue que f ∈ D(TmaxΛ,M ).

Teorema 2.1.10 (Cf. Corolario 2.3 [4]).

D(TminΛ,M ) = {f ∈ D(TmaxΛ,M ) : [f, g]a = [f, g]b = 0, ∀g ∈ D(TmaxΛ,M )}
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Demostración.

⊆) Sea f ∈ D(TminΛ,M ), entonces del Teorema 2.1.1 y como f tiene soporte compacto en (a, b) se
cumple que para toda g ∈ D(TmaxΛ,M )

〈TmaxV,M f, g〉 − 〈f, TmaxV,M g〉 = [f, g]a − [f, g]b = 0

⊇) Sea f ∈ D(TmaxV,M ) tal que [f, g]a = [f, b]b = 0, para toda g ∈ D(TmaxΛ,M ), en particular tomemos
g0 ∈ D(TmaxΛ,M ) tal que g0(x) = g′0(x) = 1 cerca de a, se tiene que f(a) = 0, procediendo de
manera análoga uno obtiene que f ′(a) = f(b) = f ′(b) = 0, por tanto f ∈ D(TminΛ,M ).

Definición 2.1.3. Decimos que τΛ,M es regular en a si −∞ < a, V ∈ L1
Loc[a, b) y a no es un punto

de acumulación de M . La expresión τΛ,M se dice singular en a, si no es regular. Análogo para b.
Si τΛ,M es regular en a y en b, llamamos a τΛ,M regular.

Lema 2.1.1. Sean τΛ,M regular en a, z ∈ C y g ∈ L1(a, c) para c ∈ (a, b). Entonces

a) Para cada solución f de (τΛ,M − z)f = g existen los lı́mites

f(a) := lim
x→a+

f(x) y f ′(a) := lim
x→a+

f ′(x)

Para f, g ∈ D(TmaxΛ,M ), se tiene que

[f, g]x := f(x)g′(x)− f ′(x)g(x), x ∈ [a, b)

b) Para c0, c1 ∈ C constantes arbitrarias, existe exactmente una solución de (τΛ,M − z)f = g
con f(a) = c0 y f ′(a) = c1.

c) Si τΛ,M es regular en b. Para c0, c1, d0, d1 ∈ C constantes arbitrarias, existe f ∈ D(TmaxΛ,M ),
tal que

f(a) = c0, f ′(a) = c1, f(b) = d0, f ′(b) = d1

Demostración.

a) Sea f solución de (τΛ,M − z)f = g. Como τΛ,M es regular en a, es decir, −∞ < a y a no es
un punto de acumulación de M , existe un ε > 0 tal que (a, ε) ∩M = ∅. Al ser f solución, f y
f ′ son absolutamente continuas en (a, ε) y por Observación A.0.1, los lı́mites existen. El resto
se sigue de la definición del corchete de Lagrange.

b) Sea u1 y u2 sistema fundamental de (τΛ,M − z)u = 0. Por parte a), existen los vectores
(u1(a), u′1(a)) y (u2(a), u′2(a)) linealmente independientes. Sea f̃ solución de (τΛ,M − z)f =
g arbitraria. Entonces el sistema(

u1(a) u2(a)
u′1(a) u′2(a)

)(
e0

e1

)
=

(
c0 − f̃(a)

c1 − f̃ ′(a)

)
tiene solución y la función f definida como f = e1u1(x) + e2u2(x) + f̃(x) es solución de
(τΛ,M − z)f = g que cumple las condiciones pedidas. Para probar la unicidad, supongamos
que no es única. Sean f1 y f2 soluciones de (τΛ,M − z)f = g que cumplen las condiciones
pedidas en a. Entonces f1 − f2 es solución de (τΛ,M − z)u = 0, tal que (f1 − f2)(a) = 0 y
(f1 − f2)′(a) = 0, por tanto f1 − f2 = 0.
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c) Supongamos que c0 = c1 = 0. Dado z ∈ C, sea u1, u2 sistema fundamental de soluciones de
(τΛ,M − z)u = 0, tal que u1(b) = u′2(b) = 0 y u′1(b) = u2(b) = 1. Dichas soluciones existen
y son únicas ya que τΛ,M es regular en b, pueden ser obtenidas repitiendo la prueba de a) pero
para el extremo b. Además como τΛ,M regular, u1, u2 ∈ L2(a, b), ya que funciones continuas
en un intervalo finito estan en L2(a, b), y por tanto u1, u2 ∈ D(TmaxΛ,M ).
Consideremos el sistema (

‖u1‖ 〈u1, u2〉
〈u2, u1〉 ‖u2‖

)(
e1

e2

)
=

(
d0

−d1

)
(2.3)

Como u1 y u2 son linealmente independientes, ‖u1‖‖u2‖ 6= |〈u1, u2〉|, y por tanto el sistema
(2.3) tiene solución no trivial para e1 y e2. Sea f = e1u2 + e2e2, entonces f ∈ D(TmaxΛ,M ) y
f es solución de (τΛ,M − z)u = 0. Visto que f ∈ L2(a, b), entonces f ∈ L1

Loc(a, b). Por
parte b) existe una función v solución de τΛ,Mv = f con v(a) = 0 y v′(a) = 0. Nuevamente
como τΛ,M regular, v ∈ D(TmaxΛ,M ). Usando la identidad de Lagrange, Teorema 2.1.1, se tiene
de (2.3) que

d0 = e1‖u1‖+ e2〈u1, u2〉 = 〈u1, e1u1 + e2u2〉 = 〈u1, f〉 = 〈u1, τΛ,Mv〉 =

= 〈u1, τΛ,Mv〉 − 〈τΛ,Mu1, v〉 = [u1, v]a − [u1, v]b = −[u1, v]b

Haciendo cálculos similares resulta que d1 = [u2, b]. De aquı́,

d0 = u′1(b)v(b)− u1(b)v′(b) = v(b)

y
d1 = u2(b)v′(b)− u′2(b)v(b) = v′(b)

Repitiendo el argumento para el caso en que d0 = d1 = 0, encontramos una función w ∈
D(TmaxΛ,M ) tal que w(a) = c0, w′(a) = c1 y w(b) = w′(b) = 0. Por tanto, v + w ∈ D(TmaxΛ,M )
es la función buscada.

Las partes a) y b) del Lema 2.1.1 se pueden probar, de manera análoga, para el caso en que τΛ,M

regular en b.
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2.2 Caso Regular

En esta subsección se estudiarán las extensiones autoadjuntas del operador TminΛ,M en el caso que τΛ,M

es regular. Observe que como TminM,V ⊂ TmaxM,V = (TminM,V )∗, entonces toda extensión autoadjunta S de
TminM,V es tal que

TminM,V ⊂ S ⊂ TmaxM,V

Por tanto, el dominio de definición de cualquier extensión autoadjunta de TminM,V debe ser un subespa-
cio deD(TmaxM,V ) en el que se cumplan ciertas condiciones de frontera que garanticen que los terminos
de frontera, al aplicar integración por partes, se anulen.

La teorı́a que aquı́ se aplicará es análoga a la teorı́a clásica de operadores diferenciales ordinarios de
segundo orden, ver por ejemplo Sección 8.4 en [28].

Teorema 2.2.1. Si τΛ,M es regular, entonces los ı́ndices de deficiencia de TminΛ,M son iguales a (2, 2).

Demostración,
Si τM,V es regular, entonces toda solucion de la ecuacion (τΛ,M − z)u = 0 esta en L2(a, b), con
Im(z) 6= 0, ya que funciones continuas en un intervalo finito estan en L2(a, b). Por tanto, por
Teorema 2.1.6, γ+ = γ− = 2.

Teorema 2.2.2. Sea τΛ,M regular. Entonces

D(TminΛ,M ) = {f ∈ D(TmaxΛ,M ) : f(a) = f(b) = f ′(a) = f ′(b)}

Demostración.
Sea f ∈ D(TminΛ,M ). Por Lema 2.1.1 c), existe función v ∈ D(TmaxΛ,M ) tal que v(a) = 0, v′(a) = 1 y
v(x) = 0 cerca de b. Del Lema 2.1.1 a), se tiene

0 = 〈TminΛ,Mf, v〉 − 〈f, T
max
Λ,M v〉 = [f, v]b − [f, v]a = −f(a)

Si ahora, la función v es escogida de tal manera que v(a) = 1, v′(a) = 0 y v(x) = 0 cerca de b,
obtenemos que f ′(a) = 0. De manera similar se prueba que f(b) = f ′(b) = 0.

Para probar la otra contención, sea f ∈ D(TmaxΛ,M ) tal que f(a) = f ′(a) = f(b) = f ′(b) = 0.
Entonces, por Lema 2.1.1 a),

〈TmaxΛ,M f, g〉 − 〈f, TmaxΛ,M g〉 = [f, g]b = [f, g]a = 0

para toda g ∈ D(TmaxΛ,M ). Es decir, f ∈ D((TmaxΛ,M )∗) = D(((TminΛ,M )∗)∗) = D(TminΛ,M ).

Teorema 2.2.3. Sea τΛ,M regular. Entonces el operador definido como

D(Hθ,γ
V,M ) :=

{
f ∈ D(TmaxΛ,M ) :

f(a) cos θ − f ′(a) sin θ = 0
f(b) cos γ − f ′(b) sin γ = 0

}
(2.4)

Hθ,γ
V,Mf = TmaxΛ,M f

es una extensión autoadjunta de TminΛ,M para cualesquiera θ, γ ∈ [o, π).
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Demostración.
Integrando por partes se ve que Hθ,γ

V,M es un operador simétrico. Por tanto, basta probar que Hθ,γ
V,M

es extensión de al menos dimensión 2 de TminΛ,M . Ver Teorema 8.13 b) en [28]. Para ver esto, sean
ua, ub ∈ D(TmaxΛ,M ) tales que ua(a) = sin θ, u′a(a) = cos θ y ua(x) = 0 cerca de b; ub(b) = sin γ,
u′b(b) = cos γ y ub(x) = 0 cerca de a. Estas funciones existen por Lema 2.1.1, y por construcción
ua, ub ∈ D(Hθ,γ

V,M ).
Además, no existen constantes c1, c2 no cero, tales que la función v := c1ua + c2ub cumpla que
v(a) = v′(a) = v(b) = v′(v) = 0. Por teorema 2.2.2, esto quiere decir que no existe combinación
no trivial de ua y ub que este en D(TminΛ,M ), es decir, Hθ,γ

V,M es extensión de dimensión 2 de TminΛ,M y

por tanto Hθ,γ
V,M define una extensión autoadjunta de TminΛ,M .

2.3 Caso Singular: Alternativa de Weyl

Se probó en el Teorema 2.1.6 que lo ı́ndices de deficiencia del operador TminΛ,M pueden ser solamente
0, 1 o 2. Para el caso regular sabemos que los ı́ndices son exactamente 2, ver Teorema 2.2.1. Para
estudiar este mismo problema en el caso singular el siguiente resultado, una generalización de la
Alternativa de Weyl, es crucial.

Teorema 2.3.1 (Cf. Teorema 4.3 [4]). Sea c ∈ (a, b). Si para algún z0, toda solución de (τΛ,M −
z0)u = 0 pertenece a L2(c, b), entonces toda solución de (τΛ,M − z)u = 0 pertenece a L2(c, b),
∀z ∈ C. Análogo para a.

Demostración.
Sean u1 y u2 sistema fundamental de soluciones de (τΛ,M−z0)u = 0, con Im(z0) 6= 0, por hipótesis,
u1, u2 ∈ L2(c, b) y supongamos sin perdida de generalidad que W (u1, u2) = 1. Sea v una solución
arbitraria de (τΛ,M − z)u = 0. Entonces

(τΛ,M − z0)v = τΛ,Mv − z0v = (z − z0)v

Aplicando el teorema 2.1.7 para g(x) = (z − z0)v(x), existen c1, c2 ∈ C, tales que

v(x) = c1u1(x) + c2u2(x) + u1(x)

∫ x

c
u2(y)(z − z0)v(y)dy − u2(x)

∫ x

c
u1(y)(z − z0)v(y)dy =

= c1u1(x) + c2u2(x) + (z − z0)

∫ x

c
[u1(x)u2(y)− u1(y)u2(x)]v(y)dy

Definamos

‖v(x)‖c :=

{∫ x

c
|v(y)|2dy

} 1
2

Claramente ‖v(x)‖c ≤ ‖v‖L2(c,b). Escojamos M tal que ‖u1(x)‖c ≤ M y ‖u2(x)‖c ≤ M , por la
desigualdad de Cauchy-Schwartz se tiene que∫ x

c
[u1(x)u2(y)−u2(x)u1(y)]v(y)dy ≤ ‖u1(x)u2(y)−u2(x)u1(y)‖c‖v(x)‖c ≤M(|u1(x)+u2(x)|)‖v(x)‖c
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Entonces, por la desigualdad de Minkowski

‖v(x)‖c ≤ (|c1|+ |c2|)M + 2|z − z0|M2‖v(x)‖c

Si c es suficientemente grande para que |z − z0|M2 < 1
4 , entonces ‖v(x)‖c ≤ 2(|c1| + |c2|)M . Y

por tanto, v ∈ L2(c, b).

De esto, se obtiene el siguiente resultado

Teorema 2.3.2 (Cf. Teorema 4.4 [4]). [Alternativa de Weyl] Exactamente una de las siguientes
alternativas se cumple,

i) Para toda z ∈ C todas las soluciones de (τΛ,Mz)u = 0 estan en L2 cerca de b.

ii) Para toda z ∈ C existe al menos una solución de (τΛ,M − z)u = 0 que no este en L2 cerca de
b.

De manera análoga para a.

Demostración.
Como el número de soluciones linealmente independientes de (τλ,M − z)u = 0 es dos, de Teorema
2.3.1, se sigue inmediátamente el resultado.

En el primer caso decimos que τΛ,M está en el caso de cı́rculo lı́mite en b (lcc), en el segundo decimos
que está en el caso de punto lı́mite en b (lpc). Ésta terminologı́a fue introducida por Weyl en el caso
clásico.

Lema 2.3.1. Si τΛ,M es lcc en b, entonces existe una única solución de (τΛ,M − z)u = 0 que esta en
L2 cerca de b. Un resultado similar se cumple para a.

Demostración.
Si existieran dos soluciones linealmente independendientes en L2 cerca de b, τΛ,M estarı́a en el caso
de punto lı́mite.

Lema 2.3.2 (Cf. Teorema 4.5 [4]). τΛ,M está en el caso de punto lı́mite en b si y solo si para toda
f, g ∈ D(TmaxΛ,M ), [f, g]b = 0. Se cumple similarmente para a.

Demostración. Supongamos que τΛ,M está en el caso de punto lı́mite en b y es regular en a. Entonces,
por Lema 2.3.1, dim(Ker(TmaxΛ,M − i)) = 1, es decir TminΛ,M tiene ı́ndices de deficiencia (1, 1) y ası́
TmaxΛ,M es una extensión dos dimensional de TminΛ,M . Ver sección 8.2 en [28] para definiciones precisas.

Sean u1, u2 ∈ D(TmaxΛ,M ) con u1 = u2 = 0 cerca de b y

u1(a) = u′2(a) = 1 y u′1(a) = u2(a) = 0

entonces u1, u2 6∈ D(TminΛ,M ) y u1, u2 linealmente independientes, es decir, u1 y u2 son linealmente
independientes módulo TminΛ,M . Por tanto (Teorema 8.13 a) [28])

D(TmaxΛ,M ) = D(TminΛ,M ) + span{u1, u2}
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Entonces, para cada f, g ∈ D(TmaxΛ,M ), existen funciones f0, g0 ∈ D(TminΛ,M ) tales que f = f0 y g = g0

cerca de b y por tanto
[f, g]b = [f0, g0]b = 0

Ahora, si τΛ,M no es regular en a tomemos una c ∈ (a, b). Para toda f ∈ D(TmaxΛ,M ) la función
f |(c,b) pertenece al dominio del operador maximal inducido por la restricción τΛ,M |(c,b) y el resultado
se sigue por lo ya probado.

Lema 2.3.3. Supongamos que τΛ,M está en el caso de punto limite en a y en b. Si u es solución de
(τΛ,M − z)u = 0 tal que u ∈ L2(a, b), entonces u = 0.

Demostración.
Si u ∈ L2(a, b) es solución de (τΛ,M−z)u = 0, entonces u ∈ L2(a, b) es solución de (τΛ,M−z)u = 0
y ambas u, u ∈ D(TmaxΛ,M ). Sea [α, beta] ⊂ (a, b). Aplicando la identidad de Lagrange en [α, β],
Teorema 2.1.1, se tiene que

[u, u]β − [u, u]α =

∫ β

α
zuu−

∫ β

α
uzu = (z − z)

∫ β

α
uu = 2i Im(z)

∫ β

α
|u|2

Cuando α → a y β → b, el lado izquierdo de la igualdad converge a cero por Lema 2.3.2 y el lado
derecho converge a 2i Im(z)‖u‖2, por tanto u = 0.

Lema 2.3.4. τΛ,M esta en el caso de cı́rculo lı́mite en b si y solo si existe f ∈ D(TmaxΛ,M ) tal que

[f, f ]b = 0 y [f, g]b 6= 0

para algúna g ∈ D(TmaxΛ,M ). Se cumple similarmente para a.

Demostración.
Supongamos que τΛ,M está en el caso de cı́rculo lı́mite en b y sean u1 y u2 sistema fundamental de
soluciones de τΛ,Mu = 0 con W (u1, u2) = 1, entonces u1, u2 ∈ D(TmaxΛ,M ) cerca de b. Por tanto
existen f, g ∈ D(TmaxΛ,M ) con f = u1 y g = u2 cerca de b. Por tanto, como u1 y u2 son reales, se tiene
que

[f, g]b = [u1, u2]b = 1

y
[f, f ]b = [u1, u1]b = 0

Teorema 2.3.3 (Cf. Teorema 4.6 [4]). Los ı́ndices de deficiencia de TminΛ,M son:

γ±(TminΛ,M ) =


0 Si τΛ,Mes lpc en ambos extremos de (a, b)
1 Si τΛ,Mes lpc en solo un extremo de (a, b)
2 Si τΛ,Mes lcc en ambos extremos de (a, b)
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Demostración.
Si τΛ,M es lcc en ambos extremos de (a, b), entonces toda solución de (τΛ,M − i)u = 0 pertenece a
L2(a, b) y por tanto γ± = dim(Ker(TmaxΛ,M ∓ i)) = 2.
En caso de que τΛ,M es lpc en solo un extremo de (a, b), entonces, por Lema 2.3.1, existe exactamente
una solución de (τΛ,M − i)u = 0 en L2(a, b), ası́ γ± = 1.
Si τΛ,M es lpc en ambos extremos se tiene que Ker(TmaxΛ,M − i) = {0}, por Lema 2.3.3 y por tanto
γ± = 0.

2.4 Extensiones Autoadjuntas

Con ayuda de los resultados obtenidos hasta ahora, estamos preparadors para dar las restricciones
autoajuntas del operador TmaxΛ,M o equivalentemente las extensiones autoadjuntas de TminΛ,M .

Introduzcamos la siguiente notación

[f, g]ba := [f, g]b − [f, g]a

Teorema 2.4.1. Un operador A es una restricción autoadjunta de TmaxΛ,M si y sólo si

D(A) = {g ∈ D(TmaxΛ,M ) : ∀f ∈ D(A), [f, g]ba = 0}

Demostración.
Denotemos el conjunto del lado derecho de la igualdad como A0. Supongamos primero que A es una
restricción autoadjunta de TmaxΛ,M . Si g ∈ D(A), entonces

0 = 〈TmaxΛ,M f, g〉 − 〈f, TmaxΛ,M g〉 = [f, g]ba, ∀f ∈ D(A)

ası́, g ∈ A0. Ahora si g ∈ A0, entonces

0 = [f, g]ba = 〈TmaxΛ,M f, g〉 − 〈f, TmaxΛ,M g〉, ∀f ∈ D(A)

y por tanto g ∈ D(A∗) = D(A).
Por otro lado, supongamos ahora que D(A) = A0, entonces A es un operador simétrico ya que para
toda f, g ∈ D(A), se cumple que 〈TmaxΛ,M f, g〉 = 〈f, TmaxΛ,M g〉. Ahora, sea g ∈ D(A∗) ⊆ TmaxΛ,M ,
entonces

0 = 〈TmaxΛ,M f, g〉 − 〈f, TmaxΛ,M g〉 = [f, g]ba

Para toda f ∈ A y por tanto g ∈ A0 = A.

El objetivo de esta sección es determinar las restricciones autoadjuntas de TmaxΛ,M . El caso más sencillo
es cuando τΛ,M es punto lı́mite en a y en b.

Teorema 2.4.2. Si τΛ,M está en el caso de punto lı́mite en a y en b entonces TminΛ,M = TmaxΛ,M es un
operador autoadjunto.

Demostración.
Esto es una consecuencia inmediata del Teorema 2.3.3.

Ahora analı́zemos el caso en el que τΛ,M es lpc en un extremo de (a, b) y lcc en el otro.
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Teorema 2.4.3. Supongamos que τΛ,M es lpc en a y lcc en b. Entonces A es una restricción autoad-
junta de TmaxΛ,M si y sólo si existe v ∈ D(TmaxΛ,M )\D(TminΛ,M ) con [v, v]a = 0 tal que

D(A) = {f ∈ D(TmaxΛ,M ) : [v, f ]a = 0}

Se cumple un resultado similar en el caso de que τΛ,M es lcc en b y lpc en a.

Demostración Del Teorema 2.3.3, sabemos que γ±(TminΛ,M ) = 1, entonces las extensiones autoadjuntas
de TminΛ,M son precisamente las extensiones simétricas uno dimensionales de TminΛ,M , ver sección 8.2 en
[28] para definiciones precisas. Por tanto, ver Teorema 8.13 a) en [28],A es una extensión autoadjunta
de TminΛ,M si y sólo si existe función v ∈ D(TmaxΛ,M )\D(TminΛ,M ) con [v, v]a = 0 y tal que

D(A) = D(TminΛ,M ) + span{v}

Por tanto, basta probar que

TminΛ,M + span{v} = {f ∈ D(TmaxΛ,M ) : [v, f ]a = 0}

Sea f ∈ D(TminΛ,M ) + span{v}, entonces existen f0 ∈ D(TminΛ,M ) y constante c tal que f = f0 + cv.
Por Teorema 2.1.10, [v, f0] = 0 y como [v, v]a = 0, entonces [v, f ]a = 0.
Por tanto, el subespacio del lado izquierdo de la igualdad esta contenido en el del lado derecho. Pero si
el subespacio del lado derecho fuera más grande, serı́a igual que D(TmaxΛ,M ) y por tanto esto implicarı́a
que v ∈ D(TminΛ,M ).

Las restricciones autoadjuntas obtenidas en el Teorema 2.4.3 son distintas si y sólo si las funciones
v correspondientes son linealmente independientes módulo D(TminΛ,M ). Más aún , v puede ser elegida
tal que v sea una solución real de (τΛ,M − z)u = 0 con z ∈ R cerca de a.

Finalmente consideremos el caso en que τΛ,M es lcc en a y en b.

Teorema 2.4.4 (Cf. Teorema 5.1 [4]). Supongamos que τΛ,M está en el caso del cı́rculo lı́mite
en a y en b. Entonces A es una restricción autoadjunta de TmaxΛ,M si y sólo si existen funciones
v, w ∈ D(TmaxΛ,M ), linealmente independientes módulo D(TminΛ,M ), con

[v, v]ba = [w,w]ba = [v, w]ba = 0

tales que
D(A) = {f ∈ D(TmaxΛ,M ) : [v, f ]a = [w, f ]b = 0}

Demostración.
Del Teorema 2.3.3, sabemos que γ±(TminΛ,M ) = 2, entonces las extensiones autoadjuntas de TminΛ,M

son precisamente las extensiones simétricas dos dimensionales de TminΛ,M , ver sección 8.2 en [28] para
definiciones precisas. Por tanto, ver Teorema 8.13 a) en [28],A es una extensión autoadjunta de TminΛ,M

si y sólo si existen funciones v, w ∈ D(TmaxΛ,M ) linealmente independientes módulo TminΛ,M con

[v, v]ba = [w,w]ba = [v, w]ba = 0

tales que
D(A) = D(TminΛ,M ) + span{v, w}
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Por tanto, basta probar que

D(TminΛ,M ) + span{v, w} = {f ∈ D(TmaxΛ,M ) : [v, f ]ba = [w, f ]ba = 0}

Denotemos el subespacio del lado derecho por S. Sea f ∈ D(TminΛ,M ) + span{v, w}, entonces existen
f0 ∈ D(TminΛ,M ) y constantes c1, c2 tales que f = f0 + c1v + c2w. Por Teorema 2.1.10, [v, f0]ba = 0 y
[w, f0]ba, entonces [v, f ]ba = 0. Por tanto el subespacio del lado izquierdo de la igualdad esta contenido
en S. Para probar que S no puede ser más grande, consideremos los funcionales Fv y Fw enD(TmaxΛ,M )
definidos por

Fv(f) = [v, f ]ba y Fw(f) = [w, f ]ba f ∈ D(TmaxΛ,M )

La intersección de los Kernels de estos funcionales es precisamente S, por definición. Más aún estos
funcionales son linealmente independientes. Para ver esto supongamos k1, k2 ∈ C y c1Fv + c2Fw =
0, entonces para toda f ∈ D(TmaxΛ,M ) se tiene que

0 = k1Fv(f) + k2Fw(f) = k1[v, f ]ba + k2[w, f ]ba = [k1v + k2w, f ]ba

Esto implica que
[k1v + k2w, f ]a = [k1v + k2w, f ]b = 0

para toda f ∈ D(TmaxΛ,M ) y por tanto c1v + c2w ∈ D(TminΛ,M ). Ahora como v, w son linealmente
independientes modulo TminΛ,M obtenemos que k1 = k2 = 0.

Ahora por Lema 9.3 en [24]

Ker(Fv) 6⊆ Ker(Fw) y Ker(Fw) 6⊆ Ker(Fv)

Por tanto existen fv, f2 ∈ D(TmaxΛ,M ) tales que [v, fv]
b
a = [w, fw]ba = 0 pero [w, fv]

b
a 6= 0 y [v, fw]ba 6=

0. Ambas funciones, fv, fw 6∈ S y son linealmente independientes. Por tanto S es a lo más una
extensión dos dimensional de TminΛ,M .

En el caso en que τΛ,M es lcc en a y en b , las restricciones autoadjuntas de TmaxΛ,M se dice que tienen
condiciones de frontera separadas si es de la forma

D(A) = {f ∈ D(TmaxΛ,M ) : [v, f ]a = [w, f ]b = 0}

donde v, w ∈ D(TmaxΛ,M ) y pueden ser elegidas como soluciones reales de (τΛ,M − z) = 0 cerca de a
y b respectivamente.

Los resultados de esta sección se pueden resumir en el siguiente Teorema.

Teorema 2.4.5 (Cf. Teorema 5.2 a) [4]). Av,w es una restricción autoadjunta de TmaxΛ,M con condi-
ciones de frontera separadas si y sólo si existen soluciones reales v y w de (τΛ,M − z) = 0, z ∈ R
tales que

D(Av,w) =

{
f ∈ D(TmaxΛ,M ) :

[v, f ]a = 0 si τα,M lcc en a
[w, f ]b = 0 si τα,M lcc en b

}
.

Los subı́ndices v, w no tienen significado si τΛ,M es lpc.



CAPÍTULO 3

Operadores Aleatorios de Sturm-Liouville con Interacciones
Puntuales Tipo δ y δ′

3.1 Operadores de Sturm-Liouville con una interacción puntual

En éste capı́tulo se analizará el caso de una sola interacción en el caso regular y se desarrollarán los
pasos básicos que serán usados en las secciones siguientes.
Sea J ⊂ R un intervalo cerrado finito. Sea V ∈ L1(J) función real, p ∈ J un punto interior y α ∈ R.
Consideremos las expresiones diferenciales

τ := − d2

dx2
+ V

τα,p := − d2

dx2
+ V + αδ(x− p)

El operador maximal Tα,p correspondiente a τα,p esta definido por

Tα,pf = τf

D(Tα,p) = {f ∈ L2(J) : f, f ′ abs. cont en J\{p},−f ′′ + V f ∈ L2(J),

f(p+) = f(p−) ≡ f(p), f ′(p+)− f ′(p−) = αf(p)}

Extenderemos el concepto de solución y Wronskiano de la siguiente manera

Definición 3.1.1. Dados g ∈ L1(J) y z ∈ C, decimos que f es solución de (τα,p − z)f = g
si f y f ′ son absolutamente continuas en J\{p} con −f ′′ + V f − zf = g y f(p+) = f(p−),
f ′(p+)− f ′(p−) = αf(p).

Definición 3.1.2. Sean u1 y u2 soluciones de (τα,p−z)u = 0, z ∈ C. El Wronskiano W (u1, u2) esta
definido por

Wx(u1, u2) = W (u1, u2)(x) := det

(
u1(x+) u2(x+)
u′1(x+) u′2(x+)

)
= u1(x+)u′2(x+)− u′1(x+)u2(x+)
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Lema 3.1.1. W (u1, u2) es continuo en p.

Wp−(u1, u2)−Wp+(u1, u2) = u1(p)u′2(p−)− u′1(p−)u2(p)− u1(p)u′2(p+) + u′1(p+)u2(p)
= u1(p)[u′2(p−)− u′2(p+)] + u2(p)[u′1(p+)− u′1(p−)]
= u1(p)[−αu2(p)] + u2(p)[αu1(p)]
= 0

Fijemos J = [a, b]

Lema 3.1.2. Sean u y v soluciones de

τα,pu = λ0u y τα,pv = λv

respectivamente. Sean c, d ∈ [a, b]\{p}. Entonces

Wd(u, v)−Wc(u, v) = (λ0 − λ)

∫ d

c
u(t)v(t)dt.

Demostración.
d
dxWx(u, v) = d

dx [u(x)v′(x)− u′(x)v(x)]

= u′(x)v′(x) + u(x)v′′(x)− u′′(x)v(x)− u′(x)v′(x)

= u(x)[V (x)v(x)− λv(x)]− [V (x)u(x)− λ0u(x)]v(x)

= (λ0 − λ)u(x)v(x)

Entonces
d

dx
Wx(u, v) = (λ0 − λ)u(x)v(x) ∀x ∈ [a, b]\{p}

Sean c, d ∈ [a, b]\{p}. Si a ≤ c < d < p o p < c < d ≤ b, entonces del teorema fundamental del
cálculo

Wd(u, v)−Wc(u, v) = (λ0 − λ)

∫ d

c
u(t)v(t)dt

Si a ≤ c < p < d ≤ b, por continuidad del Wronskiano en p, Lema 3.1.1, se tiene

(λ0 − λ)

∫ d

c
u(t)v(t)dt = (λ0 − λ)

[∫ p

c
u(t)v(t)dt+

∫ d

p
u(t)v(t)dt

]
= Wp−(u, v)−Wc(u, v) +Wd(u, v)−Wp+(u, v) = Wd(u, v)−Wc(u, v)

Definición 3.1.3. Una solución de τα,pu = λu que satisface la condición de frontera en l ∈ [a, b]\{p}.

u(l)cosθ + u′(l)senθ = 0, θ ∈ [0, π)

se denotará por ul,α(λ).
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Dicha solución puede ser construida de la siguiente manera. Supongamos que l ∈ [a, p), elegimos
w1(x, λ) solución de (τ − λ)u = 0, tal que

w1(l, λ) = senθ

w′1(l, λ) = − cos θ

Una vez obtenida w1(x, λ), elegimos w2(x, λ) solución de (τ − λ)u = 0, tal que

w2(p, λ) = w1(p, λ)

w′2(p, λ) = w′1(p, λ) + αw1(p, λ)

Entonces podemos definir

ul,α(x, λ) :=

{
w1(x, λ) si x ≤ p
w2(x, λ) si x > p

En caso de que l ∈ (p, b], la construcción es análoga. Si α = 0 entonces la solución construida es la
solución del caso clásico.

Las funciones ul,α(x, λ) y u′l,α(x, λ) son enteras con respecto a λ para cada x ∈ [a, b] fijo. Ver [24],
Teorema 9.1 y [29], Teorema 2.5.3.

El siguiente Teorema es una generalización del Teorema 8.4.2 en [3],

Teorema 3.1.1. Sea ua,α(λ) como en la definición anterior. Si u′a,α(λ, x) 6= 0, entonces ∀x ∈
[a, b]\{p}

∂

∂λ

{
ua,α(λ, x)

u′a,α(λ, x)

}
=

1

u′a,α(λ, x)2

∫ x

a
ua,α(λ, t)2dt

y si ua,α(λ, x) 6= 0

∂

∂λ

{
u′a,α(λ, x)

ua,α(λ, x)

}
= − 1

ua,α(λ, x)2

∫ x

a
ua,α(λ, t)2dt

Demostración. Si en el Lema 3.1.2 escogemos u = ua,α(λ) y v = ua,α(λ̃) entonces, para x ∈
[a, b]\{p}

Wx(ua,α(λ), ua,α(λ̃)) = (λ− λ̃)

∫ x

a
ua,α(λ, t)ua,α(λ̃, t)dt

ya que Wa(ua,α(λ), ua,α(λ̃)) = 0
Ası́ ∀x ∈ [a, b]\{p}∫ x

a ua,α(λ, t)ua,α(λ̃, t)dt =
ua,α(λ)u′a,α(λ̃)−u′a,α(λ)ua,α(λ̃)

λ−λ̃

=
ua,α(λ)u′a,α(λ̃)−ua,α(λ)u′a,α(λ)+ua,α(λ)u′a,α(λ)−u′a,α(λ)ua,α(λ̃)

λ−λ̃

= u′a,α(λ)
ua,α(λ)−ua,α(λ̃)

λ−λ̃ − ua,α(λ)
u′a,α(λ)−u′a,α(λ̃)

λ−λ̃
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Haciendo λ̃→ λ, obtenemos que∫ x

a
ua,α(λ, t)2dt = u′a,α(λ, x)

∂

∂λ
ua,α(λ, x)− ua,α(λ, x)

∂

∂λ
u′a,α(λ, x)

Dividiendo por u′a,α(λ, x)2 obtenemos la primer igualdad y dividiendo por ua(λ, x)2 obtenemos la
segunda.

Definición 3.1.4. Definamos para z ∈ C

Gα(z, x, x) =
ua,α(z, x)ub,α(z, x)

Wx(ua,α(z), ub,α(z))

Ésta es la función de Green de un operador autoadjunto, pero ésto no se usara aquı́.

Teorema 3.1.2. Para cualquier α ∈ R se tiene

Gα(z; p, p) = G0(z; p, p)
1

1− αG0(z; p, p)

Demostración. Si x ≤ p, ua,0(x) = ua,α(x) y si x ≥ p, ub,0(x) = ub,α(x).

Ahora, de la condición en p

u′a,α(p+) = u′a,α(p−) + αua,α(p) = u′a,0(p−) + αua,0(p) = u′a,0(p+) + αua,0(p).

Usando esto en Gα se tiene que

Gα(z, p, p) =
ua,α(p)ub,α(p)

W (ua,α, ub,α)
=

ua,α(p)ub,α(p)

ua,α(p)u′b,α(p+)− u′a,α(p+)ub,α(p)

=
ua,0(p)ub,0(p)

ua,0(p)u′b,0(p+)− u′a,0(p+)ub,0(p)− αua,0(p)ub,0(p)

Entonces

Gα(z, p, p) =
ua,0(p)ub,0(p)

W (ua,0, ub,0)
(

1− αua,0(p)ub,0(p)
W (ua,0,ub,0)

) = G0(z, p, p)
1

1− αG0(z, p, p)

Corolario 3.1.1. Si Gα := Gα(z; p, p), entonces ∀α, β ∈ R, α 6= β,

Gβ =
Gα

1 + (α− β)Gα
.
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Demostración. Del Teorema 3.1.2, si G0 = 0, Gα = 0, ∀α ∈ R. Si G0 6= 0,

Gα =
1

1
G − α

.

Entonces
1

G0
=

1

Gα
+ α =

1

Gβ
+ β

Por tanto

Gβ =
Gα

1 + (α− β)Gα
.

Supongamos ahora que τα,p es regular en a y en b, i.e a y b son finitos, V ∈ L1([a, b]). Consideremos
la restricción autoadjunta Hα,p de Tα,p en L2(a, b), ver Teorema 2.4 o Teorema 5.2 en [4], definido
por

Hα,pf = τf (3.1)

D(Hα,p) =

{
f ∈ D(Tα,p) :

f(a)cosθ + f ′(a)senθ = 0
f(b)cosγ + f ′(b)senγ = 0

}
θ, γ ∈ [0, π).

Teorema 3.1.3. Sea E eigenvalor de Hα,p, entonces Gα(E, p, p) = 0 o Gα(z, p, p) tiene un polo en
E.

Demostración. Sean ua,α(E, x) y ub,α(E, x) soluciones de (Hα,p − E)u = 0 que satisfacen la
condición de frontera en a y b respectivamente. Entonces ua,α y ub,α son linealmente dependientes y
W (ua,α(E), ub,α(E)) = 0. Ver [4], Lemma 4.2.

• Si ua,α(E, p) 6= 0, entonces

lim
z→E
|Gα(z, p, p)| = lim

z→E

∣∣∣∣ ua,α(z, p)ub,α(z, p)

W (ua,α(z), ub,α(z))

∣∣∣∣ =∞ (3.2)

• Ahora consideremos el caso cuando ua,α(E, p) = 0. Sea ub,α solución tal que ub,α(E, b) =
−senθ y u′b,α(E, b) = cosθ, θ ∈ [0, π). Como, para cada z fija, Wx(ua,α(z), ub,α(z)) es
constante para toda x en [a, b],entonces

Wx(ua,α(E), ub,α(E)) = Wb(ua,α(E), ub,α(E)) = ua,α(E, b)cosθ + u′a,α(E, b) sin θ

Las funciones u′a,α(E, b) y ua,α(E, b) no pueden ser cero simultaneamente. Supongamos por
ejemplo que u′a,α(E, b) 6= 0.

∂

∂λ

[
Wp(ua,α(λ), ub,α(λ))

u′a,α(λ, b)

]
λ=E

=

=
∂

∂λ

[
ua,α(λ, b)

u′a,α(λ, b)
cosθ + sin θ

]
λ=E

=
cosθ

u′a,α(E, b)2

∫ b

a
ua,α(E, t)2dt 6= 0
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donde para la ultima igualdad se uso el Teorema 3.1.1 . Ya que se esta suponiendo que E
es un eigenvalvalor, las funciones ua,α(E, b) y ub,α(E, b) son linealmente dependientes. Ası́
u′a,α(E, b) = Cu′b,α(E, b) = C cos θ 6= 0. Por tanto

Wp(ua,α(λ), ub,α(λ))

u′a,α(λ, b)

tiene un cero en E de orden uno y como u′a,α(E, b) 6= 0 entonces Wp(ua,α(λ), ub,α(λ))
también tiene un cero de orden uno. Como el cero en E del numerador de G(z, p, p) es de
orden dos, obtenemos

lim
z→E

Gα(z, p, p) = 0 (3.3)

Si u′a,α(E, b) = 0, podemos asumir que ua,α(E, b) 6= 0. Haciendo una construcción analoga
obtenemos que

∂

∂λ

[
Wp(ua,α(λ), ub,α(λ))

ua,α(λ, b)

]
λ=E

= − sin θ

ua,α(E, b)2

∫ b

a
ua,α(E, t)2dt 6= 0

y por tanto se sigue (3.3).
Los eigenvalores de un operador L serán denotados por σp(L) esto es

σp(L) := {r ∈ R : Lϕ = rϕ para algún ϕ 6≡ 0, ϕ ∈ D(L)}

Teorema 3.1.4. Sea E ∈ R fijo. Entonces para el conjunto

A(E) := {α ∈ R : E ∈ σp(Hα,p)}

existen dos posibilidades:

a) A(E) tiene a lo más un elemento.

b) A(E) = R.

Demostración.

Si u(p) = 0, entonces u′(p+) − u′(p−) = βu(p), esto es, u ∈ D(Hβ,p), ∀β ∈ R y Hβ,pu = Eu.
Entonces, E es eigenvalor de Hβ,p.

Si u(p) 6= 0, de la ecuación (3.2) obtenemos que Gα(E, p, p) = ∞. Por Corolario 3.1.1, ∀β ∈
R\{α},

Gβ(E; p, p) =
1

β − α
(3.4)

Como el lado derecho de (3.4) no es cero ni∞, del Teorema 3.1.3 se sigue que E no es eigenvalor de
Hβ,p.

Observación 3.1.1. Caso a) sucede si el eigenvector u asociado a E es tal que u(p) 6= 0, de otra
manera se cumple el caso b).
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3.2 Operadores de Sturm-Liouville con Interacciones puntules caso con-
table

Hasta este momento, todos los resultados han sido sobre el operador con una sola interacción puntual
en el caso regular. Ahora consideraremos una cantidad contable de interacciones puntuales. Los re-
sultados de la sección anterior serán usados.

Sean −∞ ≤ a < b ≤ ∞, V ∈ L1
loc(a, b) función real. Fijemos un conjunto discreto M de puntos

acumulandose a lo más en a o en b, M := {xn}n∈I ⊂ (a, b) donde I ⊆ Z y sea {αn} ⊂ R. Fijamos
α = αn0 y consideremos la expresión diferencial formal

τ := − d2

dx2
+ V (3.5)

τα,M := − d2

dx2
+ V (x) +

∑
n∈I\{n0}

αnδ(x− xn) + αδ(x− xn0)

El operador maximal Tα,M correspondiente a τα,M esta definido por

Tα,Mf = τf

D(Tα,M ) = {f ∈ L2(a, b) : f, f ′ abs. cont en (a, b)\M,−f ′′ + V f ∈ L2(a, b),

f(xn+) = f(xn−) ≡ f(xn), f ′(xn+)− f ′(xn−) = αnf(xn), ∀n ∈ I}

Análogo a lo que se hizo anteriormente, se introducirán las siguientes definiciones.

Definición 3.2.1. Dados g ∈ L1
loc(a, b) y z ∈ C, llamamos a f solución de (τα,M − z)f = g si

f y f ′ son absolutamente continuas en (a, b)\M con −f ′′ + V f − zf = g y f(xn+) = f(xn−),
f ′(xn+)− f ′(xn−) = αnf(xn), ∀n ∈ I .

Definición 3.2.2. Definimos el Wronskiano de dos soluciones u1 y u2 de (τα,M − z)f = 0 como en
la definición 3.1.2, es decir

Wx(u1, u2) = u1(x+)u′2(x+)− u′1(x+)u2(x+)

Definición 3.2.3. Para f, g ∈ D(Tα,M ) definimos el corchete de Lagrange

[f, g]x = f(x+)g′(x+)− f ′(x+)g(x+).

Los lı́mites [f, g]a = limx→a+[f, g]x y [f, g]b = limx→b−[f, g]x existen. Ver [4].

Una solución de (τα,M−z)f = 0 se dice que esta enL2(a, b) a la derecha (izquierda), si f is cuadrado
integrable en una vecindad de b (a).

Definición 3.2.4.

i) τα,M esta en el caso del cı́rculo lı́mite (lcc) en b si para toda z ∈ C todas las soluciones de
(τα,M − z)f = 0 estan en L2(a, b) a la derecha.
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ii) τα,M esta en el caso del punto lḿite (lpc) en b si para toda z ∈ C existe al menos una solución
de (τα,M − z)f = 0 que no esta en L2(a, b) a la derecha.

La misma definición aplica para el extremo a.

De acuerdo a la alternativa de Weyl, ver [4] Teorema 4.4, siempre se tiene i) o ii).
Considere la restricción autoadjunta Hα,M de Tα,M en L2(a, b) definida como

Hα,Mf = τf (3.6)

D(Hα,M ) =

{
f ∈ D(Tα,M ) :

[v, f ]a = 0 si τα,M lcc en a
[w, f ]b = 0 si τα,M lcc en b

}
.

Donde v y w son soluciones reales no triviales de (τα,M − λ)v = 0 cerca de a y cerca de b respecti-
vamente, λ ∈ R. Ver Teorema 2.4.5 o Teorema 5.2 en [4].

Definición 3.2.5. Decimos que τα,M es regular en a si a es finito, V ∈ L1
loc[a, b) y a no es un punto

de acumulación de M . La misma definición aplica para el extremo b.

Si τα,M es regular en a, entonces τα,M es lcc en a y la condición [v, f ]a = 0 puede ser reemplazada
por

f(a)cosψ + f ′(a)senψ = 0

para ψ ∈ [0, π). Lo mismo se cumple para b.

Para γ, θ ∈ [0, π) y [c, d] ⊂ [a, b], tal que [c, d] ∩M = {xn0}, definamos el operador

Hθγ
α := Hα,xn0

donde Hα,xn0
es como en fórmula (3.1) de la sección anterior con p = xn0 y J = [c, d].

Sea E ∈ R fijo y definamos

A(E) := {α ∈ R : E ∈ σp(Hα,M )}

Lema 3.2.1. Existen θ0, γ0 ∈ [0, π) tal que si α ∈ A(E), entonces E ∈ σp(Hθ0γ0
α ).

Demostración.

Si λ0 ∈ A(E), entonces para alguna ϕ ∈ D(Hλ0,M ), Hλ0,Mϕ = Eϕ.

Fijemos los puntos θ0, γ0 ∈ [0, π) donde

ϕ(c)cosθ0 + ϕ′(c)senθ0 = 0
ϕ(d)cosγ0 + ϕ′(d)senγ0 = 0

(3.7)

Si α ∈ A(E) es tal que α = λ0, el resultado se sigue.

Si α ∈ A(E) pero λ0 6= α, entonces Hα,Mψ = Eψ, para alguna ψ ∈ D(Hα,M ). Por tanto, existen
θ, γ ∈ [0, π) que satisfacen las condiciones de frontera en c y d para ψ, similar a (3.7). Si probamos
que θ = θ0 y γ = γ0, entonces Hθ0γ0

α ψ = Eψ y por tanto E ∈ σ(Hθ0γ0
α ).

Probemos que γ = γ0. La prueba para θ es análoga.
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a) Suponga que τα,M esta en el caso del cı́rculo limite en b.

El Wronskiano satisface Wx(w,ϕ) = [w,ϕ]x y Wx(w,ψ) = [w,ψ]x ya que w es real. Es
constante para x ∈ [d, b) ya que w,ψ y ϕ son soluciones de τα,Mf = Ef en el intervalo [d, b)
porque xn0 no intersecta [d, b). Por hipótesis, las funciones ϕ y ψ satisfacen la condición del
caso cı́rculo lı́mite en b. Esto implica que

0 = [w,ψ]b = lim
x→b−

Wx(w,ψ) y 0 = [w,ϕ]b = lim
x→b−

Wx(w,ϕ)

Por tanto Wx(w,ψ) = Wx(w,ϕ) = 0 y entonces Wx(ϕ,ψ) = 0. Ası́ ϕ y ψ son linealmente
dependientes y ϕ = Kψ para alguna constante K ∈ R. Por tanto γ = γ0. Ver Lema 4.2 [4].

b) Supongamos que τα,M esta en el caso del punto lı́mite en b. Si γ0 6= γ entonces ϕ y ψ son
linealmente independientes en [d, b), ya que si existe una constante K ∈ R tal que ψ = Kϕ
entonces γ = γ0. Por tanto toda solución f de τα,Mf = Ef en [d, b) puede ser escrita
como f = c1ϕ + c2ψ. Pero, como ϕ,ψ ∈ L2(a, b), entonces u ∈ L2(a, b) y obtenemos una
contradicción al caso del punto lı́mite.

Un argumento análogo fue dado en [8].
El siguiente Teorema es una generalización del Teorema 3.1.4.

Teorema 3.2.1. Sea E ∈ R fijo. Entonces para el conjunto

A(E) := {α ∈ R : E ∈ σp(Hα,M )}

existen dos posibilidades:

a) A(E) tiene a lo más un elemento.

b) A(E) = R.

Demostración. Por Teorema 3.1.4 para E fija una de las siguientes se cumple

• Existe a lo más una α tal que E ∈ σp(Hθ0,γ0
α ) o

• E ∈ σp(Hθ0,γ0
α ) para toda α ∈ R

La afirmación se sigue por 3.2.1.

Observación 3.2.1. Caso a) sucede si el eigenvector u asociado a E es tal que u(xn0) 6= 0, de otra
manera se cumple el caso b).
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3.3 Operadores Aleatorios de Sturm-Liouville con Interacciones Pun-
tuales

En esta sección serán usados los resultados previamente obtenidos para estudiar el caso aleatorio.
Para empezar se construirá el espacio de probabilidad Ω donde están las sucesiones de constante de
acoplamiento y ası́ nuestros operadores aleatorios estarán bien definidos.

El espacio de sucesiones reales {ωn}n∈I , donde I ⊆ Z, se denotará por RI . Introducimos una me-
dida en RI de la siguiente manera. Sea {pn}n∈I una sucesion de medidas de probabilidad continuas
en R (pn({r}) = 0 para cada r ∈ R) y considere la medida producto P = ×n∈Ipn definida en la
σ−álgebra producto F de RI generada por los conjuntos cilindro, esto es, por los conjuntos de la
forma {ω : ω(i1) ∈ A1, . . . , ω(in) ∈ An} para i1, . . . , in ∈ I , donde A1, . . . , An son conjuntos de
Borel en R. De esta manera un espacio de medida Ω̃ = (RI ,F ,P) es construido. Consideremos
entonces la completación de este espacio (subconjuntos de conjuntos de medida cero son medibles)
Ω̃ que sera denotada por Ω. Ver capı́tulo 1, sección 1 en [21].

Sean −∞ ≤ a < b ≤ ∞, V ∈ L1
loc(a, b) función real. Fijemos un conjunto discreto M :=

{xn}n∈I ⊂ (a, b) donde I ⊆ Z y sea ω = {ω(n)}n∈I ∈ Ω. Considere la expresión diferencial
formal

τω := − d2

dx2
+ V (x) +

∑
n∈I

ω(n)δ(x− xn)

El operador maximal Tω correspondiente a τω esta definido como antes por

Tωf = τf

D(Tω) = {f ∈ L2(a, b) : f, f ′ abs. cont en (a, b)\M,−f ′′ + V f ∈ L2(a, b),

f(xn+) = f(xn−), f ′(xn+)− f ′(xn−) = ω(n)f(xn), ∀n ∈ I}

Asuma que el caso de punto lı́mite ocurre en a o que τω es regular en a (Ver definición 3.2.5) y las
mismas posibilidades para b.

Para θ, γ ∈ [0, π) fijos, sea Hθ,γ
ω la restricción autoadjunta de Tω definida como

Hθ,γ
ω f = τf (3.8)

D(Hθ,γ
ω ) =

{
f ∈ D(Tω) :

f(a)cosθ + f ′(a)senθ = 0 si τω regular en a
f(b)cosγ + f ′(b)senγ = 0 si τω regular en a

}
Observe que los ı́ndices θ o γ no tienen sentido si τω es lpc en a o b.
En lo siguiente en lugar de Hθ,γ

ω escribiremos Hω.

Observación 3.3.1. Un ejemplo donde τω es lpc en ambos extremos para toda ω ∈ Ω fue dado en
Teorema 1 en [5]. Se requiere que I = Z, V acotado y inf

n∈Z
|xn+1 − xn| > 0.

Definición 3.3.1. Para E ∈ R, definimos

A(E) := {ω ∈ Ω : E ∈ σp(Hω)} (3.9)
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Para B ⊆ A(E) medible y para cada n ∈ I , definimos

Qn,E := {ω ∈ B|∃uω ∈ D(Hω), Hωuω = Euω y uω(xn) 6= 0} (3.10)

Lema 3.3.1. Qn,E es medible y P(Qn,E) = 0.

Demostración. Sea

χB(ω) =

{
1 si ω ∈ B
0 si ω 6∈ B

Si ω ∈ Qn,E , entonces de la definición de Qn,E se sigue que χB(ω) = 1.

Sea f : RI\{n} → [0,∞).

f(ω̃) :=

∫
R
χB(ω)dpn(ω(n))

donde ω̃ =
∑

k∈I\{n}
ω(k)e(k). Aquı́ e(k) = (em)m∈I son los vectores canónicos con entradas em = 0

si k 6= m y ek = 1. La medibilidad de f se sigue del Teorema de Fubini. (Ver Teorema 7.8 [22])
Si ω =

∑
k∈I

ω(k)e(k) ∈ Qn,E entonces f(ω̃) = 0, donde ω̃ =
∑

k∈I\{n}
ω(k)e(k), ya que pn es con-

tinua y por Teorema 3.2.1.

Ası́ Qn,E ⊆ [f−1({0})× R] ∩B.

Ahora, usando Fubini,∫
f−1({0})×R

χB(ω)dP =

∫
f−1({0})

dP(ω̃)

∫
R
χB(ω)dpn(ω(n)) =

∫
f−1({0})

f(ω̃)dP(ω̃) = 0

Entonces, ∫
[f−1({0})×R]∩B

χB(ω)dP = 0

y como χB(ω) = 1 en B, entonces P([f−1({0})× R] ∩B) = 0.

Como la medida dP es completa, cualquier subconjunto de conjuntos de medida cero es medible con
medida cero. Por tanto Qn,E es medible.

Teorema 3.3.1. Sea E ∈ R fijo y B cualquier subconjunto medible de A(E). Entonces una de las
siguientes opciones se cumple:

i) P(B) = 0

ii) A(E) = Ω

Demostración. Es suficiente probar que si ii) no se cumple entonces se cumple i).

Supongamos entonces que existe ω0 ∈ Ω tal que E no es eigenvalor de Hω0 . Si E no es eigenvalor
de Hω, ∀ω ∈ Ω, entonces P(B) = 0 y el resultado se sigue.
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Supongamos ahora que ω ∈ B, entonces E ∈ σp(Hω), i.e. existe uω ∈ D(Hω) tal que Hωuω =
Euω. Entonces ω ∈ Qn,E , para alguna n ∈ I . Esto es cierto porque si uω(xn) = 0 ∀n ∈ I , entonces
de la definición de Hω, E debe ser un eigenvalor de Hω0 . Por tanto

B ⊂
⋃
n∈I

Qn,E

Usando Lema 3.3.1, entonces P(
⋃
n∈I

Qn) = 0, Por tanto se sigue el resultado.

Para el siguiente corolario se denotará por H al operador Hω definido en ( 3.8 ) con ω(n) = 0,
∀n ∈ I . Éste es sólo la restricción autoadjunta generada por la expresión diferencial τ en la teorı́a
clásica de Sturm-Liouville sin interacciones puntuales.

Corolario 3.3.1 (cf. Observaciones 3.1.1, 3.2.1).

a) Si E 6∈ σp(H) entonces P(B) = 0 para cualquier subconjunto medible B de ω’s, ω ∈ Ω para
las cuales E ∈ σp(Hω).

b) Si E ∈ σp(H) con Hu = Eu, entonces A(E) = Ω si y sólo si u(xn) = 0, ∀n ∈ I .

Demostración.

a) Si E 6∈ σp(H), entonces ω = (. . . , 0, 0, 0, . . . ) 6∈ A(E). Por tanto A(E) 6= Ω y la afirmación
se sigue del Teorema 3.3.1.

b) Supongamos que E ∈ σp(H) con Hu = Eu.

⇐) Si u(xn) = 0 ∀n ∈ I , entonces de la definición de Hω, E debe ser un eigenvalor de Hω

con eigenvector u, ∀ω ∈ Ω.

⇒) Del Lema 3.3.1, P(
⋃
n∈I Qn,E) = 0. Entonces A(E) = Ω 6⊆

⋃
n∈I Qn,E .

Tomemos ω̃ ∈ A(E)\
⋃
n∈I

Qn,E . Existe uω̃ ∈ D(Hω̃) tal que

(τω̃ − E)uω̃ = 0 and uω̃(xn) = 0, ∀n ∈ I

Por tanto u′ω̃(xn+)−u′ω̃(xn−) = ω̃(n)uω̃(xn) = 0, ∀n ∈ I . Ası́ u′ω̃ es continua en (a, b)
y (H − E)uω̃ = 0.
Como todos los eigenvalores de H son simples, ver Teorema 8.29 (d) [28], entonces
u(xn) = Cuω̃(xn) = 0, ∀n ∈ I .

�
Entonces a menos que E sea un eigenvalor de H y de que las interacciones puntuales esten lo-
calizadas en las raı́ces de las eigenfunciones, tendremos un conjunto “pequeño” de operadores Hω

compartiendo el mismo eigenvalor E.

Como otra consecuencia del Teorema 3.3.1 tenemos el siguiente Corolario.
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Corolario 3.3.2. Sea {Ei}∞i=1 sucesión de numeros reales y Bi subconjuntos medibles de A(Ei).
Supongamos que no existe algún punto E ∈ R que sea eigenvalor de Hω para toda ω ∈ Ω, entonces

P({ω ∈
∞⋃
i=1

Bi : {Ei}∞i=1 ∩ σp(Hω) 6= ∅}) = 0

Demostración. Por aditividad de P y Teorema 3.3.1, tenemos

P({ω ∈ Ω : {Ei}∞i=1 ∩ σp(Hω) 6= ∅}) = P({ω ∈ Ω :
∞⋃
i=1

[{Ei} ∩ σp(Hω)] 6= ∅)} =

P(
∞⋃
i=1

{ω ∈ Ω : Ei ∈ σp(Hω))} ≤
∞∑
i=1

P({ω ∈ Ω : Ei ∈ σp(Hω)}) = 0

3.3.1 Oscilación de Soluciones

En esta sección se usarán resultados acerca de oscilación de soluciones de expresiones diferenciales
de segundo orden. La localización de ceros de eigenfunciones además de la posición de las interac-
ciones puntuales, nos ayudarán a entender cuando la opción b en el Teorema 3.3.1 pasa.

En esta subsección τ se define como en la ecuación ( 3.5 ) y A(E) se define como en la Definición
3.3.1 ( 3.9 ) es decir, como el conjunto de ω ∈ Ω tales que Hω comparten un eigenvalor común E.

Definición 3.3.2 (Ver Sección XI.6 en [13]). La ecuación

(τ − E)f = 0

se dice no oscilatoria en un intervalo J si toda solución tiene a lo más un número finito de ceros en J .

Si t = b es un extremo (posiblemente infinito) de J que no pertenece a J , entonces la ecuación se
dice no oscilatoria en t = b Si toda solución tiene un número finito de ceros en J o si los ceros no se
acumulan en b.

Lema 3.3.2. Si A(E) = Ω, entonces existe una solución u de (τ − E)f = 0 tal que u(xn) = 0,
∀n ∈ I .

Demostración. Si A(E) = Ω, entonces existe u tal que Hu = Eu, donde H es el operador Hω con
ω(n) = 0, ∀n ∈ I . Del Corolario 3.3.1 (b) la afirmación se sigue. �

Teorema 3.3.2. Sea V el potencial que aparece en la expresión ( 3.5 ). Supongamos que |V (x)| ≤ K
para toda x ∈ (a, b). Sea J un intervalo tal que

|J | ≤ 2√
K + |E|

donde |J | es la longitud del intervalo. Asumamos que J ∩M tiene al menos dos elementos. Entonces
P(B) = 0 para cualquier subconjunto medible B de A(E).
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Demostración. Supongamos que existe un subconjunto medible B de A(E) tal que P(B) > 0, en-
tonces del Teorema 3.3.1, A(E) = Ω.

Por Lema 3.3.2, existe una solución u de (τ − E)f = 0 tal que u(xn) = 0, ∀n ∈ I . Usando un
teorema de Lyapunov, ver Teorema 3.9 de [14] y Corolario 5.1 de [13], el intervalo J es desconjugado
, i.e. existe a lo más un cero de cualquier solución de (τ − E)f = 0 en el intervalo J , como u es
solución esta es una contradicción, por tanto P(B) = 0 para cualquier subconjunto medible B de
A(E). �
En el último teorema observe que entre mas grande sea |E|, más pequeño |J | será. Esto corresponde
al hecho de que las soluciones oscilan más rápido si la energı́a es alta.

Teorema 3.3.3. Supongamos que (τ − E)f = 0 es no oscilatoria en (a, b) y que el conjunto de
interacciones M es un conjunto contable. Entonces P(B) = 0 para cualquier subconjunto medible
B de A(E).

Demostración. Supongamos que existe un subconjunto medible B de A(E) tal que P(B) > 0, en-
tonces por Teorema 3.3.1, A(E) = Ω.

Por Lema 3.3.2, existe una solución u de (τ − E)f = 0 tal que u(xn) = 0, ∀n ∈ I . La ecuación
(τ − E)f = 0 es no oscilatoria i.e. cualquier solución en el intervalo (a, b) tiene a lo más un
número finito de ceros. Como u es solución esto es una contradicción, ası́ P(B) = 0 para cualquier
subconjunto medible B de A(E). �
Existen diferentes condiciones en la literatura que nos permiten concluir que nuestro problema es
no oscilatorio. Aplicando un teorema probado por Hille, Theorem 3.1 [14], obtenemos el siguiente
resultado.

Teorema 3.3.4. Si V es continua en [a,∞), V (x) ≤ E,
∫∞
a (E − V (x))dx <∞ y

lim sup
x→∞

x

∫ ∞
x

(E − V (t))dt <
1

4

entonces (τ − E)f = 0 es no oscilatoria en [a,∞).

Estimaciones más finas sobre el número de ceros pueden también ser usadas, como lo muestra el
siguiente resultado.

Teorema 3.3.5. Sea V continua en [0, T ] y |V (x)| ≤ K. Si el número de puntos en M ∩ [0, T ] es
mayor o igual que

T
√
|E|+K

2
+ 1

entonces, P(B) = 0 para cualquier subconjunto medible B de A(E).

Demostración. Usando Corolario 5.2 en [13] vemos que el número de ceros de cualquier solución de
(τ − E)f = 0 es menor o igual que

T
√
|E|+K

2
+ 1

y la prueba se sigue como en el Teorema. 3.3.2. �
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3.3.2 Operadores Medibles

Ahora se introducirán condiciones de medibilidad para la familia de operadores Hω.

Definición 3.3.3 (Ver Lema 1.2.2 en [23], Proposición 3 en [15]). Una familia {Sω}ω∈Ω de oper-
adores autoadjuntos en un espacio de Hilbert H se dice medible si los mapeos

ω →< ϕ,Eω(λ)ψ >

son medibles para todas ϕ, ψ ∈ H, donde Eω(λ) es la correspondiente resolución de la identidad de
Sω.

El siguiente teorema fue comunicado por Peter Stollmann

Teorema 3.3.6. Sea
A(E) := {ω ∈ Ω : E ∈ σp(Sω)}

como en la Definición 3.3.1. Si {Sω}ω∈Ω es una familia de operadores medibles definida en un
espacio de Hilbert separable H, entonces A(E) es medible.

dem. Sea {ψn}n∈N un subconjunto contable denso de H.
Observe que

A(E) =
⋃
n∈N

An (3.11)

donde
An := {ω ∈ Ω : Eω({E})ψn 6= 0}

El conjunto del lado derecho de (3.11) esta contenido en A(E) ya que A(E) = {ω ∈ Ω|Eω({E}) 6=
0}. Para probar la otra inclusión, sea ω ∈ A(E) y supongamos que para toda n, Eω({E})ψn = 0.
Para cada x ∈ H se tiene

< Eω({E})x, ψn >=< x,Eω({E})ψn >= 0.

Como {ψn} es denso, Eω({E})x = 0 y Eω({E}) = 0, lo que es una contradicción a ω ∈ A(E). Por
lo tanto existe n0 tal que Eω({E})ψn0 6= 0 y ω ∈

⋃
n∈N

An.

Se probará ahora que los conjuntos An son medibles.
Ya que Sω es medible, la función fn definida como ω → fn(ω) :=< ψn, Eω({E})ψn > es medible
para cada n. Se tiene que ω ∈ Acn si y sólo si

fn(ω) =< ψn, Eω({E})ψn >= ‖Eω({E})ψn‖2 = 0.

Ası́
Acn = {ω|Eω({E})ψn = 0} = f−1

n ({0}).

Se sigue queAcn y por tantoAn son conjuntos medibles. Ası́A(E) es una unión contable de conjuntos
medibles y ası́ medible.

Usando el Teorema 3.3.6 obtenemos el siguiente Corolario al Teorema 3.3.1. Sea {Hω}ω∈Ω la familia
de operadores definida en ( 3.8 ).
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Corolario 3.3.3. Supongamos que la familia {Hω}ω∈Ω es medible. Para E ∈ R fijo, una de las
siguientes opciones se cumple:

i) P(A(E)) = 0

ii) A(E) = Ω

dem. Tomemos B = A(E) en el Teorema 3.3.1.

Para mostrar un ejemplo de una familia medible de operadores, mencionemos el operador generado
por la expresión diferencial

τω := − d2

dx2
+
∑
n∈I

ω(n)δ(x− xn)

donde ω(n) es un proceso estocástico estacionario métricamente transitivo que satisface |ω(n)| ≤
C <∞, ver [15]. En particular podemos tomar ω(n) variables aleatorias independientes idénticamente
distribuidas.

Como el operador generado por − d2

dx2 sin interacciones puntuales no tiene eigenvalores, podemos
aplicar el Corolario 3.3.1 y obtener P(A(E)) = 0. Tenemos en este caso una prueba de un resultado
de Pastur que dice que la probabilidad de cualquier λ ∈ R fijo de ser un eigenvalor de multiplicidad
finita de un operador métricamente transitivo es cero, ver Teorema 3 en [20] y Teorema 2.12 en [21].
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3.4 Operadores de Sturm-Liouville con Interacciones tipo δ′

Consideremos ahora operadores con interacciones δ′ y mostraremos resultados análogos que pueden
ser obtenidos. Sea−∞ ≤ a < b ≤ ∞, V ∈ L1

loc(a, b) una función real. Fijemos un conjunto discreto
M := {xn}n∈I ⊂ (a, b) donde I ⊆ Z y sea ω = {ω(n)}n∈I ∈ Ω, donde Ω es definida como en la
sección 3.3. Consideremos la expresión diferencial formal

τω := − d2

dx2
+ V (x) +

∑
n∈I

ω(n)δ′(x− xn)

El operador maximal Tω correspondiente a τω esta definido por

Tωf = τf = −d
2f

dx2
+ V f

D(Tω) = {f ∈ L2(a, b) : f, f ′ abs. cont en (a, b)\M,−f ′′ + V f ∈ L2(a, b),

f ′(xn+) = f ′(xn−), f(xn+)− f(xn−) = ω(n)f ′(xn), ∀n ∈ I}

La construcción es similar a la que se hizo en la sección 3.3, pero nótese el cambio de las condiciones
en las xn.

Definición 3.4.1. Una función f es una solución de (τω − λ)f = 0 si f y f ′ son absolutamente
continuas en (a, b)\M con −f ′′ + V f − λf = 0 y f ′(xn+) = f ′(xn−), f(xn+) − f(xn−) =
ω(n)f ′(xn), ∀n ∈ I .

Supongamos que ocurre el caso de punto lı́mite en a o que τω es regular en a (Ver Definición 3.2.5)
y las mismas posibilidades para b.

Para θ, γ ∈ [0, π) fijas, sea Hθ,γ
ω la restricción autoadjunta de Tω definida como

Hθ,γ
ω f = τf (3.12)

D(Hθ,γ
ω ) =

{
f ∈ D(Tω) :

f(a)cosθ + f ′(a)senθ = 0 si τω regular en a
f(b)cosγ + f ′(b)senγ = 0 si τω regular en a

}
Nótese que los ı́ndices θ o γ no tienen sentido si τω es lpc en a o b.
En lo que sigue en lugar de Hθ,γ

ω escribiremos Hω.
Similarmente a lo que se ha hecho antes uno puede probar que para este Hω con interacciones δ′ se
cumple el siguiente Teorema.

Teorema 3.4.1. Sea E ∈ R fijo y B cualquier subconjunto medible de

A(E) := {ω ∈ Ω : E ∈ σp(Hω)}.

Entonces una de las siguientes opciones se cumple:

i) P(B) = 0

ii) A(E) = Ω
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Demostración.
La prueba se sigue de manera cercara a los argumentos dados en la Sección 3.1, 3.2 and 3.3. El
Wronskiano puede ser definido para soluciones de (τω−λ)u = 0 con interacciones δ′ y la continuidad
en los puntos xn se cumple como en el Lema 3.1.1. La modificación principal a la Sección 3.1 es el
uso de G̃ introducido abajo, en lugar de G dada en la Definición 3.1.4. Para z ∈ C sea

G̃α(z, x, x) :=
u′a,α(z, x)u′b,α(z, x)

Wx(ua,α(z), ub,α(z))

donde ua,α y ub,α son como en la Definición 3.1.3 pero que satisfacen las condiciones de la inter-
acción δ′ en p, es decir f ′(p+) = f ′(p−) y f(p+)− f(p−) = αf ′(p).

Si x ≤ p, ua,0(x) = ua,α(x) y si x ≥ p, ub,0(x) = ub,α(x).

Ahora, de la condición en p

ua,α(p+) = ua,α(p−) + αu′a,α(p) = ua,0(p−) + αu′a,0(p) = ua,0(p+) + αu′a,0(p).

Usando esto en G̃α tenemos que

G̃α(z, p, p) =
u′a,α(p)u′b,α(p)

W (ua,α, ub,α)
=

u′a,α(p)u′b,α(p)

ua,α(p+)u′b,α(p)− u′a,α(p)ub,α(p+)
=

=
u′a,0(p)u′b,0(p)

ua,0(p+)u′b,0(p) + αu′a,0(p)u′b,0(p)− u′a,0(p)ub,0(p+)

Entonces

G̃α(z, p, p) =
u′a,0(p)u′b,0(p)

W (ua,0, ub,0)
(

1 + α
u′a,0(p)u′b,0(p)

W (ua,0,ub,0)

) = G̃0(z, p, p)
1

1 + αG̃0(z, p, p)

Y obtenemos la caracterización de los eigenvalores dada en el Teorema 3.1.3 y ası́ también el Teorema
3.1.4 para interacciones δ′.
Los resultados en la sección 3.2 se cumplen para interacciones δ′ práctimante sin modificaciones.
En la sección 3.3 modificamos la Definición 3.3.1 ( 3.10 ) pidiendo que u′ω(xn) 6= 0 en lugar de
uω(xn) 6= 0 y se obtiene el Lema 3.3.1 y el Teorema 3.3.1 para interacciones δ′. Por tanto el resultado
se sigue.

Observación 3.4.1. Situaciones mezcladas donde interacciones δ y δ′ se presentan, pueden ser
tratadas con los argumentos dados anteriormente.



CAPÍTULO 4

Operadores Aleatorios de Sturm-Liouville con Interacciones
Puntuales Generalizadas
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Este capı́tulo esta basado en un trabajo conjunto con Rafael del Rı́o y David Damanik, ver [7]. Se
resolverá el problema de como varı́an los valores propios de una clase de operadores aleatorios de
Sturm-Liouville usando un nuevo enfoque, herramientas geométricas y matrices en SL(2,R). Por
medio de este enfoque se generalizará de interacciones puntuales δ y δ′ a una clase completa de
interacciones puntuales autoadjuntas reales.

4.1 Matrices de Transferencia

En esta sección se presentará una manera de introducir las matrices de transferencia, la cual no es la
manera estandar de presentarlas.

Consideremos un intervalo abierto I = (a, b) ⊂ R, un potencial L1
loc V : I → R, y una energı́a

E ∈ R. La ecuación diferencial asociada es

−u′′(x) + V (x)u(x) = Eu(x), x ∈ I. (4.1)

La teorı́a de ecuaciones diferenciales muestra que para cada x ∈ I y cada (v, d)T ∈ R2, existe una
única solución u de (4.1) con (u(x), u′(x))T = (v, d)T . Más aún, todas las soluciones reales de
(4.1) provienen de esta manera. Ver por ejemplo Teorema 2.2.1 en [29]. Esto tiene las siguientes
consecuencias.

Proposición 4.1.1. El conjunto SE de soluciones reales de (4.1) es un espacio real dos dimensional
y, para cada x ∈ I , el mapeo

Mx,E : SE → R2, u 7→
(
u(x)
u′(x)

)
es un isomorfismo lineal.

Demostración.
La linealidad se sigue directamente de la definición del mapeo Mx,E . Por los resultados estandar de
ecuaciones diferenciales citados arriba, es sobre e inyectiva. Esto también implica el hecho de que
SE es un espacio vectorial real dos dimensional.

Proposición 4.1.2. Para x, y ∈ I , existe una matriz M(x, y;E) ∈ SL(2,R) tal que para toda
u ∈ SE , tenemos (

u(x)
u′(x)

)
= M(x, y;E)

(
u(y)
u′(y)

)
. (4.2)

Demostración.
Si definimos M(x, y;E) := Mx,EM

−1
y,E , entonces (4.2) se cumple por Proposition 4.1.1. Por con-

strucción, M(x, y;E) ∈ GL(2,R), ası́ solo basta probar que detM(x, y;E) = 1.
Consideremos las dos soluciones uD, uN ∈ SE con(

uN (y) uD(y)
u′N (y) u′D(y)

)
=

(
1 0
0 1

)
.
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Entonces,

M(x, y;E) = M(x, y;E)

(
1 0
0 1

)
= M(x, y;E)

(
uN (y) uD(y)
u′N (y) u′D(y)

)
=

(
uN (x) uD(x)
u′N (x) u′D(x)

)
,

y por tanto

detM(x, y;E) = det

(
uN (x) uD(x)
u′N (x) u′D(x)

)
= uN (x)u′D(x)− uD(x)u′N (x)

= uN (y)u′D(y)− uD(y)u′N (y)

= 1.

Aquı́ se ha usado que el Wronskiano es constante, esto se sigue del hecho de que uD, uN resuelven
(4.1):

(uN (t)u′D(t)− uD(t)u′N (t))′ =

= u′N (t)u′D(t) + uN (t)u′′D(t)− u′D(t)u′N (t)− uD(t)u′′N (t)

= uN (t)[(V (t)− E)uD(t)]− uD(t)[(V (t)− E)uN (t)]

= 0.
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4.1.1 La recta real proyectiva

Recuerde que la recta real proyectiva RP1 esta dada por

RP1 = {rectas en R2 que pasan por el origen}.

Observe que los elementos de RP1 son clases de equivalencia con respecto a la relación de equiva-
lencia en R2 \ {0} dada por

v ∼ w ⇔ ∃λ ∈ R \ {0} : v = λw.

Definición 4.1.1. Denotamos la clase de equivalencia de v ∈ R2 \ {0} por [v].

Observación 4.1.1. Sean u = (u1, u2)T y v = (v1, v2)T . Entonces, [u] = [v] si y sólo si arg(u2 +
iu1) = arg(v2 + iv1) + kπ, k ∈ Z.

Lema 4.1.1. Cualquier M ∈ GL(2,R) induce un mapeo biyectivo bien definido de RP1 a RP1, el
cual será denotado por M̃ , vı́a

M̃([v]) = [Mv].

Demostración.
Sea u ∼ v. Entonces u = λv para algún λ ∈ R \ {0} y

[Mu] = M̃ [u] = M̃ [λv] = [Mλv] = [λMv] = [Mv].

Esto muestra que M̃ esta bien definido.
Sea [v] ∈ RP1 con representante v. Como M es sobre por hipótesis, existe u ∈ R2 tal que Mu = v.
Como

M̃([u]) = [Mu] = [v],

se sigue que M̃ es sobre.

Finalmente, supongamos [Mu] = [Mv]. Entonces, existe k ∈ R \ {0} tal que Mu = kMv, y como
M es inyectiva por hipótesis , u = kv. Ası́ [u] = [v] y M̃ es inyectiva.
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4.1.2 La Descomposición de las matrices en SL(2,R)

En esta subsección se discutirá la descomposición de Iwasawa para matrices en SL(2,R); ver por
ejemplo [17].

Definimos los siguientes subgrupos de SL(2,R):

E =

{
Eθ :=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
: θ ∈ R

}
,

P =

{
Pα :=

(
1 α
0 1

)
: α ∈ R

}
,

H =

{
Hr :=

(
r 0
0 1/r

)
: r > 0

}
.

Teorema 4.1.1 (Descomposición de Iwasawa). Toda matriz A ∈ SL(2,R) puede ser escrita de man-
era única como A = PαHrEθ, dónde Pα ∈ P , Hr ∈ H y Eθ ∈ E .

Demostración.
Considere el semiplano superior complejo, C+ = {z ∈ C : =z > 0}. Dada A ∈ SL(2,R),
consideremos su acción en C+ dada por

A · z =

(
a b
c d

)
· z :=

az + b

cz + d
.

Observe que A · z pertenece a C+ para cada z ∈ C+ ya que

=
(
az + b

cz + d

)
=

(ad− bc)=z
|cz + d|2

=
=z

|cz + d|2
> 0.

Más aún, note que
(A ·B) · z = A · (B · z) (4.3)

Para todas A,B ∈ SL(2,R) y z ∈ C+.
Consideremos el caso A · i = i, esto es,

ai+ b

ci+ d
= i⇔ ai+ b = di− c⇔ a = d y b = −c.

Ası́, la condición detA = ad − bc = 1 se convierte en a2 + c2 = 1 y podemos elegir θ ∈ R con
a = cos θ y c = sin θ, tal que

A =

(
a b
c d

)
=

(
a −c
c a

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
.

Esto muestra que A · i = i si y sólo si A ∈ E .
Dada cualquier A ∈ SL(2,R), consideremos A · i ∈ C+ y fijemos

α := <(A · i), r := (=(A · i))1/2.
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Entonces,

A · i = α+ ir2

=

(
r α/r
0 1/r

)
· i

=

(
1 α
0 1

)(
r 0
0 1/r

)
· i

Ası́, para (4.3), (
r 0
0 1/r

)−1(
1 α
0 1

)−1

A · i = i,

lo que implica que (
r 0
0 1/r

)−1(
1 α
0 1

)−1

A =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
para una θ ∈ R adecuada por nuestra discución de arriba. Ası́,

A =

(
1 α
0 1

)(
r 0
0 1/r

)(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
,

como se deseaba. Esto establece la existencia.
Para mostrar unicidad, consideremos la siguiente identidad(

1 α1

0 1

)(
r1 0
0 1/r1

)(
cos θ1 − sin θ1

sin θ1 cos θ1

)
=

(
1 α2

0 1

)(
r2 0
0 1/r2

)(
cos θ2 − sin θ2

sin θ2 cos θ2

)
con α1, α2, θ1, θ2 ∈ R and r1, r2 > 0.
Aplicando ambos lados a i ∈ C+, obtenemos(

1 α1

0 1

)(
r1 0
0 1/r1

)
· i =

(
1 α2

0 1

)(
r2 0
0 1/r2

)
· i,

lo cual es equivalente a
α1 + ir2

1 = α2 + ir2
2.

Esto implica que α1 = α2 y r1 = r2 (since r1, r2 > 0). Toda vez que esto se cumpla, tenemos
también que (

cos θ1 − sin θ1

sin θ1 cos θ1

)
=

(
cos θ2 − sin θ2

sin θ2 cos θ2

)
,

probando unicidad.

Observación 4.1.2. Dado que cualquier matriz en SL(2,R) puede ser escrita como la inversa de la
transpuesta de una matriz en SL(2,R), tenemos también la descomposición

A =

(
1 0
−α̃ 1

)(
1
r̃ 0
0 r̃

)(
cos θ̃ − sin θ̃

sin θ̃ cos θ̃

)
para algunas α̃ ∈ R, r̃ > 0 y θ̃ ∈ R.
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4.2 El Caso de una Interacción tipo δ

Para entender los conceptos consideremos el caso de una interacción tipo δ. Es decir el caso estudiado
en la sección 3.1 y probaremos el resultado obtenido en el Teorema 3.1.4 pero utilizando matrices de
transferencia.
Sean I = [a, b] ⊂ R un intervalo cerrado y finito, V ∈ L1(I) real valuada, p ∈ I un punto interior, y
α ∈ R.
Consideremos las expresiones diferenciales formales

τ := − d2

dx2
+ V

y

τα,p := − d2

dx2
+ V + αδ(x− p).

Recordemos que el operador maximal Tα,p correspondiente a τα,p esta definido por

Tα,pf = τf

D(Tα,p) =
{
f ∈ L2(I) : f, f ′ abs. cont in I\{p},−f ′′ + V f ∈ L2(I),(

f(p+)
f ′(p+)

)
= Aα,p

(
f(p−)
f ′(p−)

)}
.

Observación 4.2.1. Note que la restricción de cualquier función absolutamente continua a un inter-
valo acotado es de variación acotada y por tanto los lı́mites por la derecha y por la izquierda existen
en todo punto, ver Sección 8.15 en [22].

Aquı́, Aα,p es la matriz en SL(2,R) definida por

Aα,p =

(
1 0
α 1

)
. (4.4)

Observe que Tα,p corresponde al operador definido en la sección 3.1.

Consideremos la restricción autoadjunta Hα,p de Tα,p in L2(I), ver Teorema 5.2 en [4], definida por

Hα,pf = τf (4.5)

D(Hα,p) =

{
f ∈ D(Tα,p) :

f(a) cos θ + f ′(a) sin θ = 0
f(b) cos γ + f ′(b) sin γ = 0

}
θ, γ ∈ [0, π).

Teorema 4.2.1 (Ver Teorema 3.1.4). Sea E ∈ σp(Hα,p). Entonces la siguiente alternativa sucede:

i) E ∈ σp(Hα̃,p) para toda α̃ ∈ R,

ii) E 6∈ σp(Hα̃,p) para toda α̃ ∈ R \ {α}.
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Demostración.
Notemos primero que en el nivel de matrices de transferencia, la interacción puntual inserta el factor
(4.4) entre M(y, p+;E) y M(p−, x;E) para a ≤ x < p < y ≤ b.
Sea E ∈ R tal que E ∈ σp(Hα,p). Entonces existe un vector no cero u ∈ D(Hα,p) con Hα,pu = Eu.
En particular, se tiene que (

u(p+)
u′(p+)

)
= Aα,p

(
u(p−)
u′(p−)

)
.

Supongamos que ii) falla; y por tanto tenemos que probar i). Sea E ∈ σp(Hα̃,p) para alguna α̃ ∈
R \ {α}. Existe un vector no cero v ∈ D(Hα̃,p) tal que Hα̃,pv = Ev. Como M = M(p−, a;E) ∈
SL(2,R) y [(u(a), u′(a))T ] = [(v(a), v′(a))T ], se tiene que

[(u(p−), u′(p−))T ] = M̃([(u(a), u′(a))T ]) = M̃([(v(a), v′(a))T ]) = [(v(p−), v′(p−))T ].

Ası́, existe k ∈ R \ {0} tal que (
u(p−)
u′(p−)

)
= k

(
v(p−)
v′(p−)

)
,

y como u ∈ D(Hα,p) y v ∈ D(Hα̃,p),(
u(p−)

(α− α̃)u(p−) + u′(p−)

)
=

(
1 0

α− α̃ 1

)(
u(p−)
u′(p−)

)
= A−1

α̃,pAα,p

(
u(p−)
u′(p−)

)
=

= A−1
α̃,p

(
u(p+)
u′(p+)

)
= kA−1

α̃,p

(
v(p+)
v′(p+)

)
= k

(
v(p−)
v′(p−)

)
=

(
u(p−)
u′(p−)

)
y entonces (α− α̃)u(p−) + u′(p−) = u′(p−). Como α̃ 6= α, u(p−) = 0. Ası́ ∀α̃ ∈ R,(

u(p+)
u′(p+)

)
=

(
0

u′(p+)

)
=

(
1 0
α 1

)(
0

u′(p−)

)
=

(
1 0
α̃ 1

)(
0

u′(p−)

)
= Aα̃,p

(
u(p−)
u′(p−)

)
Por tanto, se cumple que u ∈ σp(Hα̃,p), ∀α̃ 6= α y i).
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4.3 El caso de una sola interacción puntual generalizada

Ahora construiremos el operador con una interacción puntual generalizada. Sea I = [a, b] ⊂ R un
intervalo cerrado finito. Sean V ∈ L1(I) función real valuada, p ∈ I un punto interior y Aα,r,θ ∈
SL(2,R) con descomposición de Iwasawa Aα,r,θ = PαHrEθ, dónde Pα ∈ P , Hr ∈ H and Eθ ∈ E .
Consideremos la siguiente expresión diferencial formal

τ := − d2

dx2
+ V.

Definición 4.3.1. El operador maximal correspondiente Tα,r,θ esta definido por

Tα,r,θf = τf

D(Tα,r,θ) =
{
f ∈ L2(I) : f, f ′ abs. cont in I\{p},−f ′′ + V f ∈ L2(I),(

f(p+)
f ′(p+)

)
= Aα,r,θ

(
f(p−)
f ′(p−)

)}
.

Consideremos la restricción autoadjuntaHδ,γ
α,r,θ de Tα,r,θ in L2(I), ver ecuación (4.3) en [26], definida

abajo

Definición 4.3.2. Sea Hδ,γ
α,r,θ el operador definido por

Hδ,γ
α,r,θf = τf

D(Hδ,γ
α,r,θ) =

{
f ∈ D(Tα,r,θ) :

f(a) cos δ + f ′(a) sin δ = 0
f(b) cos γ + f ′(b) sin γ = 0

}
, δ, γ ∈ [0, π).

Lema 4.3.1. Sea θ, θ̃ ∈ R y fijemos v ∈ R2. Se cumple que: θ̃ 6= θ + kπ, k ∈ Z si y sólo si
[Aα,r,θv] 6= [Aα,r,θ̃v].

Demostración.

⇒) Sean θ̃ 6= θ + kπ, k ∈ Z y v ∈ R2. Dado que Eγ actúa como una matriz de rotación
por un ángulo γ, tenemos que [Eθv] 6= [Eθ̃v]. Tomando en cuenta que PαHr ∈ SL(2,R),
Lemma 4.1.1 nos dice que [Aα,r,θv] 6= [Aα,r,θ̃v].

⇐) Supongamos ahora que [Aα,r,θv] 6= [Aα,r,θ̃v]. Recordando la definición introducida en el Lema
4.1.1,

P̃αHr[Eθ̃v] = [PαHrEθ̃v] = [Aα,r,θ̃v] 6= [Aα,r,θv] = P̃αHr[Eθv],

pues P̃αHr es inyectiva. Ası́ [Eθv] 6= [Eθ̃v] y por tanto θ̃ 6= θ + kπ, k ∈ Z.

Lema 4.3.2. Sean r, r̃ > 0, r̃ 6= r y v ∈ R2. Los siguientes son equivalentes:

i) [v] = [(sin θ, cos θ)T ] or [v] = [(cos θ,− sin θ)T ],

ii) [Aα,r,θv] = [Aα,r̃,θv].
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Demostración.

ii)⇒ i) Asumamos que [Aα,r,θv] = [Aα,r̃,θv]. Entonces P̃α[HrEθv] = P̃α[Hr̃Eθv]. Del Lema 4.1.1
P̃α es inyectiva, [HrEθv] = [Hr̃Eθv], esto es, existe k ∈ R \ {0} tal que HrEθv = kHr̃Eθv.
Ası́, H−1

r̃ HrEθv = kEθv, y por tanto Eθv es un vector propio de la matriz diagonal H−1
r̃ Hr.

Como r 6= r̃, los vectores propios son multiplos de [0, 1]T o [1, 0]T . Entonces [Eθv] = [(1, 0)T ]
o [Eθv] = [(0, 1)T ], tomando en cuenta que

E−1
θ =

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
y Lema 4.1.1, obtenemos [v] = [(sin θ, cos θ)T ] o [v] = [(cos θ,− sin θ)T ].

i)⇒ ii) Supongamos que [v] = [(sin θ, cos θ)T ]. Entonces,

[Aα,r,θv] = [PαHr(0, 1)T ] = [
1

r
Pα(0, 1)T ] = [

1

r̃
Pα(0, 1)T ] = [PαHr̃(0, 1)T ] = [Aα,r̃,θv].

Cuando [v] = [(cos θ,− sin θ)T ], el resultado se sigue de manera análoga.

Lema 4.3.3. Sean α, α̃ ∈ R, α̃ 6= α y v ∈ R2. Los siguientes son equivalentes:

i) [v] = [(cos θ,− sin θ)T ],

ii) [Aα,r,θv] = [Aα̃,r,θv].

Demostración.

ii)⇒ i) Asumamos que [Aα,r,θv] = [Aα̃,r,θv], esto es, existe k ∈ R \ {0} tal que PαHrEθv =
kPα̃HrEθv. Entonces P−1

α̃ PαHrEθv = kHrEθv. Ası́ HrEθv es un vector propio de la matriz
P−1
α̃ Pα. Como α 6= α̃, P−1

α̃ Pα 6= I sus vectores propios son multiplos de (1, 0)T . Entonces
[HrEθv] = [(1, 0)T ], y tomando en cuenta que

(HrEθ)
−1 =

(
1
r cos θ r sin θ
−1
r sin θ r cos θ

)
y el Lema 4.1.1, obtenemos que [v] = [1

r (cos θ,− sin θ)T ] = [(cos θ,− sin θ)T ].

i)⇒ ii) Supongamos que [v] = [(cos θ,− sin θ)]. Entonces

[Aα,r,θv] = [Pαr(1, 0)T ] = [r(1, 0)T ] = [Pα̃r(1, 0)T ] = [Aα̃,r,θv].

Teorema 4.3.1. Sea E ∈ R. Si E ∈ σp(Hδ,γ
α,r,θ), entonces:

a) E ∈ σp(Hδ,γ

α,r,θ̃
) si y sólo si θ̃ = θ + kπ, k ∈ Z.

b) Una de las siguientes se cumple:
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i) E 6∈ σp(Hδ,γ
α,r̃,θ) para toda r̃ 6= r.

ii) E ∈ σp(Hδ,γ
α,r̃,θ) para toda r̃ > 0.

c) Una de las siguientes se cumple:

i) E 6∈ σp(Hδ,γ
α̃,r,θ) para toda α̃ 6= α.

ii) E ∈ σp(Hδ,γ
α̃,r,θ) para toda α̃ ∈ R.

Demostración.
Como E ∈ σp(Hδ,γ

α,r,θ), existe u ∈ L2(a, b), u 6= 0, tal que u ∈ D(Hδ,γ
α,r,θ) y Hδ,γ

α,r,θu = Eu.

a) Supongamos ahora que E ∈ σp(H
δ,γ

α,r,θ̃
) para alguna θ̃ 6= θ. Entonces existe v ∈ L2(a, b),

v 6= 0, tal que v ∈ D(Hδ,γ

α,r,θ̃
) y Hδ,γ

α,r,θ̃
v = Ev. Considemos las matrices M(p−, a;E) y

M(b, p+;E), las cuales no dependen de α, r y θ.
Como M := M(p−, a;E) ∈ SL(2,R) y [(u(a), u′(a))T ] = [(v(a), v′(a))T ], tenemos que

[(u(p−), u′(p−))T ] = M̃([(u(a), u′(a))T ]) = M̃([(v(a), v′(a))T ]) = [(v(p−), v′(p−))T ].

Ası́, existe λ ∈ R \ {0} tal que (
u(p−)
u′(p−)

)
= λ

(
v(p−)
v′(p−)

)
.

Análogamente, como M−1(b, p+;E) ∈ SL(2,R), existe µ ∈ R \ {0} tal que(
u(p+)
u′(p+)

)
= µ

(
v(p+)
v′(p+)

)
.

Como (
u(p+)
u′(p+)

)
= Aα,r,θ

(
u(p−)
u′(p−)

)
y

(
v(p+)
v′(p+)

)
= Aα,r,θ̃

(
v(p−)
v′(p−)

)
,

tenemos que

[Aα,r,θ(u(p−), u′(p−))T ] = [Aα,r,θ̃(v(p−), v′(p−))T ] = [Aα,r,θ̃(u(p−), u′(p−))T ].

Por el Lema 4.3.1 esto pasa si y sólo si θ̃ = θ + kπ, k ∈ Z.

b) Supongamos que i) es falso. Entonces para alguna r0 6= r, existe E ∈ σp(Hδ,γ
α,r0,θ

). Por tanto

existe un vector no cero v ∈ L2(a, b) tal que v ∈ D(Hδ,γ
α,r0,θ

) y Hδ,γ
α,r0,θ

v = Ev. Como en el
caso a) concluimos que

[Aα,r,θ(u(p−), u′(p−))T ] = [Aα,r0,θ(v(p−), v′(p−))T ] = [Aα,r0,θ(u(p−), u′(p−))T ].

Por el Lema 4.3.2 esto pasa si y sólo si [(u(p−), u′(p−))T ] = [(sin θ, cos θ)T ] o [(u(p−), u′(p−))T ] =
[(cos θ,− sin θ)T ].

Asumamos que [(u(p−), u′(p−))T ] = [(sin θ, cos θ)T ]. Si [(u(p−), u′(p−))T ] = [(cos θ,− sin θ)T ],
el argumento procede análogamente. Existe c ∈ R\{0} tal que (u(p−), u′(p−))T = c(sin θ, cos θ)T .
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Normalizamos y tomamos c = 1. Verifiquemos que para cada r̃ > 0,E ∈ σ(Hδ,γ
α,r̃,θ) con vector

propio

w(x) :=


r̃
ru(x) si a ≤ x < p

u(x) si p < x ≤ b

Primero, notemos que w satistace las condiciones en a y en b de las funciones en D(Hδ,γ
α,r,θ) ya

que u también las satisface. Ahora,

Aα,r̃,θ

(
w(p−)
w′(p−)

)
= Aα,r̃,θ

(
r̃

r

(
u(p−)
u′(p−)

))
=
r̃

r
Aα,r̃,θ

(
sin θ
cos θ

)
=
r̃

r

1

r̃

(
α
1

)
=

1

r

(
α
1

)
=

= Aα,r,θ

(
sin θ
cos θ

)
=

(
u(p+)
u′(p+)

)
=

(
w(p+)
w′(p+)

)
.

La primera y la segunda igualdad se cumplen por la definición de w y u, las siguientes tres
igualdades son cálculos directos. La penúltima igualdad se cumple ya que u ∈ D(Hδ,γ

α,r,θ) y

la última se sigue de que w = u a la derecha de p. Por tanto w ∈ D(Hδ,γ
α,r̃,θ), τw = Ew en

[a, b]\{p}, y E es un valor propio para Hδ,γ
α,r̃,θ, r̃ > 0.

c) Supongamos que i) es falso. Entonces para alguna α0 6= α, existe E ∈ σp(Hδ,γ
α0,r,θ

). Por tanto,

existe v ∈ L2(a, b), v 6= 0, tal que v ∈ D(Hδ,γ
α0,r,θ

) y Hδ,γ
α0,r,θ

v = Ev. Concluimos como en el
caso a) que

[Aα,r,θ(u(p−), u′(p−))T ] = [Aα0,r,θ(v(p−), v′(p−))T ] = [Aα0,r,θ(u(p−), u′(p−))T ].

Por el Lema 4.3.3 esto pasa si y sólo si [(u(p−), u′(p−))T ] = [(cos θ,− sin θ)T ]. Existe
c ∈ R \ {0} tal que (u(p−), u′(p−))T = c(sin θ, cos θ)T . Normalizamos y tomamos c = 1.
Para toda α̃ ∈ R,

Aα̃,r,θ

(
u(p−)
u′(p−)

)
= Aα̃,r,θ

(
cos θ
− sin θ

)
= r

(
1 α̃
0 1

)(
1
0

)
= r

(
1
0

)
.

Por tanto, para toda α̃ ∈ R, u ∈ D(Hδ,γ
α̃,r,θ) y Hδ,γ

α̃,r,θu = Eu.
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4.4 Interacciones puntuales generalizadas caso contable

Sean −∞ ≤ a < b ≤ ∞ y V ∈ L1
loc(a, b) función real valuada. Fijemos un conjunto discreto de

puntos M = {xn}n∈I ⊂ (a, b), donde I ⊆ Z. Supongamos que el conjunto M se acumula a lo más
en a o b. Sean Λ := {αn} ⊂ R, R := {rn} ⊂ (0,∞) y Θ := {θn} ⊂ R.

Definición 4.4.1. SeaAαn,rn,θn ∈ SL(2,R) con descomposición de IwasawaAαn,rn,θn = PαnHrnEθn ,
donde Pαn ∈ P , Hrn ∈ H y Eθn ∈ E para toda n ∈ I.

Consideremos la expresión diferencia formal

τ := − d2

dx2
+ V.

Definición 4.4.2. El operador maximal TΛ,R,Θ esta definido por

TΛ,R,Θf = τf

D(TΛ,R,Θ) =
{
f ∈ L2(a, b) : f, f ′ abs. cont en (a, b)\M,−f ′′ + V f ∈ L2(a, b),(
f(xn+)
f ′(xn+)

)
= Aαn,rn,θn

(
f(xn−)
f ′(xn−)

)
∀n ∈ I

}
(Ver observación 4.2.1)

Definición 4.4.3. Dados g ∈ L1
loc(a, b) y z ∈ C, Decimos que f es solución de (τΛ,R,Θ − z)f = g si

f y f ′ son absolutamente continuas en (a, b)\M con −f ′′ + V f − zf = g y(
f(xn+)
f ′(xn+)

)
= Aαn,rn,θn

(
f(xn−)
f ′(xn−)

)
∀n ∈ I.

Definición 4.4.4. Definimos el Wronskiano de dos soluciones u1 y u2 de (τΛ,R,Θ − z)f = 0 por

Wx(u1, u2) = u1(x+)u′2(x+)− u′1(x+)u2(x+).

Definición 4.4.5. Para f y g absolutamente continuas en (a, b)\M , definimos el corchete de La-
grange como

[f, g]x := f(x+)g′(x+)− f ′(x+)g(x+) x ∈ (a, b)

Si f, g ∈ D(TΛ,R,Θ), entonces los lı́mites [f, g]a := limx→a+[f, g]x y [f, g]b := limx→b−[f, g]x
existen; ver [4, Theorem 2.2].

Una solución de (τΛ,R,Θ− z)f = 0 se dice que esta a la derecha (resp., izquierda) en L2(a, b) si f es
cuadrado integrable en una vecindad de b (resp., a).

Definición 4.4.6.

i) τΛ,R,Θ esta en el caso de cı́rculo lı́mite (lcc) en b si para toda z ∈ C, todas las soluciones de
(τΛ,R,Θ − z)f = 0 estan a la derecha en L2(a, b).

ii) τΛ,R,θ esta en el caso de punto lı́mite (lpc) en b si para toda z ∈ C, existe al menos una
solución de (τΛ,R,Θ − z)f = 0 que no esta a la derecha en L2(a, b).
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La misma definición aplica para el extremo a.

De acuerdo a la alternativa de Weyl, ver [4, Theorem 4.4], siempre se cumple i) o ii).

En el Teorema 5.2 en [4] se establece que el operador HΛ,R,Θ, definido abajo, es una restricción
autoadjunta del operador maximal TΛ,R,Θ introducido en la Definición 4.4.2.

Definición 4.4.7. Sea HΛ,R,Θ el operador definido como

HΛ,R,Θf = τf

D(HΛ,R,Θ) =

{
f ∈ D(TΛ,R,Θ) :

[v, f ]a = 0 if τΛ,R,Θ lcc en a
[w, f ]b = 0 if τΛ,R,Θ lcc en b

}
,

donde v y w son soluciones reales no triviales de (τΛ,R,Θ − λ)v = 0 cerca de a y cerca de b,
respectivamente, λ ∈ R.

Si τΛ,R,Θ esta en el caso de cı́rculo lı́mite en b, entonces w esta a la derecha en L2(a, b) y por tanto
[w, f ]b esta bien definido y lo mismo pasa para a y v. Si τΛ,R,Θ esta en el caso de punto lı́mite en a o
b no requerimos ninguna condición extra en esos puntos.

Observación 4.4.1. Para la existencia de los valores de [v, f ]a y [w, f ]b en la frontera ver Teorema
2.2 a) en [4]. En el Teorema 5.2 en [4], las restricciones autoadjuntas esta caracterizadas usando
matrices unitarias. El caso que aquı́ se esta tratando corresponde al caso particular de condicones
de frontera autoadjuntas reales y connecting. Para la construcción de restricciones autoadjuntas ver
tambiém [19, pp. 216], [10, Sección 15], [12, Teorema 2.2], [25, Sección 3] y [1, Teorema 1].

Observación 4.4.2. Siempre que fijemos un parámetro, no se escribirá. Por ejemplo, si fijamos R y
Θ solo escribiremos HΛ y análogamente para los otros casos.

Definición 4.4.8. Decimos que τΛ,R,Θ es regular en a si a es finito, V ∈ L1
loc[a, b) y a no es un punto

de acumulación de M . La misma definición aplica para el extremo b.

Si τΛ,R,Θ es regular en a, entonces τΛ,R,Θ es lcc en a y la condición [v, f ]a = 0 puede ser reemplazada
por

f(a) cosψ + f ′(a) sinψ = 0

para ψ ∈ [0, π). Lo mismo se cumple para b.

En el resto de esta sección para el operador HΛ,R,Θ de la Definición 4.4.7 fijaremos los valores de
αn, rn y θn para n 6= n0. Fijemos α = αn0 , r = rn0 y θ = θn0 . Este operador será denotado por
Hα,r,θ, donde solo los valores que Λ, R y Θ toman en n0 estan explicitamente mostrados.

Sea E ∈ R fijo y definamos

P (E) := {(α, r, θ) ∈ R× (0,∞)× R : E ∈ σp(Hα,r,θ)}.

Ahora, tomemos el operador Hδ,γ
α,r,θ introducido en la definición 4.3.2 con p = xn0 y I = [c, d] ⊂

(a, b) tal que [c, d]∩M = {xn0} (Note que se ha cambiado la notación para los extremos del intervalo
I).
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Lema 4.4.1. Existen δ0, γ0 ∈ [0, π) fijos tales que para todas (α, r, θ) ∈ P (E), sucede que E ∈
σp(H

δ0,γ0

α,r,θ ).

Demostración.

Si (α1, r1, θ1) ∈ P (E), entonces para alguna ϕ ∈ D(Hα1,r1,θ1) no cero, Hα1,r1,θ1ϕ = Eϕ.

Fijemos los puntos δ0, γ0 ∈ [0, π) donde

ϕ(c) cos δ0 + ϕ′(c) sin δ0 = 0
ϕ(d) cos γ0 + ϕ′(d) sin γ0 = 0

(4.6)

Si (α, r, θ) ∈ P (E) es tal que (α, r, θ) = (α1, r1, θ1), la afirmación se sigue.

Si (α, r, θ) ∈ P (E) pero (α, r, θ) 6= (α1, r1, θ1), entonces Hα,r,θψ = Eψ para alguna ψ ∈
D(Hα,r,θ) no cero. Por tanto, existe δ, γ ∈ [0, π) que satisface las condiciones de frontera en c y
d para ψ, similar a (4.6). Si probamos que δ = δ0 y γ = γ0, entonces Hδ0,γ0

α,r,θ ψ = Eψ y por tanto

E ∈ σ(Hδ0,γ0

α,r,θ ).

Probemos que γ = γ0. La prueba para δ es análoga.

a) Supongamos que τα,r,θ esta en el caso de cı́rculo lı́mite en b.

El Wronskiano satisface Wx(w,ϕ) = [w,ϕ]x y Wx(w,ψ) = [w,ψ]x porque w es real. Es
constante para x ∈ [d, b) ya que w,ψ y ϕ son soluciones de τα,r,θf = Ef en el intervalo [d, b)
porque xn0 no intersecta [d, b). Por hipótesis, las funciones ϕ y ψ satisfacen las condiciones de
lcc en b. Esto implica que

0 = [w,ψ]b = lim
x→b−

Wx(w,ψ) y 0 = [w,ϕ]b = lim
x→b−

Wx(w,ϕ)

Por tanto Wx(w,ψ) = Wx(w,ϕ) = 0 y entonces Wx(ϕ,ψ) = 0. Ası́ ϕ y ψ son linealmente
dependientes y ϕ = Kψ para alguna constante K ∈ R no cero. Por tanto, γ = γ0. Ver Lema
4.2 en [4].

b) Supongamos ahora que τα,r,θ esta en el caso de punto lı́mite en b. Si γ0 6= γ, entonces ϕ y
ψ son linealmente independientes en [d, b), ya que si existe una constante K ∈ R no cero tal
que ψ = Kϕ entonces γ = γ0. Por tanto toda solución f de τα,r,θf = Ef en [d, b) puede ser
escrita como u = c1ϕ+ c2ψ. Pero, como ϕ,ψ ∈ L2(a, b), entonces u ∈ L2(a, b) y obtenemos
una contradicción al caso de punto lı́mite.

Teorema 4.4.1. Se tienen los siguientes casos:

a) Si α = α0 y r = r0 son fijos, entonces {(α0, r0, θ) ∈ P (E)} es vacı́o o contable.

b) Si α = α0 y θ = θ0 son fijos, entonces {(α0, r, θ0) ∈ P (E)} tiene a lo más un elemento o
{(α0, r, θ0) ∈ P (E)} = {α0} × (0,∞)× {θ0}.
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c) Si r = r0 and θ = θ0 son fijos, entonces {(α, r0, θ0) ∈ P (E)} tiene a lo más un elemento o
{(α, r0, θ0) ∈ P (E)} = R× {r0} × {θ0}.

Demostración.

a) Supongamos que para alguna θ, (α0, r0, θ) ∈ P (E). Entonces por Lema 4.4.1,E ∈ σp(Hδ0,γ0

α0,r0,θ
).

Por Teorema 4.3.1 a), esto implica que (α0, r0, θ̃) ∈ P (E) si y sólo si θ̃ = θ+ kπ, k ∈ Z. Por
tanto el conjunto {(α0, r0, θ) ∈ P (E)} es contable.

b) Supongamos que para alguna r, (α0, r, θ0) ∈ P (E). Entonces por Lema 4.4.1,E ∈ σp(Hδ0,γ0

α0,r,θ0
).

Por Teorema 4.3.1 b), se tiene que (α0, r̃, θ0) 6∈ P (E), ∀r̃ 6= r o (α0, r̃, θ0) ∈ P (E), ∀r̃ > 0.
Por tanto la afirmación se sigue.

c) Supongamos que para algunaα, (α, r0, θ0) ∈ P (E). Entonces por Lema 4.4.1,E ∈ σp(Hδ0,γ0

α,r0,θ0
).

Por Teorema 4.3.1 c), se tiene que (α̃, r0, θ0) 6∈ P (E), ∀α̃ 6= α o (α̃, r0, θ0) ∈ P (E), ∀α̃ ∈ R.
Por tanto la afirmación se sigue.

Observación 4.4.3. Observe que en b) del Teorema 4.4.1, si el vector propio asociado a E es tal que
u(xn0−) = cos θn0 y u′(xn0−) = − sin θn0 o u(xn0−) = sin θn0 y u′(xn0−) = cos θn0 , entonces
{(α0, r, θ0) ∈ P (E)} = {α0} × (0,∞) × {θ0}, de otra forma {(α0, r, θ0) ∈ P (E)} tiene a lo
más un elemento. En el caso c) del mismo Teorema, si el vector propio asociado a E es tal que
u(xn0−) = cos θn0 y u′(xn0−) = − sin θn0 , entonces {(α, r0, θ0) ∈ P (E)} = R× {r0} × {θ0}, de
otra forma {(α, r0, θ0) ∈ P (E)} tiene a lo más un elemento.
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4.5 Operadores Aleatorios de Sturm-Liouville con Interacciones Pun-
tuales Generalizadas

En esta sección usaremos los resultados obtenidos previamente para estudiar el caso aleatorio. Primero
el espacio de probabilidad Ω donde viven las sucesiones de constantes de acomplamiento será con-
struido y entonces nuestros operadores aleatorios serán definidos.

El espacio de sucesiones real valuadas {ωn}n∈I, donde I ⊆ Z, será denotado por RI. Introducimos
una medida RI de la siguiente manera. Sea {pn}n∈I una sucesión de medidas de probabilidad en R
y considere la medida producto P = ×n∈Ipn definida sobre la σ-álgebra producto F de RI generada
por los conjuntos cilindro, esto es, por los conjuntos de la forma {ω : ω(i1) ∈ A1, . . . , ω(in) ∈ An}
para i1, . . . , in ∈ I, donde A1, . . . , An son los conjuntos de Borel en R. De esta manera el espacio
Ω = (RI,F ,P) es construido. Ver Capitulo 1, Sección 1 en [21]. En algunos casos requeriremos que
el espacio de medida Ω sea completo, i.e. subconjuntos de conjuntos de medida cero son medibles.
Todo espacio de medida puede ser completado, ver Teorema 1.36 en [22].

Si fijamos R y Θ, y sea Λ ∈ RI, denotaremos el operador HΛ,R,Θ como HΛ y análogamente HR

y HΘ cuando los parámetros Λ y Θ o Λ y R esten fijos, respectivamente, ver Observación 4.4.2.
Mas aún suponga que el caso de punto lı́mite ocurre en a o que τΛ,R,Θ es regular en a y las mismas
posibilidades para b (ver Definición 4.4.8).

Sean Ω1 = (RI,F1,P1), Ω2 = ((0,∞)I,F2,P2) y Ω3 = (RI,F3,P3) espacios de probabilidad
construidos como se describió arriba.

Definición 4.5.1. Para cualquier E ∈ R, definimos el conjunto

PR,Θ(E) := {Λ ∈ RI : E ∈ σp(HΛ)}

PΛ,Θ(E) := {R ∈ (0,∞)I : E ∈ σp(HR)}

PΛ,R(E) := {Θ ∈ RI : E ∈ σp(HΘ)}

Se probara el siguiente Teorema. Recuerde que una medida continua p es una medida tal que
p({x}) = 0, para cualquier punto x.

Teorema 4.5.1. Supongamos que Ω1 es completo y P1 = ×n∈Ipn es tal que pn son medidas continuas
para toda n ∈ I . Sea E ∈ R fijo y B ⊂ PR,Θ(E), para cualquier conjunto medible B ∈ F1.
Entonces una de las siguientes se cumple:

i) P1(B) = 0

ii) PR,Θ(E) = RI

Observación 4.5.1. Se mostrará que en algunos casos siempre existe un conjunto de interacciones
puntuales M donde ii) ocurre. Ver Teorema 4.5.5 abajo.

Observación 4.5.2. Un resultado análogo se cumple para PΛ,Θ(E): P2(B) = 0 o PΛ,Θ(E) =
(0,∞)I.

Antes de probar el Teorema 4.5.1 probaremos el siguiente Lema, donde la definición 4.1.1 es usada.
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Lema 4.5.1. Para cualquier conjunto medible B ⊆ PR,Θ y cualquier n ∈ I, sea

Qn,E := {Λ ∈ B : ∃uΛ ∈ D(HΛ)\{0}, HΛuΛ = EuΛ y [(uΛ(xn−), u′Λ(xn−))T ] 6= [(cos θn,− sin θn)T ]}.

Entonces Qn,E es medible y P1(Qn,E) = 0.

Demostración.
Sea

χB(Λ) =

{
1 si Λ ∈ B,
0 si Λ 6∈ B.

Si Λ ∈ Qn,E , entonces de la definición de Qn,E se sigue que χB(Λ) = 1.

Sea f : RI\{n} → [0,∞) definida por

f(Λ̃) :=

∫
R
χB(Λ) dpn(Λ(n)),

donde Λ̃ =
∑

k∈I\{n}
Λ(k)e(k). Aquı́ e(k) = (em)m∈I son los vectores canónicos con entradas em = 0

si k 6= m y ek = 1. La medibilidad de f se sigue del Teorema de Fubini. (Ver [22, Theorem 7.8].)
Si Λ =

∑
k∈I

Λ(k)e(k) ∈ Qn,E , entonces f(Λ̃) = 0, donde Λ̃ =
∑

k∈I\{n}
Λ(k)e(k). Esto se sigue de la

Observación 4.4.3 ya que pn es continua.

Por tanto Qn,E ⊆ [f−1({0})× R] ∩B.

Ahora, usando Fubini,∫
f−1({0})×R

χB(Λ) dP1 =

∫
f−1({0})

dP1(Λ̃)

∫
R
χB(Λ) dpn(Λ(n)) =

∫
f−1({0})

f(Λ̃) dP1(Λ̃) = 0.

Entonces, ∫
[f−1({0})×R]∩B

χB(Λ) dP1 = 0,

y ya que χB(Λ) = 1 en B, tenemos que P1([f−1({0})× R] ∩B) = 0.

Como la medida dP1 es completa, cualquier subconjunto de un conjunto de medida cero es medible
con medida cero. Por tanto Qn,E es medible.

Demostración. [Prueba del Teorema 4.5.1]
Basta probar que si ii) no se cumple, entonces i) se cumple.

Supongamos que existe Λ0 ∈ RI tal que E no es valor propio de HΛ0 .

Si E no es valor propio de HΛ para toda Λ ∈ RI, entonces P1(B) = 0 y el resultado se sigue.

Supongamos ahora que Λ ∈ B, entoncesE ∈ σp(HΛ), i.e. existe uΛ ∈ D(HΛ)\{0} tal queHΛuΛ =
EuΛ. Entonces Λ ∈ Qn,E para alguna n ∈ I. Esto se sigue ya que si [(uΛ(xn−), u′Λ(xn−))T ] =
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[(cos θn,− sin θn)T ] para toda n ∈ I, entonces existe cn ∈ R tal que (u(xn−), u′(xn−))T =
cn(cos θ,− sin θ), por tanto

AΛ(n),rn,θn

(
u(xn−)
u′(xn−)

)
= AΛ(n),rn,θncn

(
cos θn
− sin θn

)
= cnrn

(
1 Λ(n)
0 1

)(
1
0

)
= cnrn

(
1
0

)
Como el lado derecho no depende de Λ, de la definición de HΛ, E debe ser valor propio de HΛ para
toda Λ ∈ RI, en particular E es valor propio de HΛ0 , cf. prueba del Teorema 4.3.1 c), lo cual no es
posible por nuestra hipótesis inicial. Por tanto

B ⊂
⋃
n∈I

Qn,E ,

dondeQn,E fue definido en Lema 4.5.1. Usando ese lema obtenemos que P1(
⋃
n∈I

Qn) = 0. Por tanto,

el resultado se sigue.

Observación 4.5.3. Si τΛ,R,Θ esta en el lcc en b debemos suponer que es regular en b, de otra manera
no podemos asegurar que la función uΛ en la prueba del Teorema 3.3.1 satisface las condiciones de
frontera en b para toda Λ(n), y lo mismo para el extremo a.

Teorema 4.5.2. Suponga que P3 = ×n∈Iqn es tal que qn0 es una medida continua para algún n0 ∈ I.
Sea E ∈ R fijo y sea B subconjunto medible de PΛ,R(E). Entonces P3(B) = 0.

Demostración.
Sea

χB(Θ) =

{
1 if Θ ∈ B,
0 if Θ 6∈ B,

y definamos f : RI\{n0} → [0,∞) como

f(Θ̃) :=

∫
R
χB(Θ) dqn0(Θ(n0)),

donde Θ̃ =
∑

k∈I\{n0}
Θ(k)e(k). Aquı́ e(k) = (em)m∈I son los vectores canónicos con entradas

em = 0 si k 6= m y ek = 1. La medibilidad de f se sigue del Teorema de Fubini. (Ver [22, Teorema
7.8].)
Si Θ =

∑
k∈I

Θ(k)e(k) ∈ B, entonces f(Θ̃) = 0, donde Θ̃ =
∑

k∈I\{n}
Θ(k)e(k). Esto se sigue del

Teorema 4.4.1 ya que qn0 es continua.

Por tanto B ⊆ [f−1({0})× R].

Ahora, usando Fubini,∫
f−1({0})×R

χB(Θ) dP3 =

∫
f−1({0})

dP3(Θ̃)

∫
R
χB(Θ) dqn0(Θ(n0)) =

∫
f−1({0})

f(Θ̃) dP3(Θ̃) = 0.

Entonces, P3([f−1({0})× R]) = 0. Por tanto, P3(B) = 0.
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Definición 4.5.2. Para cualquier E ∈ R, definimos

P (E) := {(Λ, R,Θ) ∈ Ω1 × Ω2 × Ω3 : E ∈ σp(HΛ,R,Θ)}.

En los siguientes Teoremas, la hipótesis de Medibilidad de el conjunto P (E) es crucial. Esta su-
posición puede ser satisfecha por ejemplo, si suponemos que los operadores HΛ,R,Θ son medibles.
Ver Teorema 3.3.6.

Teorema 4.5.3. Supongamos que P3 = ×n∈Iqn es tal que qn0 es una medida continua para algún
n0 ∈ I. Sea E ∈ R fijo y supongamos que P (E) es medible. Sea P = P1 × P2 × P3. Entonces,

P(P (E)) = 0.

Demostración.
Sea

χP (E)(Λ, R,Θ) =

{
1 if (Λ, R,Θ) ∈ P (E),
0 if (Λ, R,Θ) 6∈ P (E).

Entonces,

P(P (E)) =

∫
Ω1×Ω2×Ω3

χP (E)(Λ, R,Θ) dP.

Usando Fubini, se tiene que∫
Ω1×Ω2×Ω3

χP (E)(Λ, R,Θ) dP =

∫
Ω1×Ω2

dP1 × dP2

∫
Ω3

χPΛ,R(E)(Θ) dP3(Θ),

donde PΛ,R(E) es como en la Definición 4.5.1.
Note que ∫

Ω3

χPΛ,R(E)(Θ) dP3(Θ) = P3(PΛ,R(E)),

y que el Teorema 4.5.2 da que P3(PR,Θ(E)) = 0. Ası́, el Teorema se sigue.

Teorema 4.5.4. Suponga que Ω1 es completo y que P1 = ×n∈Ipn es tal que pn son medidas continuas
para toda n ∈ I. Sea E ∈ R fijo y suponga que P (E) es medible. Sea P = P1 × P2 × P3. Entonces
una de las siguientes se cumple

i) P(P (E)) = 0,

ii) P(P (E)) = 1.

Proof. Sea

χP (E)(Λ, R,Θ) =

{
1 si (Λ, R,Θ) ∈ P (E),
0 si (Λ, R,Θ) 6∈ P (E).

Entonces,

P(P (E)) =

∫
Ω1×Ω2×Ω3

χP (E)(Λ, R,Θ) dP.

Usando Fubini, se tiene que∫
Ω1×Ω2×Ω3

χP (E)(Λ, R,Θ) dP =

∫
Ω2×Ω3

dP2 × dP3

∫
Ω1

χPR,Θ(E)(Λ) dP1(Λ),
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donde PR,Θ(E) es como en la Definición 4.5.1. Como∫
Ω
χPR,Θ(E)(Λ) dP(Λ) = P(PR,Θ(E)),

usando el Teorema 3.3.1 concluimos que P(PR,Θ(E)) = 0 o P(PR,Θ(E)) = 1. Por tanto, se sigue el
Teorema.

Observación 4.5.4. Un resultado análogo se cumple si suponemos que Ω2, en lugar de Ω1, satisface
las hipótesis del Teorema.

4.5.1 Oscilación de Soluciones

El siguiente resultado, Teorema 4.5.5, muestra que siempre es posible construir un conjunto de inter-
acciones puntuales M tal que la opción ii) en el Teorema 3.3.1 ocurre.
Sea H = HΛ,R,Θ con Λ = {0}n∈I, R = {1}n∈I y Θ = {0}n∈I el operador no perturbado. Este op-
erador no depende de M ni I, y corresponde al operador autoadjunto sin interacciones. Las matrices
introducidas en la Definición 4.4.1 ahora son matrices identidad, esto es

Aαn,rn,θn =

(
1 0
0 1

)
Definamos

ϕ(x) := arg(u′(x) + iu(x)) x ∈ (a, b).

Los ceros de la solución u estan dados por los valores de x tales que ϕ(x) = kπ para algún entero k.
(τ −E)u = 0 es oscilatoria en b si y sólo si ϕ(x)→∞ cuando x→ b; Ver la Definición 3.3.2 y [14,
p.9].

Lema 4.5.2. Dados dos ceros consecutivos t1, t2 ∈ (a, b) de una solución u de (τ − E)u = 0 y un
vector dado v = (v1, v2)T ∈ R2, existe un punto x0 ∈ [t1, t2) tal que[(

u(x0)
u′(x0)

)]
=

[(
v1

v2

)]
.

Demostración.
Como t1 y t2 son ceros de la solución u, existen k1, k2 ∈ Z tales que ϕ(t1) = k1π y ϕ(t2) = k2π.
Como ϕ no puede tender a un multiplo de π por arriba, ver [3, Teorema 8.4.3 ii)], se tiene que
k2 = k1 + 1. Como ϕ es continua, existe x0 ∈ [t1, t2) tal que

arg(u′(x0) + iu(x0)) = arg(v2 + iv1).

Por tanto, de la Observación 4.1.1, [(
u(x0)
u′(x0)

)]
=

[(
v1

v2

)]
.

Teorema 4.5.5. Sean (τ−E)u = 0 oscilatoria en (a, b),−∞ ≤ a < b ≤ ∞ ,E ∈ σp(H) y los ceros
de u tal que no se acumulan en algún punto interior de (a, b). FijemosR = {rn}n∈I y Θ = {θn}n∈I,
donde I es finito o I = N. Entonces existe M ⊂ R discreto tal que PR,Θ(E) = RI .
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Demostración.
Sea Hu = Eu.
Supongamos que I es finito, I = {n1, n2, . . . , nr}, y Θ = {θn1 , . . . , θnr}. Sean t0, t1, . . . , tr, r + 1
ceros consecutivos de u. Para ni ∈ I, sea xni tal que xni ∈ [ti−1, ti) y[(

u(xni)
u′(xni)

)]
=

[(
cos θni
− sin θni

)]
.

Por el Lema 4.5.2, tal xni existe. Sea M = {xni}ri=1 y tomemos Aαni ,rni ,θni = PαniHrni
Eθni como

en la Definición 4.4.1, para toda ni ∈ I. Entonces,

Aαni ,rni ,θni

(
u(xni−)
u′(xni−)

)
= Aαni ,rni ,θni

(
cos θni
− sin θni

)
= rni

(
1 αni
0 1

)(
1
0

)
= rni

(
1
0

)
.

De la definición de HΛ, E debe ser un valor propio de HΛ para toda Λ ∈ RI, y por tanto PR,Θ(E) =
RI .
Supongamos ahora que I = N. Asumamos que existen infinitos ceros de u, enumerados de forma
ascendente por t0, t1, . . . . Sean Θ = {θn}n∈I y x1 tal que x1 ∈ [t0, t1) y[(

u(x1)
u′(x1)

)]
=

[(
cos θ1

− sin θ1

)]
.

Como arriba, sea x2 tal que x2 ∈ [t1, t2) y[(
u(x2)
u′(x2)

)]
=

[(
cos θ2

− sin θ2

)]
.

De esta manera obtenemos una sucesión M := {xn}n∈I. Tomemos Aαn,rn,θn = PαnHrEθn como
en la Definición 4.4.1. Entonces,

Aαn,rn,θn

(
u(xn−)
u′(xn−)

)
= Aαn,rn,θn

(
cos θn
− sin θn

)
= rn

(
1 αn
0 1

)(
1
0

)
= rn

(
1
0

)
.

De la definición deHΛ,E debe ser valor propio deHΛ para toda Λ ∈ RI, y por tanto PR,Θ(E) = RI.
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Sea U ⊆ R abierto y conexo. Sea C∞0 (U) el espacio de funciones infinitamene diferenciables en U
con soporte compacto, a este espacio se le conoce como el espacio de funciones de prueba.

Definición A.0.1. Suponga u, v ∈ L1
loc(U). Decimos que v es la derivada débil de u. si∫

U
uφ′dx = −

∫
U
vφdx

Para toda función de prueba φ ∈ C∞0 (U).

Es decir, si dada una función u sucede que existe una función v que cumple la igualdad para toda φ ,
decimos que u tiene derivada débil.

Definición A.0.2. El espacio de Sobolev W k,p(U) consiste de todas las funciones u : U −→ R
localmente integrables tales que para cada α, α ≤ k, la α−ésima derivada débil de u existe y
pertenece a Lp(U).

Lema A.0.1. Si u : (a, b) −→ R es débilmente diferenciable y u′ = 0. Entonces u es constante.

Demostración.
La condición de que la derivada débil de u sea cero significa que∫ b

a
uφdx = 0 ∀φ ∈ C∞0 (a, b)

Elegimos una función de prueba ϕ ∈ C∞0 (a, b) tal que su integral sea uno. Podemos representar
cualquier φ ∈ C∞0 (a, b) como

φ = Aϕ+ ψ′

donde A ∈ R y ψ ∈ C∞0 (a, b) dados por

A =

∫ b

a
φdx, ψ(x) =

∫ x

a
[φ(t)−Aϕ(t)]dt

Entonces, ∫ b

a
uφdx =

∫ b

a
u[Aϕ+ ψ′]dx = A

∫ b

a
uϕdx+

∫ b

a
uψ′dx = A

∫ b

a
uϕdx =

= c

∫ b

a
φdx. con c =

∫ b

a
uϕdx.

De aquı́ que ∫ b

a
(u− c)φdx = 0, ∀φ ∈ C∞0 (a, b)

Ası́ f = c puntualmente a.e. Entonces f es equivalente a una función constante.

Teorema A.0.1. u ∈ W 1,p(a, b) si y sólo si u es igual a una función absolutamente continua a.e.
cuya derivada ordinaria (que existe a.e.) esta en Lp(a, b).
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Demostración.
Sea u ∈W 1,p(a, b). Por definición, existe u′, la derivada débil de u, y u′ ∈ Lp(a, b). Más aún, por la
desigualdad de Hölder, u′ ∈ L1(a, b). Entonces la función F : (a, b) −→ R dada por

F (x) =

∫ x

a
u′(t)dt

está bien definida.

Más aún F es absolutamente continua, entonces por el teorema fundamental del cálculo, tenemos
que existe su derivada ordinaria F ′ a.e. y es igual a u′ y que

F (x) = F (a) +

∫ x

a
F ′(t)dt.

Basta probar que u = F a.e. en (a, b). Para esto, sea ϕ ∈ C∞0 (a, b), tenemos∫ b

a
Fϕ′dx = −

∫ b

a
F ′ϕdx = −

∫ b

a
u′ϕdx =

∫ b

a
uϕ′dx

Ası́, ∀ϕ ∈ C∞0 (a, b), ∫ b

a
(F − u)ϕ′dx = 0

Por lema A.0.1, existe constante C ∈ R tal que F − u = C a.e, es decir u(x) = F (x) + C para a.e
x ∈ (a, b).

Por tanto, la derivada ordinaria de u existe y u′ ∈ Lp(a, b).

En el teorema anterior se prueba que u es débilmente diferenciable si y sólo si u es absolutamente
continua. Y en ese caso u′ = v.
Denotemos por AC(a, b) el espacio de funciones absolutamente continuas definidas en (a, b) . Estas
son precisamente las funciones f que pueden ser escritas en la forma

f(x) = f(c) +

∫ x

c
h(t)dt, x ∈ (a, b)

donde h ∈ L1
Loc(a, b) y la integral se lee como

∫ x
c h(t)dt =


∫

[c,x) h(t)dt if x > c

0 if x = c
−
∫

[x,c) h(t)dt if x < c

Observación A.0.1. Toda función f ∈ AC(a, b) es de variación acotada y por tanto los lḿites

f(x+) = lim
ε↓0

f(x+ ε) y f(x−) = lim
ε↑0

f(x+ ε)

existen. Ver, por ejemplo, Teorema 8.13 b) en [22].
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in Hilberträumen. Vieweg+Teubner Verlag, 2003.

[28] Joachim Weidmann. Linear operators in Hilbert spaces, volume 68 of Graduate Texts in Math-
ematics. Springer-Verlag, New York-Berlin, 1980. Translated from the German by Joseph
Szücs.
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