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1. INTRODUCCION

Hay una relacion estrecha entre los siguientes tres objetos matemdticos:

a) Operadores autoadjuntos en espacios de Hilbert,

b) Funciones analiticas que transforman el semiplano superior en él mismo, llamadas funciones
de Pick o de Herglotz,

¢) Medidas positivas.

Tal vez la manera mds directa de ver éstas relaciones sea a través del teorema espectral.
Si A:H — H esunoperador autoadjunto en el espacio de Hilbert H separable o sabemos que
para z € C \R (R representa a los reales y C a los complejos ) existe (A -z)" como operador

acotado, enfonces si @ € H, sabemos por el feorema espectral que existe una medida L, tal que

du, (A
Fo@ = (0,(A-2)') =[S

La funcién Fy,:C — C es una funcién de Pick.

Si @ € H es un vector ciclico para A, es decir, si las combinaciones lineales finitas de
elementos de {A"(p}:;o son densas en H entonces resulta que existe un operador unitario
U:H—>L%R,duy,) tal que (UAU'f) (1) = % f(L), es decir A es unitariamente equivalente al
operador de multiplicacién por la variable en L?( R, du, ). El operador A en este caso, queda
completamente descrito si se conoce la medida L.

Si consideramos la familia de operadores A, =A+A(@®)p, A € R, generados por

perturbaciones de rango uno donde @ es un vector ciclico de A, entonces las funciones de Pick

d r
R = (004, -7 = [0

R

satisfacen relaciones del estilo F, (z) = f, (F;(z)) , donde

f(z)= :I_+ZM que también es de Pick.

Si @ esun vector ciclico para A, resultaque ¢ es un vector ciclico para A; Yy entonces para
describir A; basta conocer dui que es la medida que aparece en la representacion integral de

la funcién F.'(z). Andlogamente cuando se consideran problemas de Sturm-Liouville

lu = -u" + q(x) u(x),
cos(®) u(0) + sen(®)u'(0)=0, 6 [0, n),

que generan operadores en el espacio L*(R"), aparecen las funciones my(z) de Weyl-Titchmarsh,
funciones de Pick que juegan un papel andlogo a la funcidn F(pl(z) considerada arriba. En la
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representacion integral de las funciones mq(z) aparecen medidas Ly tales que el operador de
Sturm-Liouville resulta ser unitariamente equivalente a la multiplicacion por la variable en

L%(R, dug ) y es de interés poder describir éstas medidas L. Tanto las medidas L, asociadas a
F.(z) como las medidas Ly asociadas a my(z), pueden verse como las medidas correspondientes a
operadores generados por una perturbacién de rango uno en el primer caso, o una perturbacion
introducida al cambiar condiciones de frontera, en el segundo caso. Entender como cambian L, o

Lo cuando los pardmetros L € R o 6 € [0, n) varian, es equivalente a conocer cémo cambian los
respectivos operadores bajo las perturbaciones mencionadas.

Usando el teorema de descomposicion de Lebesgue sabemos que una medida |, se puede

descomponer en su parte absolutamente continuay en su parte singular, asi @, = p;° +p;.

Es bien conocido en el caso de las perturbaciones que estamos considerando que la parte a.c. de
las medidas es estable y que la parte singular es en general inestable.

Uno de los problemas centrales estudiados en ésta tesis esta relacionado con saber si para un

conjunto grande de % € R puede suceder que 11, =0 vy w,° = 0, es decir, si la coexistencia de
diferentes tipos espectrales es posible para ciertos conjuntos de A € R.

Para esto se considera la composicién de funciones de Pick y las medidas que aparecen en la
representacion integral de esta composicion.

Este trabajo estd organizado como sigue:

En el apartado 2: " Preliminares " se exponen las definiciones, teoremas y resultados conocidos,
necesarios para el desarrollo subsecuente de todo el trabajo.

En el apartado 3: " Resultado Principal * se expone la parte medular de éste trabagjo:

Tomamos una funcién de Pick Kuys (z) tal que O < Im( Kuwa(z)) < m con Lgp como su
medida asociada. Con ésta funcion generamos 2 familias de funciones de Pick de la siguiente
manera:

1) con ayuda de la familia de funciones de Pick

cos(0) + zsen(0)
sen(08) —zcos(0)

fo(z) = z=x+iy, y>0, 0e(-n/2,n/2]

( para la cual se demuestran 3 propiedades importantes en la proposicion 1), definimos, mediante
una composicion de funciones de Pick, otra familia de funciones de Pick:
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cos(B) + Ky, (2) sen(p)
sen(B) - Ku,,,(z) cos(B)’

K@ = fil K@) = 0< Im(Kuw(2)), Be(-w/2, /2],

con Ug como la medida asociada a Kpg(z).

2) con ayuda de la funcién exponencial exp(z), z=x+iy, O <y < = generamos la
funcion Kv» (z) = exp( Kuwz (2) ) y con ella definimos, otra vez mediante una composicién
con la familia de funciones de Pick

cos(0) + zsen(0)

fol2) = )~ zcos()”

z=x+iy, y>0, 6 e(-n/2,1/2],

la familia
Kva(z) = fa(Kvia(2)) = fa(exp (Kunz(2))) =

ae(-n/2,n/2],

cos(a) +exp(Ku,,(z)) sen(a)
sen(a) —exp(Ku, ,,(z)) cos(a)

con V., como la medida asociadaa Kv, ().

Una vez hecha tal construccion de familias de funciones de Pick, nuestro resultado principal,
enunciado en el teorema 1, nos muestra de manera explicita la relacion que guardan entre si las
partes singulares de las medidas Lg y Vo , a saber, si o y B son fales que
a(B) = tg'(exp(tg(B))), B e (-n/2 ,n/2 ), entonces ° (E) = o(PB) Vo' (E), para cada
conjunto de Borel E. La demostracién de éste teorema requiere de la demostracion de la
proposicién 2 que nos indica que si exp( tg(B) ) > O, entonces (B ) e (0, n/2), asi como la de
los lemas 1y 2 que nos hablan respectivamente, de la igualdad de los soportes minimos de las

partes singulares de las medidas L5 y V, ,y de las respectivas representaciones en términos de
Ku2(z) y Kvpz (z) de las partes imaginarias de las funciones Kyg(z) y Kva(2):

ImKp,,,(2)

(sen(B) —Re Ky ,,(2)cos(B))* +(Im Ku,,,(z) cos(B))’
ImKv,_,,(2)

(sen(a)—Re Kv_,,(z)cos(a))* +(Im Kv_,,(z)cos(a))*

A) ImKus(2) =

B) ImKvy(2) =

La demostracidn de nuestro resultado principal, se desarrolla en 3 etapas:
En la primera se demuestra que

ImKp,(x +iy)
vlo ImKv, (X +iy) )

a(B) , HBS -a.e X,
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haciendo notar al final de la demostracidn, que la o'( B) es positivay finita.

En la segunda etapa se prueba que

MB{(X_S'XJFS)} = o(B) },LBS—a.e.x.

Iylirg\va{(x—a,x+8)} )

En la tercera etapa se muestra que para nuestras medidas L y V tiene lugar el hecho de que
siendo Ug y V., dos medidas regulares de Borel sobre R", finitas sobre conjuntos acotados de
Borel y tales que si  pp(E) = jf(x) dv, + o(E), oLV, esladescomposicionde L en sus

E

partes absolutamente continua y singular con respecto a Vv, , entonces

.M {(x—e,x+a)}
lslirg‘vi{(x—s,x+a)}

= f(x), Vg-aex, y ofA°) =0,

donde A = { x: f(x) = O 6 f(x) = +o }, lo que en nuestro caso se traduce en que para x en el

X—g X+ ,
soporte minimo de la parte singular de ig, tenemos que lirl".Mﬁ {( © 8)} = o(p), de
sov {(x—gx+e)}

donde, en combinacion con los resultados obtenidos en las 2 primeras etapas y de la igualdad de los

soportes minimos de las partes singulares de las medidas g y V., , se obtiene finalmente la

aseveracion de nuestro teorema principal, es decir, que ugs (E) = d(B) v, (E) para cada
conjunto de Borel E.

Una vez demostrado nuestro resultado principal, se demuestra ( Teorema 1A ) formalmente cémo
en nuestro teorema 1 es posible sustituir la funcién exp(w ) por la funcion F(w )= aw,a>0, con
a( B) = tg'(atgB) ), e (-n/2,7/2 )o por lafuncion F(w)=w+c, con c real ycon
a(B) = t9'(c+1tgB)).PB € (-n/2 , n/2 ) obteniendo la misma conclusién, es decir, que
uBs (E) = o(B) v,® (E ). para cada conjunto de Borel E. De hecho, en lugar de la funcion
exp(w ) en el feorema 1, se pueden utilizar otras funciones analiticas mds generales.

En el apartado 4.1: “Aplicacion 1: Construccién de una familia de medidas con partes singular y
absolutamente continua no nulas a partir de una familia arbitraria de medidas puramente
singulares” , se muestra cémo a partir de una familia de medidas puramente singulares se puede
construir una familia de medidas que tengan partes singular y absolutamente continua al mismo
tiempo: Se considera cierto intervalo I y se toma una medida V.2 que sea puramente singular en
éste intervalo I, esdecir, v:,,(J)>0 para cadasubintervalo J< Iy v 7, (I) = O.Después
consideramos una funcién de Pick Kvn, (z) tal que Im Kvpz(z) >0, z =x+iy con y>0 vy
definimos con ella la funcion Kuw» (z) = log( Kvzz (z) ). Generamos, como antes, a las familias de
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funciones Kupg (z) = fg( Kuwz (2) ) Y Kva (2) = fol Kvae (2) ). Entonces, con ayuda de nuestro
teorema 1, demostramos ( teorema 2 ) que para cada subintervalo J < I se tiene que
Wa(T)>0,pe(-n/2,7/2) y ui(J)>0,pe(-n/2,7/2 ]

Asi, dada una familia arbitraria de medidas puramente singulares { v, }, es posible construir

una familia de medidas { 1} con partes singulares equivalentes a las de las medidas anteriores
pero ademds con componentes absolutamente continuos no nulos.

En el apartado 4.2: " Aplicacion 2: Generacidon de situaciones de espectro mixto a partir de
medidas simples”, se demuestra cémo medidas simples pueden generar situaciones de espectro
mixto: Se considera un intervalo dado I y se foma un conjunfo E < I, tal que para cada
subintervalo J < I setengaque 0 < |E n J | < | J|, donde | e | denota la medida de
1, six eE,

0 sixcECYSe define la funcidn
,SiXxe

Lebesgue. Se considera la funcion u(x) = {

1
Kuna(z) = Imdun/z(k),

R

donde du,» = udx. Se toma L, fuerade I tal, que se cumpla J.leldu“ ,o(L) < =, oconel
+
R

decaimiento necesario requerido por el teorema inverso de Gelfand - Levitan, con el propésito de
obtener un problema de Sturm-Liouville. Ver [ 11 ]. Entonces nuestro teorema 1 nos permite
demostrar ( Teorema 3 ) que

A) 1;(J) > 0, paracadasubintervalo J< I, pe(-n/2,71/2),
B) wg°(J) > O, paracadasubintervalo J< I, e (-n/2,7/2 ]

En el teorema anterior se demuestra coexistencia para todas las B's con excepcion de una:
B = T/2, asi que para concluir el apartado, se muestra todo un andlisis que nos lleva a la obtencién
de una familia de medidas u; que satisface las aseveraciones en los incisos A) y B) del feorema
3 paracada B e (-w2, w2 ] (i incluyendo w2 !) de modo que se construye una familia de
medidas },L; con partes absolutamente continua y singular para toda f € (-n/2 , /2 1.

En el apartado 4.3: "Aplicacién 3: Obtencidn de un componente singular de la medida sélo para

la mitad de las constantes B consideradas”, se muestra que si multiplicamos la medida L./
usada en el teorema 3 por una constante menor que 1, entonces obtendremos un componente
singular de la medida sdlo para la mitad de las constantes B consideradas: Se considera, como en
el apartado 4.1, cierto intervalo Iy se toma una medida V3,,(J)> O para cada subintervalo J < I

y V.5,(I)=0.5Setoma Kvnx(z) una funcidn de Pick del tipo que hemos venido considerando, es
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decir, tal que Im Kvy2(z)>0, z=x+iy con y>O0 y sedefine la funcion Ku»(z) := log( Kvra(2) ).
En el teorema 1 tomamos, en lugar de la funcion F(w ) =exp (w ), la funcion F(w)=aw y
definimos la funcién Kv; (2) = fo( a Kuwx (2z) ), obteniendo entonces que

Ws (E) = o(B) V.* (E) para cada conjunto de Borel Ey donde o B) = tg” (a tg( B )),
a,B e (-n/2,71/2). Aplicando el teorema 2 inciso A, se sigue que L;(J) >0, e (-n/2,7/2),
lo que, por la relacién anterior y debido a que la derivada de o con respecto a B es positiva, nos
indica que V.*( J ) > O, para cada subintervalo J ¢ I. Se considera ahora la funcién
KyBx (z) = fp=( exp( Kv; ,,(2))), con p* e (-n/2,7/2] y aplicando nuevamente nuestro

teorema 1, se demuestra ( feorema 4 ) que para la familia de medidas Yg= tenemos que
y;*( J ) >0 para cada subintervalo J < I siysélosi p*e (0, n/2). Si B*e (-n/2,0],

entonces Y+ tiene sdlo parte absolutamente continua.

En el apartado 4.4: “Aplicacién 4: Método iterativo generador de situaciones de espectro mixto
para operadores de Sturm-Liouville a partir de una medida simple”, se muestra cémo, utilizando el
resultado del apartado anterior se puede desarrollar un método iterativo que nos genere
situaciones de espectro mixto para operadores de Sturm-Liouville a partir de una medida simple:
Se tfoma un intervaloI=[0,1] yse tomaunconjunfo E < I, tal que para cada subintervalo
Jc I tengamos 0 < |[E~ T | < | J|, donde | .| denotala medida de Lebesgue.

El método se desarrolla en 3 etapas:

En la primera etapa consideramos una funcion u(x) tal que:

1/4, si xeE,
A 6o = 0, si x e EC.

B) Se toma duys = udx y Kuwn(z) la funcién asociada a ésta medida, como en la aplicacion 2.

Tomamos g y V., las familias de medidas como en el teoremalcon o) y P relacionadas
como ahi se indica. Entonces, por el teorema 1y el teorema 4 ( donde o juega el papel de B*), se
tiene que HE( E) = o(B) VE(E), ae(0,n2), Be(-n2 n2), esdecir, lapartes singulares

de las medidas son equivalentes: V: ~ ug, ae(0,72),Be(-n2 n2). A continuacién, se

genera la familia de medidas uin/z , =123, .. , de la siguiente forma: Definimos la medida
W, = (w4)V_wa, con su funcién de Pick asociada Kul ( z. Definimos la funcidn
m/ 2

K, (z) = exp{ K'_|1 (z)} y con ella generamos la familia de funciones K, (z) = fo( K; (2) ),
Vn/2 /2 Va Va/2

donde V', es la familia de medidas asociadas a ésta familia de funciones. El siguiente paso es, con

ayuda de V; , definir la medida [LZ,, := (w4) V'_,,, con la que, siguiendo la misma idea que se
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acaba de explicar, se genera la familia de medidas V2, tales que KV2 (2) = fu KV2 ).

(v4) v* para

Repitiendo i veces el procedimiento, fendremos que, en general, ;,l; /2 .

i=1,2,3,..., con V° =V (laoriginal ) y talesque K, (z) = exp{ K, (z)}. Se

-n/4 -n/4 V)2 un/Z
demuestra entonces ( Lema 3 ) que si “;/2 = (n/4) Vi__im, para i=1,2,3,... ,con
V?nm =V _. (la original ), entonces O < Im K“L/z(z) <m4,i=1,2,3,....

Una vez hecha ésta construccidn, se comienza con las iteraciones:

Primera iteracién: Aqui se define, en dos etapas, una nueva medida, absolutamente continua, de la

. 1 o 1
siguiente manera W = (w4) V_ para la cual se demuestra el cumplimiento de la relacion

n/4 '

AV

o +n/4 !

a”e[0,m4)u (3w4,n) vy luego con su ayuda, se construye la funcion
K, (z) = exp{ KLP (z) } . donde, si o' es el subindice de la familia generada por Vi o
/2 /2

t9(B") = In(tg9(a’)), B e [0, w4 )uU (3w4,n), o' € (0, w2 ). Aplicamos ahora nuestro teorema
1y obtenemos que las partes singulares de las medidas Vil y M; son equivalentes, es decir,

Vi o~ H; , donde B'e[0,w4)uU(3w4,n), loqueimplicaque of e (arctg(l/e),arctg(e) ).

De este modo, se obtiene una familia de medidas { vil Yol < (0.w2), tales que Vif( J)>0 vy

la.c.

vi&© (J)>0 paratodo subintervalo J c I, siempre que o € (arctg(l/e), arctg(e) ).

1
o

Segunda iteracién: Con los mismos fundamentos utilizados en la primera iteracidn, aqui se define
. 2 1 . .. .
una nueva medida no, = (n/4) Vo obteniendo una familia de medidas { Viz Yo2 c (0. w2,

tales que VZS(J)>0 y Vv22“,2(J)>0 para fodo subintervalo J < I, siempre que

e’ -1
of € (arctg(e™) , arctg(e™) ), donde T(x)= — .
e’ +1
Tercera iteracién: Andlogamente se define una nueva medida ;,Li ,, = (m4) Vi /4 Obteniendo

ahora una familia de medidas { Viﬁ }o3 < (0.w2), Tales que Vi? (J)>0 vy vi;”' (J)>0 para
todo subintervalo J — I, siempre que o e (arctg( exp{-T?(1)}), arctg( exp{ T(1)})), donde

To= € _1 TAX) = T(TX)).

X

Tteracion i+1: Del mismo modo, se define la medida u:/lz = (n/4) Vi obteniendo una familia

n/4 "’
de medidas { V;Tfl Yoitl < (0 w2 ). Tales que v;,ilf (J)>0 vy V;T}l“":‘ (J)>0 para todo
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subintervalo J < I, siempre que o' € (arctg( exp{ -T'(1)} ), arctg( exp{ T(1)} ) ), donde
T(X) = ex‘l ;T = T(TC..(TE))...)).
e’ +1 . =
i - veces

Infinitésima Iteracion ( Si hacemos que i — +x ). En el limite al infinito, habremos entonces
encontrado una familia de medidas { v Yo* < (0. w2y, Tales que v (J)>0 vy V*a'c'( J)>0

[0} o o

para todo subintervalo J c I, siempreque o e (mw4-¢, w4+¢g), paratoda £>0.

En la segunda etapa, después de hacer todas las iteraciones y el limite al infinito en la primera

etapa y obtener la funcién de Pick K. (z),se muestra cémo hacer que ésta funcién corresponda
/2

a alglin operador de Sturm-Liouville: Se debe, en su representacion de Pick, adicionar la constante
necesaria C que haga que dicha representacion corresponda, ahora si, a algin operador de Sturm-

Liouville. Se tiene entonces definida la funcién K¢ (z) = K( K- (2)) = K- (z) + C.Se
/2 /2 /2

definen, como en el teorema 1, las familias de medidas ¢, y V se define la funcién

K. (z) = F( Kv;/z(z) ), donde F(w)= w+C, CeR,esdecir K¢a (z) = F( Kv;/z(z) ) =

¢1‘r/2 /2

K- (@ + C, con my o relacionadas de la siguiente manera: tg(n) = C+tg(a’ ),
/2

n,o € (mw4-¢, wh+e), paratoda >0 . Entonces, por el teorema 1A inciso B), se puede concluir

que las partes singulares de las medidas son equivalentes, es decir, que ¢; ~ Vv °, y como

1+ tg(e) .
1-1g(e)
si ne (-w2, w2 ). De este modo se obtiene una familia de medidas { ¢, }y < (w2 w2,

o e (m4-¢, whd+e), entonces n e ( arctg( 1+ C), arctg( c) )

correspondientes a operadores de Sturm-Liouville, tales que (I): Jd >0y (I):C (J) > O para
1+ tg(e)
1-19(¢)

todo subintervalo J < I, siempreque mn e ( arctg(1+C), arctg( +C)) CeR

En la tercera etapa se hace un andlisis sobre cémo afectan los posibles valores y signos que
pudiera adoptar la constante C que se utiliza en la etapa anterior: Se consideran los siguientes
tres casos extremos para C:

Cuando C — -, se obtiene que, siendo ¢ > O arbitrario, existe una familia de medidas
{ &}y c( =), correspondientes a operadores de Sturm-Liouville y existe un conjunto

B=(-n+a,m+a+e]conac[0,n-c], taesque & (J) >0 y & () >0 paratodo
subintervalo J < I, siempre que n' € B.
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1+ 1g(¢)
1-1g(e)
medidas { €}y < (x), correspondientes a operadores de Sturm-Liouville y existe un conjunto
B=[-n/2+a,-n/2+a+g),con ac[0,n-¢], talesque E5(J) >0 y E7°(J) >0 para
todo subintervalo J < I, siempre que n' € B.

Cuando C — , se obtiene que, siendo ¢ > 0 arbitrario, existe una familia de

Y finalmente, cuando C — o, se obtiene que, siendo ¢ > O arbitrario, existe una familia de
medidas { €}y < («x), correspondientes a operadores de Sturm-Liouville y existe un conjunto
B=[n-a-g,m-a),conaec[0,n-¢], talesque &3(T) >0 y &7“(J) >0 paratodo
subintervalo J < I, siempre que n' € B.

Asi, generalizando todos los casos anteriores e intermedios, se obtiene el resultado principal
de éste apartado: Para ¢ > O arbitrario, existe una familia de medidas { & 3y c ().
correspondientes a operadores de Sturm-Liouville y existe un conjunto B=+[n-a-¢,n-a),
( donde -[b,c)=(-c,-b]) conae[0,n-¢], talesque E:(J) >0 y &) >0
para todo subintervalo J — I, siempre que n' € B.

En el dltimo de los apartados, el 4.5: "Aplicacién 5: Relaciones integrales entre las medidas g
Y V", seaplica el teorema 1 para encontrar 3 relaciones integrales ( lema 3 ) que relacionan a las
medidas g y V, definidas en el mismo primer apartado de éste trabajo y que fueron objeto de

estudio durante todo el desarrollo del mismo: Se toman las medidas L y Vo como en el
teorema 1. Si o y B sontales que o B) = tg'(exp(tg(B))). B e (-n/2,n/2 ), entonces se
cumplen las siguientes relaciones:

0 n/4

A) [ui(Adp = [vi(A)da
-n/2 0
n/2 n/2

8) [uj(AMp = [vi(A)da
0 n/4
n/2 n/2

0 [u(Adp = [vi(A)da
-n/2 0

En el apéndice ( Apartado 5 ) se presenta la demostracién de la proposicion 1 de nuestro
cos(0) + z sen(0)

sen(0) —zcos(0) ’
y>0, 6 e(-n/2 ,n/2 ] Si fo(z) es la funcidn justo antes definida, entonces se cumple que:

trabajo, referente a las propiedades que tiene la funcion fe(z) = Z=x+1iy,
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A) fp(fu(2)) = fapra(2).
B) fo(2) = four (2)
C) fuwz)=z

Finalmente, nuestro apartado 6: “"Referencias”, contiene las referencias bibliogrdficas que
sirven como material tedrico indispensable en la realizacidn de ésta investigacion.

Parte de los resultados obtenidos en esta tesis fueron publicados en los siguientes trabajos :

1. R. del Rio, S. Fuentes, and A. Poltoratski, "Familias of Spectral Measures with Mixed Types”
Operator Theory: Advances and Applications, Vol. 132, 131-140 ¢ 2002 Birkhduser Verlag
Basel/Switzerland.

2. R. del Rio, S. Fuentes and A. Poltoratski, “Coexistence of Spectra in Rank-One Perturbation
Problems”. Bol. Soc. Mat. Mexicana (3) Vol. 8, 2002.
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2. PRELIMINARES

En éste capitulo se presentan los conceptos y resultados indispensables para el desarrollo de
ésta tesis. El material presentado en cada seccién fue fomado de las referencias que se mencionan
al final del trabajo.

2.1 EL OPERADOR DE STURM-LIOUVILLE (Ver[1],pdgs.3-4.)

Definicion 2.1 ( vector propio y valor propio de un operador L ) Sea L un operador lineal
definido en un espacio vectorial H. Un vector y =0 es llamado un vector propiodelL si Ly =2y,y
A es el valor propio correspondiente de L.

Uno de los operadores frecuentemente usados en aplicaciones es
L = -(d?/dx*) +q(x),
donde q(x) es una funcion real , localmente integrable en un intervalo [a, b ] . El conjunto de
elementos (o funciones ) y(x) que estdn en el dominio de L estdn determinados por condiciones de

diferenciabilidad y por ciertas condiciones en los puntos extremos ay b.

Definicion 2.2 ( problema de Sturm-Liouvifle) El problema con condiciones de frontera

Ly(x) = -y"+q(X)y = Ay, (21)
y(a)cosa +Yy'(a)sina = O,
y(b)cosp +y'(b)sing = O, (2.2)

donde o y B son dos nimeros reales arbitrarios, es conocido como el problema de Sturm-
Liouville.

Definicion 2.3 ( Problema de Sturm-Liouville regulary singular) Se dice que un problema de
Sturm-Liouville es regular si el intervalo [a,b ] es finitoy la funcién q(x) es sumable en él. Si
por el contrario, el intervalo [a,b ] es infinito, o si la funcion q(x) no es sumable en el intervalo,
o ambas cosas, se dice que el problema de Sturm-Liouville es singular.

Sin pérdida de generalidad se puede considerar el problema de frontera ( 2.1 ), ( 2.2)
asumiendo que a=0 y b=n. Enefecto, elintervalo [a,b] se mapeaal intervalo [O,n] por
(X —a)

medio de la sustitucion t = , la cual no altera la forma del problema (2.1),(2.2).
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Definicion 2.4 ( valor propioy funcion propia del problema de Sturm-Liouville (2.1),(2.2))
Si el problema de frontera tiene una solucién no trivial y( x, 1) # O paracierta i;, enftonces i
es un valor propio y y(x,\) esuna funcion propiadel problema (2.1),(2.2).

22 MEDIDA (Ver[2],pdgs.6-11.)

La medida es una generalizacién de la idea de longitud.

Definicion 2.5 ( o-dlgebra ) Una coleccion de subconjuntos de un conjunto dado X forma
una o-dlgebra cuando

i) los conjuntos X y el vacio & pertenecen a la coleccién,

i) para cualquier conjunto A de la coleccién, su complemento A° = X\ A también
pertenece a la coleccion,

iii) si { Ay} es una secuencia infinita de elementos de la coleccién, entonces la unién

U A, es también un miembro de la coleccién.

n=1

Definicion 2.6 ( Medida) Sea X un conjuntoy sea A una c-dlgebra en X. Una medidaen A
es una funcidh p: A — [0, o ] que satisface:

i) wo)=0,
i) u(U A)= Zu(An) para cada secuencia infinita { A, } de conjuntos disjuntos que
n=1 n=1

pertenecen a A. ( Como p( A,) es no negativa para cada n, la suma Zu(/\n) siempre
n=1

existe, ya sea como un nimero real o como +x ).
Una medida asigna a cada conjunto A de la o-dlgebra un nimero real extendido no negativo
uw(A) que es la medida del conjunto A. Decir que un nimero real es extendido significa que

w(A) = o es posible. La medida p debe ser ( contablemente ) aditiva.

Més formalmente, una medida en un conjunto X es una funcidn extendida real en una
o-dlgebra de subconjuntos de X, que satisface

i) w(@)=0vy w(A) = 0 paratodo A enla c-dlgebra (obviamente el punto « adicionado a
R es considerado mayor que cualquier ndmero real ).
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i) si { An} es una secuencia disjunta finita o numerable de conjuntos en la c-dlgebra ( es
decir, Ai n A; =@ para i # j), entonces

ud A =D ua,)

(‘en el lado derecho escribimos Zu(An) = o siy solo si alguno de los conjuntos A, tiene
n

medida « o la secuencia { A} es una secuencia infinita para la cual la serie Zu(An) diverge ).
n

Definicion 2.7 ( Medida finita y o-finita ) Lamedida p es finifasi w(X) < o,y o-finita
si X es una union de una cantidad numerable de conjuntos, cada uno de los cuales tiene medida
finita.

Definicion 2.8 ( Conjuntos medibles) Usualmente en aplicaciones, X puedeser R o R" o
Rn. En general, no es posible asignar una medida a cada subconjunto de X, por lo que la c-dlgebra

serd la coleccién de conjuntos a los cuales se les puede asignar una medida, es decir, la coleccién de
conjuntos medibles.

Definicion 2.9 ( /f/gebra de Bore/) En el caso X = R la o-dlgebra deberia ser lo
suficientemente grande para contener a todos_los intervalos. Existe una o-dlgebra minima con
esta propiedad. Esta o-dlgebra es llamada dlgebra de Borel/ y puede ser definida como la
interseccion de todas las c-dlgebras que contienen a los intervalos. Dicho de otro modo, es la
c-dlgebra generada por la coleccién de todos los subconjuntos abiertos de R.

El dlgebra de Borel es una coleccion muy grande de conjuntos que contiene mucho mds que
simples uniones e intersecciones de un nimero contable de intervalos. Resulta dificil dar una
caracterizacion precisa del dlgebra de Borel; cualquier conjunto "normal" va a pertenecer a esta
c-dlgebra , y de hecho, construir subconjuntos de R que no pertenezcan al dlgebra de Borel no es
trivial.

Definicion 2.10 ( Conjunto de Borel) Todo conjunto que pertenezca al dlgebra de Borel es
llamado conjunto de Borel. Es de utilidad saber que todo conjunto abierto es un conjunto de Borel
ya que cualquier conjunto abierto es la unién de un ndmero contable de intervalos abiertos
(disjuntos ).

Definicion 2.11 ( Medida de Borel de un intervalo ) La medida de Bore/ de un intervalo
(a,b] sedefine como la longitud del intervalo :
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{(a,b]l}=b-a.

Como un solo punto tiene medida de Borel cero, es irrelevante que en ésta formula cerremos el
intervalo en a o lo abramos en b.

Definicion 2.12 ( Funciones medibles) La funcion f : X — R se dice que es una funcion
medible, si para cada o real el conjunto { x € X: f(x)>a} es medible, en otras palabras, la
imagen inversa de cada intervalo abierto ( o, « ) debe ser medible.

Existen algunas formas equivalentes de enunciar ésta definicién. Por ejemplo, los intervalos
abiertos pueden ser reemplazados por intervalos cerrados [a,« ), 0 por (-, a) o (-»,a],0se
puede simplemente decir que la imagen inversa de cada intervalo abierto debe ser medible. Sumas
y productos de funciones medibles son medibles, asi como el valor absoluto |f| de cualquier
funcién medible f,y también el producto de cualquier constante por una funcién medible f.

Una funcion f: X — C es medible siempre que las partes real e imaginaria de f sean
medibles.

Definicion 2.13 ( Funcion caracteristica) Si A es cualquier conjunto medible, entonces la
funcion caracteristica y4(x) de A es:

1,si x €A,

xa(x) =
0,si x ¢ A,

Esta funcién caracteristica de A es medible.

Definicion 2.14 ( Funcion Borel-medible ) En el caso X = R con el dlgebra de Borel, una
funcién medible se dice que es Borel/-medible. Ejemplos de funciones Borel-medibles son las
funciones continuas, las funciones monétonas. Resulta complicado definir funciones que no sean
Borel-medibles.

Definicion 2.15 ( Medida de Borel-Stieltjes ) Esta medida se define en el dlgebra de Borel
de la siguiente manera: Dada alguna medida p en el dlgebra de Borel, ponemos

w{(a,b]}=p(b)-p(a),
de modo que la funcion p estd determinada de manera dnica , excepto por adicién de una

constante. Supongamos que todo intervalo finito tiene pu-medida finita, en cuyo caso p es una
funcion real en vez de una funcidn real extendida. Entonces p tiene dos propiedades
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i) p(A) esunafuncidn no decreciente de X,
ii) p(2) es continua por la derecha, es decir

lim p(L+e) = p(2)
g0+

( La primera aseveracion se sigue de que n > O ; la segunda se sigue del hecho de que
w{ (a,b ]} converge a cerocuando b se aproximaa a.). Y viceversa, dada cualquier funcién
real p que satisfaga los puntos i) y ii) anteriores, se puede probar la existencia de una Unica
medida p en el dlgebra de Borel que satisfaga la relacion p{(a,b]}= p(b)-p(a) paralos
intervalos (a,b ]. Existe entonces una correspondencia entre medidas sobre los subconjuntos de
Borel de R y las funciones que satisfacen las condiciones i) y ii) anteriores. Llamaremosa p la
medida de Borel-Stieltjes generada por la funciéon p. La medida de Borel corresponde al caso
especial p(A ) = A.

Definicion 2.16 ( Medida de Borel-Stieltjes estrictamente positiva) Para una medida de
Borel-Stieltjes, un sélo punto A, tendrd medida estrictamente positiva siy sélo si la funcién p( 1)
es discontinua en el punto A =2 .La medida del punto %o estd dada por

{2 }= p(ho) - Slirg)lp(%—S),

Definicion 2.17 ( Puntos discretos de la Medida de Borel-Stieltjes ) Los puntos que tienen
medida estrictamente positiva serdn referidos como los puntos discretos de la medida. Para una
medida de Borel-Stieltjes existen a lo mds una cantidad numerable de puntos discretos.

Definicion 2.18 ( Medida continua de Borel-Stieltjes ) Si no hay puntos discretos de la
medida de Borel-Stieltjes, porque la funcion p( 2 ) es continua, nos referiremos entonces a una
medida continua.

Definicion 2.19 ( Conjuntos de Medida de Borel-Stieltjes cero ) Cualquier conjunto
numerable de puntos tiene medida de Borel cero. En forma mds general, para cualquier medida
continua de Borel-Stieltjes la medida de cualquier conjunto numerable de puntos es cero. Siempre
habrd, sin embargo, muchos conjuntos no humerables de puntos que tengan medida cero.

Definicion 2.20 ( cumplimiento u-casi siempre ( u-ae. ) de cierta propiedad P) Una
propiedad P se cumple p-casi siempre ( p-ae. ) en R si la propiedad se cumple para toda A

perteneciente a algin conjunto T y la medida p del complemento de = es cero.

Definicion 2.21 ( Medida completa ) Una caracteristica de la medida de Borel que es en
algunas ocasiones inconveniente, es que frecuentemente podemos encontrar subconjuntos de

17 SERGIO FUENTES MARTINEZ 2013



- COEXISTENCIA DE TIPOS ESPECTRALES PARA OPERADORES AUTOADJUNTOS

conjuntos de medida cero que ho son medibles. Nos gustaria poder decir que cualquier subconjunto
de un conjunto de medida cero es medible y que tiene medida cero. Una medida con ésta propiedad
es una medida completa, y la medida de Borel-Stieltjes no es completa.

Definicion 2.22 ( Medida de Lebesque-Stieltjes ( extension de una medida )) Para que la
medida de Borel-Stieltjes deje de no ser completa, deberemos agrandar la coleccion de conjuntos
medibles, es decir, agrandando la c-dlgebra. Esto se hace aunando a la o-dlgebra original todos
los conjuntos de la forma T U X ,donde X pertenece ala c-dlgebra original y X' esun
subconjunto de algln conjunto de p-medida cero. Se puede verificar que ésta coleccion agrandada
de conjuntos constituye una o-dlgebra y utilizando la hotacion anterior extendemos la medida
hacia una nueva o-dlgebra definiendo

w(Zux) = p(z)

Cualquier medida de Borel-Stieltjes extendida de ésta manera es llamada medida de Lebesgue-
Stieltjes y es completa.

Hablaremos también de la medida de Lebesgue-Stieltjes generada por la funcién p( A ). Note
que, para estas medidas completas, la coleccién de conjuntos medibles depende mucho de la
eleccion de la funcién p( ). Por ejemplo, si p( L ) es constante sobre un intervalo abierto,
entonces cualquier subconjunto de ese intervalo serd medible, y claramente tendrd medida cero.
Podemos decir que no hay contribucion alguna a la medida por parte de los puntos de constancia de

p(2).

Definicion 2.23 ( Medlida de Lebesgue ) La extension de la medida de Borel se llama medida
de Lebesgue.

Definicion 2.24 ( Cumplimiento casisiempre (a. e.) de cierta propiedad P) Una propiedad
P se cumple casi siempre (a.e.) sila propiedad se cumple p-casi siempre donde p es la medida
de Lebesgue ( o equivalentemente donde i es la medida de Borel ).

Definicion 2.25 ( Continuidad absoluta de una medida con respecto a otra medida) En vista
de la importancia del concepto de conjuntos de medida cero, una nocionh bdsica es la de continuidad
absoluta de una medida con respecto a otra medida. Diremos que /a medida u; es absolutamente
continua con respecto a la medida > si cualquier conjunto que tenga p.-medida cero también
tiene p;-medida cero, y escribiremos p << pp .

Definicion 2.26 ( Medida absolutamente continua) Una medida de Lebesgue-Stieltjes o de

Borel-Stieltjes que es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue
( respectivamente a la medida de Borel ) se dice simplemente que es absolutamente continua.
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Definicion 2.27 ( Medidas equivalentes) Si w << p2 y pe << p ,entonces diremos que
las dos medidas p; y po son equivalentes. Cualesquiera dos medidas equivalentes tendrdn la
misma coleccidn de conjuntos de medida cero, y la propiedad P se cumplird pi-a.e. siy sélo si se
cumple Ue-a.e.

Definicion 2.28 ( Singularidad de una medida con respecto a otra medida) Un concepto
relacionado al concepto de continuidad absoluta es la relacién entre dos medidas que se obtiene
cuando una medida es singular con respecto a la otra medida. Para dos medidas p; y p. definidas
sobre subconjuntos de un conjunto X diremos que u; es singular con respecto a uz si existen
dos conjuntos disjuntos % y X,,con X = X;UZ; ,donde

m(2) =0, ne(Zi) = 0.

Como la relacién es simétrica, podemos decir equivalentemente que . es singular con
respectoa p; oque p; y pe son mutuamente singulares. Podemos escribir i L po.

Definicion 2.29 ( Medida singular ) Una medida de Lebesgue-Stieltjes ( o de Borel-
Stieltjes ) que sea singular con respecto a la medida de Lebesgue ( respectivamente a la medida de
Borel ) se dice simplemente que es una medida singular.

Definicion 2.30 ( Medlida concentrada en un conjunto) Diremos que una medida p estd
concentrada en un conjunto X sila p-medida del complemento X\ de ¥ es cero.De las
relaciones p; (22) = 0, p2(%1) = O, se desprende que la medida w serd singular con respecto
a la medida p, si w estd concentrada en X; y . estd concentrada en X, , donde
21 N % = & . En otras palabras, medidas mutuamente singulares estdn concentradas en
conjuntos mutuamente disjuntos.

Definicion 2.31 ( Medlida discreta) Una medida p es discreta si n estd concentrada en
un conjunto finito o numerable de puntos ( los puntos discretos de la medida ). Tal medida serd
ciertamente singular, ya que este conjunto de puntos necesariamente tendrd medida de Lebesgue
cero. Las medidas discretas no son, sin embargo, los tnicos ejemplos de medidas singulares.

Definicion 2.32 ( Medida singular continua ) Una medida continua que sea singular es
descrita como una medida singular continua.
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2.3 ANALISIS DE MEDIDAS (Ver [ 2 ] pdgs. 33-54 ).

Sean p; Yy pe dos medidas de Borel-Stieltjes. De la definicion de continuidad absoluta se
sigue que
<< g+ a2

Entonces el teorema de Radon-Nikodym nos garantiza la existencia de una funcion
(1 + p2 )-medible no negativa f, tal que, para cualquier conjunto de Borel E

w(E) = jf(k) d(p, (1) +p, (1)) (231)
E

donde p1 y p2 generan lamedidas i y po respectivamente. Denotemos A al conjunto de Borel
delas A talesque f(2) < 1 Denotemos también pl alarestriccién de p; sobre el conjunto
A, esdecir, (wla XE) = m(ANE).

Sea E. Elconjuntodelas L € E paralas cuales f(1) < 1-¢ . De (2.3.1) se sigue que,
con O<eg <1

1€ = [F1)dp () +p,00) = [(-e)d(p,()+p,0) = (1-2) (w(E) +1elE)) (232)
E

Eﬂ

Entonces
m(E:) < ((1-2)/e ) E).

En particular, si p( E)=0 entonces w( E.) =0, asi que
Cmla)® = w{_JE) = limuE) =o.

Esto significaque p;la es absolutamente continua con respecto 1.

Sea ahora F. el conjunto de las % € E para las cuales f(2) > 1+¢. Entonces, como en
(2.3.2), tendremos

m(Fe) = (1+e) (m(Fe) +pa(Fe)),

de donde tendremos que w( F.) = w2 F.) = O. Asi que, casi siempre con respectoa w y pe,
tendremos que f( 1) < 1. Como los puntos A para los cuales f( %) > 1 no contribuyen al lado
derecho de ( 2.3.1), podemos asumir, sin perdida de generalidad, que el complemento A° de A
consiste en aquellos puntos & para los cuales f( A ) =1. Tendremos entonces que
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1(A9) = [F AP, M) +p.00) = [P +pa(M) = (A + el A°),

asique po( A°)= 0.
Entonces w | oc estd concentrada en el conjunto A° que tiene pp-medida cero.

Obtenemos entonces una descomposicién Unica de la medida p; en sus partes absolutamente
continua y singular

W = M1|A + M1|AC .

donde las medidas en el lado derecho son respectivamente absolutamente continua y singular con
respectoa p;.

Una de las aplicaciones mds importantes de ésta idea es la descomposicion de una medida de
Borel-Stieltjes p en sus partes absolutamente continua y singular. En ésta caso escribiremos

W= Mo *+Us.

El componente singular ps puede, a su vez, ser descompuesto en sus partes singular continua
usc Y discreta pg. De éste modo g es una medida singular que es también continua en el sentido
de que a puntos simples les da medida cero o, lo que es lo mismo, psc (a,x ] es una funcion continua
de x.Por otro lado, la componente discreta py estd concentrada en aquellos puntos ( finitos o en
nimero contable ) que tienen medida estrictamente positiva. Tales puntos son llamados puntos
discretos de la medida. Hablamos entonces de la siguiente descomposicion

Hs = Hsc + M4,

De ésta manera obtenemos la descomposicién completa de la medida

B = Mo * Hse *+ Hg. (233)

La descomposicién anterior nos permite escribir R = ¥, U %, U X4 donde los conjuntos X
son conjuntos disjuntos de Borel en los cuales estdn respectivamente concentradas cada una de
las componentes de la medida. Estos conjuntos de Borel no son Unicos ( por ejemplo un conjunto
arbitrario de Lebesgue puede ser removido de X, e incorporado a X ); son Utiles para mostrar
que la descomposicion ( 2.3.3 ) determina una particion de la recta real en conjuntos de puntos
que pueden ser caracterizados respectivamente como absolutamente continuos, singular continuos
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y discretos. El siguiente lema nos muestra una manera de describir ésta clasificacién comparando
la medida p con la medida de Lebesgue £ .

Lema 2.3.1.
Sea p una medida de Borel sobre R,y sea L, un conjunto de Borel tal que para cada
L e XLy ypara 8 >0 suficientemente pequefia ( qué tan pequefia depende de 1 ),

wg) < mly),

para cada subintervalo ¢ delintervalo [A - & ,1 + & ]. Entonces

H(Im ) < mﬁ(:ﬁm ),

Lema 2.3.2.

Diremos que w( $.) / €($.) esacotado, para alguna A fija, si existe m >0, que puede
ser diferente para diferentes i ,talque w(94.) <m (4. ) paratodos los intervalos ¢, que
contengan 1 vy tales que (¢, ) < const. Diremos que el limite lim ¢ gy o (%) 7 0(4))=¢
si el limite existe y es el mismo para cualquier sucesién de intervalos ¢,  tal que
limn,.0(%:")=0.

Lo anterior es posible siy sélo si

wllorel o owla-erlt L nl-e el (234)

lim =G

g0+ fod £>0+ Fed >0+ 28

En otras palabras, para cualquier constante ¢ la funcion n{(c,1 ]} debe ser diferenciable
en el punto A . Esta funcion es ( localmente ) de variacion acotada y entonces es diferenciable

para casi todos los valores de A . Se sigue entonces que w(4:.) /(4. ) converge a un limitey
por consiguiente, en particular, es acotada para casi toda 2.

Podemos ahora dar una caracterizacién local de los respectivos soportes de las medidas o y
Hs

Teorema 2.3.1
Para una medida p de Borel-Stieltjes sea £ el conjunto de valores de las A en las cuales
w(4.) /€(4:) esacotado. Entonces
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(i) Laparte absolutamente continua de p estd dada por la restriccion de p sobre £ :

Hac = Hli

Ue tiene una funcidn de densidad f( ) dada, para casi toda A , por

f(r) = lim (w(9) 76(4.)).
L(Ir) >0

y cualquier conjunto de Borel de puntos A para los cudles éste limite sea cero tiene
u-medida cero ;

(ii) Lapartesingular de p estd dada por la restriccion de p sobre el complemento de £ :

Hee = plec.

Mds ain, la medida p es singular (es decir p=pg) siy sélo si

lim (n($) /74(9.))=10
YIr)—>0

para casi todos los valores de X .

Este teorema nos da la condicién necesaria y suficiente para que una medida sea singular, pero
ademds nos da una condicion suficiente para que la medida sea absolutamente continua. La
condicidn es la siguiente, la medida p es absolutamente continua si pasaque w( $4.) / 4( $.) es
acotado para todo valor de A . Por otro lado, si u( 4.) / £( 9.) es acotado para todo 2 excepto
un conjunto numerable de valores de X, podemos deducir que ps = O, ya que una medida singular
continua restringida a un conjunto discreto de puntos debe anularse. En tal caso la medida p se
descompone en una parte absolutamente continua y otra parte discreta y nada mds.

A menudo y especificamente para medidas relativas a operadores diferenciales de segundo
orden, la informacién concerniente a una medida debe ser obtenida en forma indirecta con la ayuda
de alguna transformada de la medida. Una de esas transformadas es la denominada transformada
de /a resolvente. A continuacion se muestra cémo con ayuda de la transformada de la resolvente, y
a través de su conexion con la resolvente de un operador autoadjunto, se puede obtener un andlisis
de la medida.
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LA TRANSFORMADA DE LA RESOLVENTE

Consideremos una medida de Borel-Stieltjes p sobre R, generadapor p(A) ,y supongamos
que

o0

1
.[ o0 < (235)

—0

La parte imaginaria de la transformada de la resolvente de p esla funcion v de x y v,
definida para y >0 por

- Y
- _[0(7“ Yy dp(1) (236)

Nos interesa especialmente el limite de v cuando y tiende a cero. La expresidn

Ox) oy’ considerada como una funcién de x con A fija, converge puntualmente a cero
-X)* +y

cuando y tiende a cero, excepto en el punto x = A, en el cual la funcién diverge en el limite. Para
valores pequefios de y tenemos una funcidén que es pequefia excepto en la vecindad de x = 1
mientras que para todos los valores positivos de y tenemos que

Y — -1 _ o -
J;de = [fan™( (x }\‘)/y)]—oo

En otras palabras, cuando y tiende a cero, la funcién y/[(L-x)+y*] se comporta como
la funcién delta = 8( A - x ). En ese caso debemos esperar que, para una gran clase de funciones f,

lim j(k yf(x) - (L), (237)

y—0+ x)* +y?

El siguiente lema nhos indica que existen al menos tres sentidos en los cuales se justifica el
limiteen (2.3.7).

Lema 2.3.3.

1. La ecuacién ( 2.3.7 ) tiene lugar para cualquier funcién continua f  tal que
lim x 10 f(x) =0

Mds aln, para una f dada, la convergencia es uniforme con respectoa A en este caso.

2. Laecuacién (2.3.7) tiene lugar para cualquier funcién f € L'( R), donde el limite se define
en el sentido de la convergencia en la norma de L' .
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3. La ecuacién ( 2.3.7 ) tiene lugar para cualquier funcién f < L* (R ), donde el limite se
define en el sentido de la convergencia en la norma de L? .

Ahora bien, nos interesa saber a qué tiende la integral en el lado derecho de ( 2.3.6 ) cuando
y —0+ . Por lo estudiado anteriormente podriamos pensar que la integral en cuestion converge a n
dp( )/ dx cuando y —0+ si el limite existe. Si esto es asi, tomando de ( 2.3.4 ) la expresion
final para dp( %)/ di , tendremos, para alguna x tal que dp(x )/ dx exista,

T y o x -, x el
— ' _dp(n) = — 2 2.3.
JLQJ. (A-x)*+y° dp(*) nalLr(‘)l 2¢ (238)

Esta igualdad se justifica con el siguiente lema

Lema 2.3.4.
Sea p una medida de Borel-Stieltjes sobre R, generada por la funcion p( & ), y supongamos
que (2.3.5) se cumple. Enfonces, para una x dada,

pilx—e,x + e

. R y . ré .
1 _dp(™ d 0 1 [
(i) J(X—x)2+y2 p(A) es acotada (para O <y <1)siy sélo si >

acotado (para O<e <1).

(i) Laigualdad en (2.3.8) se cumple en el sentido de que ambos limites existen y son iguales.

Veamos ahora lo que realmente representa la relacién en (2.3.8 ). Sea p una medida de Borel-
Stieltjes, generada por la funcién p( A ), y supongamos que

o0

]
—— dp(n) <
Vo p(r) < o

Entonces, una funcion analitica en todo el plano complejo fuera del eje Im(z) = O puede ser
definida por la férmula

dp() (239)

Poniendo z= x + iy, tendremos
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Im(m(z)) = jMdp(k) (2.310)
Re(m(z)) = I (X_kx_);:yzdp(k) (2310

Entonces la relacion en ( 2.3.8 ) es una formula para el valor de frontera ( valor limite ) de la
parte imaginaria de m( z ), cuando z = x + iy tiende al eje real por arriba. Notemos que para una
medida de Stieltjes dada, la condicidn ( 2.3.5 ) garantiza la convergencia de la integral en ( 2.3.10),
pe|r'o| no garantiza que la integral en ( 2.3.10 ) sea finita; ésta Ultima requiere la integrabilidad de
(Inl+1)71

En ocasiones resulta Gtil evaluar el valor de frontera ( valor limite ) de la parte real de
m( z ). Para esto necesitaremos definir lo que es el valor principal de una integral. El valor principal
de la integral de una funcién ®(t) se define como

p j o)t = lim j o(t)dt |
—© m>h

es decir

P_]iq)(f)d‘r - Jim{[i@(f)df + ]:cl)(‘r)df}

A diferencia de la integral de Lebesgue, la cual requiere de integrabilidad absoluta, el valor
principal de la integral permite cancelaciones entre contribuciones a la integral cercade t=0, de
t<0 y 1>0 respectivamente. Entonces

h—0+

1
P[rar = Jim [Lat =0,
t t
-1 [t|>h
ya que el integrando es una funcion impar. El valor principal de la integral se define de forma
similar para funciones con singularidades en otros puntos diferentes de 1 = O. Por ejemplo, si

consideramos la funcién (t-1)'(+°+1)", veremos que es singular en el punto t =1 definimos
entonces

( 1 . 1
P_-[O(T—l)(12+1)dT = m .[ G

[t-1]>h
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En general, para un integrando con singularidad en el punto 1 = a, una forma conveniente de
expresar el valor principal de la integral es

p j o(1)dt = j (@) - D(2a — 1))dt

siempre y cuando la integral de la derecha exista en el sentido de Lebesgue.

Asi pues, podemos ahora evaluar la parte real de m( z ) en el limite Im( z ) — O. Este
resultado se enuncia en el siguiente lema :

Lema 2.3.5.
Sea la funcion m( z) dada por ( 2.3.9 ). Supongamos que, para una x dada, el valor de frontera
(limite) Iirg\ m(x +iy) = m.(x ) existe. Entonces
y—0+

Re( m(x) ) = lim j(k_ o

y—0+

2.4 FUNCIONES DE PICK (Ver [ 3 ], pdgs. 18-20 )

Definicion 2.33 ( Funcion de Pick) Por clase de Pick entenderemos la clase de funciones
K(z) = U(z) + iV(z) andliticas en el semiplano superior con parte imaginaria positiva; entendiendo que
si z=x+iy, enfonces V(z) >0 siy>O0. La clase de Pick se denota con la letra P. Si una funcion
pertenece a P, diremos que es una funcion de Pick. En otras palabras, K(z) es una funcidn de Pick si
es una funcién holomorfa tal que ImK(z) > O para z en el semiplano superior y que transforma
el semiplano superior sobre el mismo semiplano superior.

PROPIEDADES DE LA FUNCION DE PICK

1. Las funciones de Pick forman un cono convexo, es decir, si ay b son ndmeros positivos y
Ki(z) y Kz(z) son dos funciones en P, entonces la funcion aKi(z) + bK>(z) es también una funcién de
Pick.

2. La clase P es también cerrada bajo la composicién: la funcién compuesta ( K2 o K; )(z) =

K2( Ki(z) ) es analitica paray > Oy tiene ahi parte imaginaria positiva.

Como la funcién -1/z estd enP, se sigue que si K(z) es de Pick, entonces también lo es -1/K(z).
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Sea K(z)=U(z) +iV(z) una funcion de Pick la cual es real en alguna z en el semiplano superior.
Es claro que entonces la funcion harménica positiva V(z) se anula en ése punto y entonces, por la
propiedad del valor principal de las funciones harménicas, V(z) = 0 ( idénticamente ). De éste modo
K(z) es una constante real. Vemos entonces que una funcion de Pick no trivial, no es nunca real en el
semiplano superior abierto.

Consideremos aquella determinacién de la raiz cuadrada que es positiva sobre el semieje
derecho: la funcién asi obtenida es de Pick ya que el argumento de K(z) = -/z es la mitad del
argumento de z y entonces, el nimero K(z) esta en el semiplano superior, mds adn, el nimero K(z)
cae en el cuadrante superior derecho del plano complejo. Tales consideraciones hacen posible
entender que para 0 <m< 1, la funcidon K(z) = z" es una funcion de Pick.

Se obtiene también una funcién de Pick si consideramos aquella determinacion del logaritmo
que es real sobre el semieje derecho: En el semiplano superior la parte imaginaria del logaritmo
toma valores en el intervalo [ O, = ].

La tangente es otra de las funciones de Pick fundamentales. Para convencernos de que
tan(x) + tan(iy)
1—tan(x)tan(iy)

realmente pertenece a P, tomemos las conocidas relaciones tan(x+iy)=

tan(x) +itanh(y)

1-itan(x)tanh(y)
1+1an?(x)

1+ tan?(x)tanh? (y)

tan(iy)=itanh(y) para obtener que tan(z)= Se sigue entonces que la parte

imaginaria estd dada por tanh(y) es positivasiy lo es.

REPRESENTACION INTEGRAL DE UNA FUNCION DE PICK

Teorema 2.4.1
Una funcién K(z) en la clase de Pick admite una dnica representacion integral candnica de la
forma

K(z)=ocz+B+J-[xfz— xztl}du(x)

donde a>0, Besrealy du(r) es una medida de Borel positiva sobre el eje A-real, para la cual la

integral I ﬁdu(%) es finita. Reciprocamente, toda funcion de ésta forma es de Pick.
+
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TEOREMA DE FATOU.

Sea

- Y.T ;
V = du(t 0
(z) | %) +y° uwt), y»>0,

00

donde p es una medida de Borel no negativa sobre ( -, ), que satisface J- 11T2du(‘r) < o,
+

Si du = Fdx + dus es la descomposicion de Lebesgue de p , entonces limV(z) =F(x) no

tangencialmente a.e. sobre ( -, ).
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3. RESULTADO PRINCIPAL

Consideremos la familia de funciones de Pick

cos(0) + z sen(0)

Sea fo(2) = sen(0) —zcos(0)

z=x+iy, y>0,06e(-n/2,7n/2]. (0)

Proposicion 1:
Sea fo(z) la funcion definidaen (0O ). Entonces :

A) fB( fcx(z)) = fcx+[3—n/2(z)-
B) fo(2) = foux(2)
C) fw(z)=1z

La demostracidn de ésta proposicidn se realiza en el apéndice.

Sea Ky, (z) una funcion de Pick tal que O < Im(Kuw2(z)) < # y MHuo la medida asociada a
ésta funcion.

Definamos una familia de funciones de Pick para cada B € (-n/2 , /2 ], de la siguiente manera

Kup (2) = fp( Kun2(2) ) .
es decir

cos(B) + Ky, ,,(z) sen(B)
sen(B) —Ku_,,(z) cos(B)’

K@ = fiol Ko@) = 0< Im( Kz (2) ), B € (-n/2,7/2], (1)

donde g denota la medida asociada a Kpg (z) de acuerdo con la representacion integral de una
funcién de Pick ( ver Teorema 2.4.1 ). Kug(z) es una funcion de Pick ya que se obtiene como la
composicion de funciones de Pick (ver [ 16 ]).

Consideremos ahora la funcién exp( z ). Esta funcién no es de Pick ya que cualquier franja de
ancho 2 , por ejemplo de O a 2=, la transforma en todo el plano complejo y no en el semiplano
superior como hace cualquier funcién de Pick. Para solucionar éste problema y poder utilizar la
funcion exponencial en nuestro trabajo, vamos a tomar la funcion exp(z), z=x+1iy con
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0 <y < n,franja que la funcion exp( z ) transforma en todo el semiplano superior. Definamos
ahora la funcidn

Kvwz (2) = exp( Kurz (2) ) (2)

Esta Kvg» (z) es una funcién de Pick yaque 0 < Im( Kuw2(z)) < =.

Definamos la familia de funciones

Kva(@) = Ful Kvmn(@)) = fulexp (Kuna(2))) = ;::E“if’;ﬁi';i/igi ii’;i“i
a)-— n/2 o

ae(-n/2,n/2], (3)

donde Vv, denota la medida asociada a Kv,(z) de acuerdo con la representacién integral para una
funcién de Pick.

El siguiente teorema nos muestra de manera explicita la relacion que guardan entre si las
partes singulares de las medidas Lig y Vg

Teorema 1:
Sean g y V, las medidas definidas por las relaciones (1) y (3).Si o y B son tales que

a(B) = tg'(exp(tg(B)))., Be(-n/2,7/2), (4)

entonces

ug® (E) = a(B) Vo' (E),

para cada conjunto de Borel E.
Para la demostracion del teorema necesitaremos los siguientes resultados
Proposicion 2:

Para o y B tales que

a(B) = tg'(exp(tg(B))), Be(-n/2,n/2),
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el que exp(tg(B)) > O, implicaque o(B)e(0,n/2).

DEMOSTRACION

Tenemos que a(B) = tg'(exp(tg(B))) , esdecir tg(a(B)) = exp(tg(B)) siempre que
aB) e (-n/2 ,7/2 ). Pero como exp(tg(B)) > O, entonces tg(a(B)) > O, lo cual sélo pasa
cuando a(B) € (0,n/2).

Q.E.D.
Lema 1:
Consideremos los siguientes conjuntos
S = { x| limKuy(x+ig) = o},
e0
S={x| IiLr)\Kva(ng) = o},
donde la relacion entre o y B estd dadapor (4 ), es decir
a( B) = tg7(exp(1g(B))), P e(-n/2,m/2),
entonces
S=5S5.
DEMOSTRACION
De la definicién de fyo(z) en (0 ), tenemos que
cos(B) + zsen(B) .
= = O - /2 /2
fs(2) sen(B) - zcos(B) z=x+iy , y>0, Be(-n/2,n/2],
de donde, despejando z, se tiene
— cos(B) + f;(z) sen(B) )
= 0 -n/2 ,7/2 ].
sen(B) + f;(z) cos(B) ° z=x+iy . y>0, pe(-/2, /2]
De la relacion para fg(z),si B # /2, se sigue que
fo(z2) > =S z —> 1g9(B). (5)

Usando lo anterior vemos que, para una x € S arbitraria, tendremos

KIJB(Z) — +o0 ,
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yi0
siy sdlo si,por (1),

Kuwa(z) — t9(B),
yl0

siysélosi ), por (2) y (4)

exp (Kun2(2)) = Kven(z) —  1g(a),
yl0

sty sélo si, por (3), (o biendelarelacion (5))

Kvo(z) — +oo,
yi0

lo que implica que x € 5. De éste modo queda demostrado que S=5.
Q.E.D.
De manera alternativa, podriamos sugerir la demostracion siguiente para el mismo lema 1:

De las relaciones obtenidas para una x € S arbitraria en la demostracién anterior, tenemos que
los conjuntos Sy S se pueden escribir

S={x| Iifg\Kuﬁ(st) =w} = {x] lsig]\Kun/z(xﬂe) = tg(B) } (6)
5={x| limKv, (x+ie) = o} = { x| limexp( Ky, (x+ie)) = t9(e) }. (7))

De éste modo, si x € S, por la continuidad de la funcién exponencial, por ( 6 ) y por la
definicionde o en (4),

lgi{g\exp( K, ,,(x+ig)) = exp( lj{g\Kun,z(st) ) = exp(tg(B)) = tg(a).

K Aqui necesitamos considerar una rama de la funcién log(w), que es la inversa de la funcidn
exp(z), restringida a la franja -n+y < Im(w) < n+y, donde O < y < =, con el objetivo de
que, utilizando la continuidad del logaritmo, tenga sentido lo siguiente

limKu, (x +i€) = limlog(exp( K, (x +i2))) = log(limexp( K, (x +ic))) = log( tg(c) ) = g(B)
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Asi,por (7)), siuna x € S, entonces necesariamente esa x € S, con lo que queda demostrado
que Sc S.

Nos falta probar que 5 = S. Haciendo la misma consideracién que en la nota al pié de pdgina de
la pdgina anterior, para la funcién log(w), podemos escribir que

Kumz (x +ie ) = log( exp( Kuwz (X +ig))).

De la continuidad del logaritmo, de (7)y de la definicién de o en (4), tenemos que, fomando el
limite a ambos lados cuando 40, Vx e S

l!{g\Kun/z(x+is) = Ii{g\log( exp( Kp,,,(x+i€))) = log( Ié{g\exp( Ku,,,(x+ig))) = log( tg(car) ) = tg(B)

Asi, por (6),siuna x € S, entonces necesariamente esa x € S, con lo que queda demostrado
que Sc S.

Por lo tanto concluimos que 5 = S.
Q.E.D.

Los conjuntos S y 5 son los soportes minimos de las partes singulares de las medidas Ug y
Vq respectivamente. Ver [ 10] .

Lema 2:
Para las familias Kpg(z) y Kvo(z) descritasen (1) y (3),se cumple

ImKp,,,(2)
(sen(B)—Re Kp_,,(z)cos(B))* +(Im Kp_,,(z) cos(B))’

A) ImKys(z) =

ImKv,_,,(z)
(sen(a) —Re Kv_,,(z)cos(a))* + (Im Kv_,,(z)cos(a))’

B) ImKvy(z) =

DEMOSTRACION
Poniendo Kp»(z)=a+ib, b>0, en (1), tendremos que

_ cos(B) + (a+ib) sen(B)
Kup (2) = sen(B) - (a+ib) cos(B) '
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de donde se obtiene que

_ (cos(B) + asen(§)) (bcos(B)) + (bsen(B)) (sen(B)— acos(B))
Tm Kup (2) = (sen(B)—acos(B))” +(bcos(p))’ -

b
(sen(B)—acos(B))’ +(bcos(B))* °

que directamente nos da la afirmacion A) del lema.
De manera andloga se obtiene la parte B) del lema.
Q.E.D.

Pasemos ahora a la demostracion del Teorema 1, la cual constard de tres etapas :

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1 :
Primera etapa
Demostremos que

ImKug(x +iy)
ylo ImKv, (X +iy) )

oa(B) , uﬁs—a.e.x.

Si Kuw(z)=a+ib y Kvipp(z)=c+id en A) y B) del lema 2, fendremos

o ImKuy O +iy) “mb[(sen(oc)—ccos(oc))z+(dcos(oc))2]
vlo ImKv, (x+iy) ~ vo d|(sen(B)-acos(B))? +(bcos(B))?]

(8)

Sabemos que el conjunto S es el soporte de ;° , luego tenemos

Kus (z) — +oo, ugs-a.e.x.,
yl0
entonces, por (1),

Kua(z) — 19(B) ., MBS -a.e X,
yl0
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(lo que implicaque ImKpm(z) —» O , uﬁs-a. e x. ),
yl0

de donde, por (2) y (4)

Kvwa(z) —  tg(a) , ]JBS -a.e X
yi0

(lo que implicaque ImKvy(z) —» O, },LBS—a. e X ).
yl0

Asi que a=ReKuwn(z) — 19B), b=ImKuwn(z) —» O,
yl0 y40
(9)
c=ReKvyp(z) —» 1g(a) , d=ImKvy(z) —» O,
y+o yl0
todo pp°-a. e x.
Notemos lo siguiente ( |.| significa el médulo de un complejo ) :
| sen(o) - Kvua(z) cos(o) |2 = | sen(a) - (c+id)cos(a) |2 =
= | sen(a) - ccos(a) - idcos(a) |2 = ([(sen(e)-ccos(e) )’ + (dcos(o))?1%) =
= (sen(o) - ¢ cos(a) )* + (d cos(a) )?.
De forma andloga
| sen(B) - Kuwz(2) cos(B) |2 = | sen(B) - (a+ib)cos(B) |? =
= | sen(B) - acos(B) - ibcos(B) [> = ([(sen(B)-acos(B))® + (bcos(B))1*) =
= (sen(B)-acos(B) Y’ + (b cos(B) ).

De éste modo, el limite (8) queda

b [(sen(a) —Kv,,(x +iy) cos(a) |
Y0 d | (sen(B) — K/, (x +iy) cos(B) |

_ (“ Im Kun/z(xﬂy)j lim (sen(a) —Kv,,,, (x +iy) cos(a) |’
ylo Im Kv_,,(x+iy) | | ylo ‘(sen(B)—Kun/z(X“Y) cos(B) \2
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_ (l'm Im Ky, (x +iy) J “m | (sen(a) —exp(Ku,,, (x +iy)) cos(;x) ‘2 o)
v Im exp(Ku,,, (X +iy)) ) [0 | (sen(B) - Ku,,, (x +iy) cos(B)|

Estudiemos el segundo de los limitesen (10):

m | (sen(a) —exp(Ku,,, (x +iy)) cos(oc)\ lim | cos(a) [t9(a) - exp(Kun,z(x+|y))]\
o | (sen(B) —Kp,,, (x +iy) cos(B) | o | cos(B) [t9(B) —Ku,/, (x +iy) ][’

: (cos(a)J lim | 19(a) - exp(Kun/z(xwy))‘
cos(B) Y¢° ‘TQ(B) Kun/z(x+|y)‘

lo que, por (4 ), nos da

3 [cos(a)j lim | exp(1g(B)) —exp(Ky,,,(x +iy)) \
cos(B)) v 19(B) —Ku, o O +iy) |

B} [cos(a)] lim exp(Ky,, (x +iy)) - exp(tg(B)) |
cos()) vio Ky, (x +iy) — 1g(B) |

pero,por (1), tenemosque Kuwn(z) — tg9(B) . uﬁs -a.e. X., asi que éste Ultimo limite nos
yl0
representa la derivada de la exponencial con respecto a tg(B), asi que la dltima relacién, fomando el

limite, queda, MBS -a.e X:

_ (cos(a) )’ 12 . [cos(a)Y -
- [cos(B)j | (exp(tg(B)))" |7 = (COS(B)] (exp(t9()))? =

lo que, por (4 ), nos da finalmente

_ [ cos(a) ? 2 s _
= (cos(B)j tg°(a), Mg -a.ex.

Veamos ahora el primero de los limitesen (10):
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im Im KMT\:/Z(X + 'Y)
ylo Im exp(Ku_,,(x +iy))

si Kuw2(x+iy) = a+ib, entonces

. b
| =
ylirg‘ Im exp(a+ib)

pero Imexp(a+ib) = Ime®*™® = Ime?e® = Ime% cos(b) + isen(b)) = e%sen(b), por lo que

el limite queda

= lim—— - =
ylo e® sen(b)

erocomo lim
i Y10 sen(b)

que el limite queda

= 1, entonces, por la relaciones (9) y por la relacion (4 ), tendremos

= 1 = 1
exp(tg(p))  tg(o) '

s
B -a.e. X.

De éste modo huestro limite (10 ) queda, finalmente, igual a

1 (cos@)) . 2 « _ cos(a) )
*g(a)(COS(B)J g = T9(0‘)(<:os(ﬁ)J (1)

Derivemos ahora o( ) en (4 ). Tenemos que
a( B) = tg'(exp(tg(B))), Be(-n/2,7/2),
de donde

_ 1
" 1+exp’(1g9(B))

b
cos’(B)

o'( ) exp( t9(B) )

pero, por (4 ), exp(tg(B)) = tg(a), asi que

_ 1

-t 1
I+1g°(a) 2

1 _
cos’(B) |, sen’(a)
cos?(a)

(o) tg(

a) 71 =
cos?(B)
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_ cos? (o)
® o5 (o) + sen’(o) 19

B
cos” ()

) cos(a) )
= tg(a) [ COS(B)j . (12)

Por lo tanto,de (11) y (12), obtenemos lo que queriamos demostrar en la primera etapa, es
decir

ImKu,(x+iy)
yto ImKv, (x +iy) )

o(B) , ugs-a.e.x.

NOTA 1: Laderivada o'(B) espositiva ( o'(B) > O ) yesfinita ( o'(B) < + ).
Demostremos esto :

-~

Como,de (4), a(B) = tg'(exp(t9(B)))., B e (-n/2,n/2 ), tendremos lo siguiente :

. Ahora bien, como

A) De (12), o(PB) = fg(d[cosw)f . sen(o)cos(a)

cos(p) cos’*(B)

B e (-n/2,n/2 ), entonces cos(B) = O, porloque cos’(B) 0. Ademds sabemos que
| sen(e) cos(e) | < 1. Por lo tanto se concluye que o'(B) es finita, es decir, o/(B) < +o.

B) Por el lema O, tenemos que o € (0, n/2), lo que implica que sen(a)>0 y cos(a)>0.
Ademds cos® () > 0. Por lo tanto la derivada o/(B) = ( sen(a) cos(a) )/ cos’(B) es positiva, es
decir, o(B) » O.

Segunda etapa

Probemos ahora que

lim“ﬁ{(x_g'x+8)}

vov {(x—gx+e)} = o(B) ., My -aex. (13)

Sabemos, por el resultado de la primera etapa, que:
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ImKuy(x +iy)
yto ImKv, (X +iy) )

o(B) , ugs-a.e.x.

entonces, si demostramos que

ImKug(x +ig) ~ uﬁ{(x —g,X+¢g) |
ImKv,(x +ig) Va{(X—S,X-FS)}

- 0, uﬁs-a.e.x,
el0

obtendremos directamente la aseveracion (13 ).

Veamos entonces

nuﬁ{(x—a,XJrs)}
ImKHB(X—i—iS)_MB{(X—8,X+8)} ) ImKp, (x +ig) 2

ImKv, (x +ig) va{(x—s,x+s)} ) Ivaa(x+is)_nva{(x—s,x+g)} (14)
2¢

Por [ 2 ] sabemos que, si los limites existen,

nlim“ﬁ{(x_g'XJrS)} ,

lslirg\Im Kug (X + ig) i »

va{(x—s,x+a)} ,

limImKv, (x +ig)
ed0 28

nlim
el0
asi que, poniendo h(e) = Im Kpg( x +ie), podemos escribir

(n/2e)pg {(x-¢, x+e)} = h(e) +o(e), donde o(e) —» O.
ed 0

Andlogamente, si g(e¢) = Im Kv,(x+ic), podemos escribir

(n/2e) vo. {(x-¢, x+€)} = g(e)+p(e), donde p(e) — O.
ey 0

De éste modo, de ( 14 ), tendremos que

h(e)[g(e) + ple) |- [h(e) + o(e) Jo(e) | _
9(e)[ 9(e) + ple) ]

h(e) h(e) + o(e)
g(e)  g(e) + p(e)
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_ | h(2) g(e) + h(e)p(e) — h(e)g(e) — o(e) g(e)
g(e)[g(e) + p(e) |

h(e)p(e) — o(e) g(e)
g(e)[g(e) + p(e) ]

S
pero sabemos que, Lz -a.e. X,

he) > o, gy > o, o) »> 0, pl) » 0,
ed 0 ed 0 edv 0 ed 0

(h@)/9() ) — o(B)

¢4 0
por lo que finalmente tendremos :
_o(e)g(e)
h(e) | P& h(e) _ h(s)[ pe)  ole)gle) j _
a(s)| [9(e) +p(e) ] a(e) | g(e) +p(e) h(e)[ ge) + p(e) |

he)( ple) o)  9) N .
9(8)( g(e) + p(e) h(e)( g(e) + p(s)D 0, ug'-aex,

ed 0

lo que da como resultado la afirmacién (13 ). Demostracion concluida.

Tercera etapa

Nuestras funciones Kup(z) y Kvq(z) son de Pick, entonces, por [ 3 ] pdg. 20, sabemos que
tienen una dnica representacion integral canénica de la forma:

1 A
Kup(z) =mz + v + I[H—mjdug(m,

donde 1 =0, v esunreal y dusg(h) esunamedida positiva de Borel sobre el eje A-real, para
la cual

1
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Esta dltima relacidn implica que Lig es una medida regular. ( Andlogo para Vg, ).

Demostremos esto . ( la demostracidn es andloga para V) :

-

Sea I< R.Sea Y: lafuncidn caracteristica de I.Entonces existe unha constante C >0, tal
que

1 1 T )
o0 > jﬁ”dug(x) > lmduﬁ(x) > lcdpﬁ(x) > (1/C)11duﬁ(x) = (1/C) pp(D),

lo que implica que pig (T) < +o0 . Entonces, por [ 15 ] pdg. 50, concluimos que g es una medida
regular. Demostracién concluida.

Consecuentemente, para nuestras medidas Lig y Vq, tiene lugar el siguiente resultado
(ver[14] pdg. 189-190):

Sea E un conjunto acotado de Borel. Si Lig y V, son dos medidas regulares de Borel sobre
R", finitas sobre conjuntos acotados de Borel y tales que si

() = [f(x)dv, + o(E) , olvg (15)
E

es la descomposicidn de Lig en sus partes absolutamente continua y singular con respectoa Vv,
entonces

“mug{(x—S,XJrS)}

s¢0va{(x—8,x+a)} = f(x), Vgq-a.e x (16)

o( A%)

"
o

(17)
donde
A={x:f(x) =006 f(x) = +o }.

Sabemos que el conjunto
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S = { x| limKpy(x+ig) = +oo }
el0
es el soporte minimo de la parte singular de la medida L, ver [ 10 ], de modo que

H°(E) = pp(EnS). (18)

En nuestro caso, para x € S, por (13 ), tenemos que

i pﬁ{(x—a,x+s)} o,
Isfg\va{(x—a,XJrs)} = (B,

de donde se sigue que, como o'(B) > O y o/(B) < +o (vernotal), SNA = &, loque implica
que Sc A°y como, por (17), o( A°) = O, entonces o(EnS)=0 paracualquier E. Por

esto, por (18)y (15) y yaque o'(B) = f(x), Vo ae.x, obtenemos la siguiente relacion

ME(E) = M(ENS) = [a/(B)dv,(x) + o(ENS) = o/(P) Va(ENS).

ENS

Como, porellemal, S = 5 y Sesel soporte minimo de la parte singular de la medida v, ,
finalmente obtenemos

we® (E) = o(B) Vo' (E),

lo que culmina la demostracién del teorema.
Q.E.D.

En el teorema anterior es posible sustituir la funcion exp(w ) por la funcion F(w )= aw,
a>0,con a(p) = tg'(atg(B) ), B e (-n/2,7/2 ), obteniendo la misma conclusién. Es posible
también sustituir en el teorema anterior la funcion exp(w ) por la funcion F(w)=w+c, con ¢
real y con a(B) = tg'(c+19(B))., B e(-n/2,7/2 ) y obtendremos de nuevo la misma
conclusién. Este resultado lo enunciaré en el teorema 1A, cuya demostracion es andloga a la del
teorema 1. Veamos pues, de manera explicita, cémo es que podemos hacer éstos cambios :

A) Sea g la medida definida por la relacion (1).

Consideramos ahora, en lugar de la funcién exp(w ), la funcién de Pick no constante
F(w)=aw, a>0, w=x+iy, y > 0 ydefinimos la funcién

Kvwz (2) = a Kun2 (2) . (19)

43 SERGIO FUENTES MARTINEZ 2013



- COEXISTENCIA DE TIPOS ESPECTRALES PARA OPERADORES AUTOADJUNTOS

Esta Kvyz (z) es también una funcién de Pick ya que es composicidn de funciones de Pick.
Y ahora definimos la familia de funciones

cos(a) + aKp_,,(z) sen(a)

Kva(2) = ful Kva(2)) = fula K (2) ) = sen(o) — aKy._,,(z) cos(a)’

aec[0,n), (20)

donde Vv, denota la medida asociada a Kv,(z) de acuerdo con la representacion integral para
funciones de Pick (ver [ 3 ] pdg. 20). fo(z) es la funcion definidaen (O).
B) Sea g la medida definida por la relacion (1).

Consideramos ahora, en lugar de la funcién exp(w ), la funcién de Pick no constante
F(w)=w+c, ceR, w=x+iy, y > 0 y definimos la funcién

Kvz (2) = Kuwa (2) + €. (21)
Esta Kvx» (z) es una funcion de Pick ya que es composicién de funciones de Pick.
Y ahora definimos la familia de funciones

cos(a) + (Ku_,,(z) + c)sen(a)
sen(a) — (Kp_,,(z) + c)cos(a)
aec[0,n), (22)

Kva(z) = fol Kva2(2)) = fo Kunz(2) +¢) =

donde v, denota la medida asociada a Kv,(z) de acuerdo con la representacion integral para
funciones de Pick (ver [ 3 ] pdg. 20 ). fo(z) es la funcién definidaen (O).

Entonces, para los incisos A) y B) tendremos el siguiente teorema :

Teorema 1A:

A) Sean g Yy Vi las medidas definidas por las relaciones (1) y (20) respectivamente.
Si a y B son tales que

o B) = tg'(atg) ), Be(-n/2,n/2), (23)

entonces
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Hp° (E) = o(B) Vo (E),
para cada conjunto de Borel E.

B) Sean U y V. las medidas definidas por las relaciones (1) y (22) respectivamente.
Si o y B son tales que

a(B) = tg'(c+1g(B) ), Be(-n/2,7/2), (24)

entonces
Mg (E) = o(B) Vo' (E),
para cada conjunto de Borel E.
DEMOSTRACION
Primera etapa
Demostremos en ambos casos ( inciso A) e inciso B) )que

IimImKuB(XJriy) ~

' 5
D Ik, (xriy) G e maex

Tanto la funcion F(w)=aw, a>0 delinciso A), como la funcién F(w)=w+c,c € R, del
inciso B), cumplen, cada una en su caso, con las mismas condiciones que la funcion exp( w ) utilizada
en el teorema 1, es decir, fenemos que

Kuﬁ (Z) — +oo MBS -da.e. X,
yi40
entonces, por (1),

Kua(z) — 19(B) ., uﬁs—a. e X,
y40

(lo que implicaque ImKun(z) — O, ;,tp,s—a. e.x. ),
yl0

de donde, por (19) enelinciso A) ( (21)enelinciso B) ) y (23) enelinciso A) ((24)enel
inciso B) ),
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Kvma(z) — tg(a) , MBS -a.e. X.
yi0

(lo que implicaque ImKvy2(z) — O, p,tBS -a.e.X. ),
yi0

de modo que, haciendo el mismo andlisis que en la demostracién de la primera etapa de la
demostracion del teorema 1, tendremos, para cada uno de las incisos de éste teorema, lo siguiente :

Para el inciso A):

| Im Kpg(x +iy) i (Iimlm KMn/Z(x+iy)J lim | (sen(a) —Kv,,,(x +iy) cos(o) ‘2 :
voImKv,(x+iy) (¥ Im Ky (x+iy) ) |0 |(sen(B)-Kp,,,(x +iy) cos(B)

(25)

i (r Im Kp_,,(x +iy) ] | (sen(a) - aKp,, ,(x +iy) cos(ar) |
= |lim lim 5
roIm(aKp,, (x+iy)) ) | ¥ | (sen(B) —Kp,,,(x +iy) cos(B)

Estudiemos el segundo de los limitesen (25):

(sen(a) - aKu,,,(x +iy) cos(a) \2 - lim cos(ar) [ tg(a) - aKp, ,,(x +iy) ] \2 _
(sen(B) —Ku,,,(x +iy) cos(B)[ 0 | cos(B) [ta(B) - Ku,,,(x +iy) ]|

(cos()Y . | ta(a) —aKu,,,(x+iy)) [
= |Im 2 -
cos(B)) o | 1g(B) —Ku,,,(x +iy) |

lo que, por (23 ), nos da

[ o)
cosB)) vl | tg() —Ku,,,(x +iy) |

i [a cos(a)] i | TOB) KR O+ i)
cos(B) Y“’ ‘ tg(B) — Ku,,,(x +iy) ‘
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cos(ar) )

2 | cosla s

= -a.e X
e (cos(B)J Hemae
Veamos ahora el primero de los limites en (25):

ImKu,,,(x +iy)
im ;
yio Im(aKp_,,(x +iy))

Si Kupa(x+iy) = p+iq, entonces

: q _
w0 Im(a(p+iq))

pero Im(a(p+iq)) = Im(ap+iaq) = aq, por lo que el limite queda

= lim 3 =

1
yl0 aq a

. ]JBS-G. e X.

De éste modo huestro limite (25 ) queda, finalmente, igual a

1 ,(cos(@)) _ (cos(a))
a® (COS(B)j ] °(cos(ﬁ)j (26)

Derivemos ahora o( ) en (23 ). Tenemos que
af B) = tg7(atg(B) ), Be(-n/2,m/2),
es decir,
tg(a(B)) = atg(B)

de donde, derivando con respecto a 3, tendremos

sec’( o)) o'(B) = asec’(p) |

lo que finalmente nos da que

v (cos(@))
<(B) = a[cos(ﬁ)j | (27)
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Por lo tanto,de (26 ) y (27 ), obtenemos lo que queriamos demostrar en la primera etapa para
el inciso A), es decir

ImKpg (x +iy)

- ' s_
yiom = a(Pp) ., Ug -a.ex.

NOTA 2: La derivada o'(B) es positiva ( o'(B) > O ) yes finita ( o'(B) < +o ).
Demostremos esto :

-

Como,de (23), a(B) = tg'(atg(B) ), B e (-n/2,n/2 ), tendremos lo siguiente :

De (27), &(B) = a (CCZSS(((;)J . Ahora bien, como B € (-n/2 ,n/2 ), entonces, cos(B) = O,

por lo que cos?(B) = 0. Ademds sabemos que | cos(a) | < 1. Por lo tanto se concluye, ya que a
es finita, que o'(B) es finita, es decir, o/(B) < + .

Por (23 ), tenemos que también o e (-n/2 ,n/2 ), lo que implica que cos(a) >0 . Ademds
sabemos que | cos(B) | < 1. Por lo tanto se concluye, ya que a es positiva, que la derivada

a(B) = a [Cczii(;}))] es positiva, es decir, o(B) > O.

Para el inciso B):

mIm Kug(x +iy) : {IimIm Kum(x+iy)J lim \(Sen(oc)—Kvn/z(xHy) cos(a) \2 _
yto Im Kv, (x +iy) ylo Im Kv_,, (X +iy) | | ylo ‘(Sen(B)—KHn/z(XJriy) cos(B) ‘2

- (,.m ImKp,,,(x +iy) J im (sen(a)—(Kpﬂ/z(x+iy)+c)cos(?) ‘2 -
o Im(Kp, (X +iy) +¢) ) [ ¥0 [ (sen(B) —Kp,,,(x +iy) cos(B)

Estudiemos el segundo de los limitesen (28 ):

\ (sen(a) — (Ku,,,(x +iy) + c) cos(cv) \
o (sen(B) —Ku,,,(x +iy) cos(B) \
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i | €050 [19(0) = (Ku o (x +iy) + ]

ylo \ cos(B) [*9([3) —Ku,,,(x +iy) ]‘2

B} (cos(oc)J2 lim ‘ tg(a) — (K, ,(x +iy) +¢) ‘2 _
cos(B)) vo | tg(B) —Ku,,,(x +iy) ‘2

lo que, por (24 ), nos da

: Kcos(a)]z o [CH1aB) K xrin) e

cos()) ¥ | tg(p) - Ku,(x +iy) [
_(cos(@)) s
= ( Cos(B)j , Ug—a.e X

Veamos ahora el primero de los limites en (28 ):

i TM Ku o (x +iy)
ylo Im(Kp ,,(x +iy)+c)

Si Kuwa(x+iy) = p+iq, entonces

: q _
ylwIm((P+iq)+c) )

, HBS-O. e. X.

1]
g.

De éste modo huestro limite (28 ) queda, finalmente, igual a
cos(a) )’
cos(B) )

Derivemos ahora o(B) en (24 ). Tenemos que

a(B) = tg7(tgB)+c), Be(-n/2,n/2),

es decir,
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tg(a(B)) = c+19(B).

de donde, derivando con respecto a 8, fendremos

sec’(a(B)) a'(B) = sec’(p) |,

lo que finalmente nos da que

' _ [ cos(a) ’
a(p) = (cos(B)J : (30)

Por lo tanto,de (29) y (30), obtenemos lo que queriamos demostrar en la primera etapa
para el inciso B), es decir

ImKug(x +iy)

' s
yiom = a(Pp) ., Ug -a.ex.

NOTA 3: Laderivada o'(B) es positiva ( a'(B) > O ) yes finita ( o'(B) < +o0 ).
La demostracidn es la misma que en la nota 2, sin hacer caso de lo referente a la constante a.

-~

Segunda y tercer etapas

Las demostraciones de éstas etapas para ambos incisos del teorema son exactamente las
mismas que en la segunda y tercera etapas del teorema 1.

El teorema 1A queda entonces totalmente demostrado.
Q.E.D.

De hecho, en lugar de la funcion exp( w) en el teorema 1 se pueden tomar otras funciones
analiticas mds generales.
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4. APLICACIONES DEL RESULTADO PRINCIPAL

( COEXISTENCIA DE ESPECTROS ).

4.1 APLICACION 1 :

Construccion de una familia de medidas con partes singular y
absolutamente continua no nulas a partir de una familia arbitraria de
medidas puramente singulares.

A continuacién mostraremos cémo es posible construir familias de medidas que tengan partes
singular y absolutamente continua al mismo tiempo. En la siguiente proposicién se hacen algunas
observaciones conocidas, que serdn de utilidad en el subsecuente desarrollo de éste trabajo.

Sea g la familia de medidas generadas por |l a través de las funciones fy definidasen (0),
es decir Kpg(2) = fg( Kuw2(z) ) . Nétese que en nuestro trabajo = 2.

Proposicion 3:
Sea J un intervalo abierto.

A) Lafuncion Ku(z) puede ser continuada analiticamente a través de J siy sdlo si
n(J)=0,
B) H*(J) > 0 siysdlosi MEC(J) > 0 paratoda B e (-n/2,7/2],

C) u(J') > O paratodo subintervalo J'c J siysélosi ug(J') > O paracada
subintervalo J'c J, Be(-n/2,7/2 ).

Para la prueba de A) ver [9,p. 32 ], para B) ver [ 13, teorema2.1] y para C) ver [9,
p. 38, teorema 2.52 ].

Consideremos cierto intervalo I y tomemos una medida V,/2 que sea puramente singular en
éste intervalo I, es decir, V:/z (J)>0 para cada subintervalo J < Iy VT?/CZ (I)=20. Sea

Kvz2(z) una funcién de Pick del tipo que hemos venido considerando, es decir, tal que
Im Kvp2(2)>0, z =x+iy con y>0 vy definamos

Kuna(z) = log( Kva(2)). (31)
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Sea, como antes,
Kug (2) = fp( Kun2 (2) ) Y

Kvo () = fol Kvan (2)),

donde fy(z) es la funcién definidaen (0).

Teorema 2:
Para cada subintervalo J = I tendremos

A) 1p(J)>0,Be(-n/2,n/2),
B) mg(J)>0Be(-n/2,7/2]

DEMOSTRACION

A) Lamedida V2 es puramente singular en el intervalo I, es decir, V:/z( J) > 0 para
cada subintervalo J < I vy fo/cz(I) = 0. De la Proposicién 1 inciso B), sabemos que la parte
absolutamente continua de la medida es estable, lo que significa que, como V:/cz( I) =0,

entonces v(f ‘(I)=0 para o € (-n/2 , /2 1], lo que implica que la medida V, es puramente
singular en el intervalo I para o € (-n/2 ,7/2 ], es decir

v;(J)>O para cada subintervalo J < I vy VT?/CZ(I) =0, ae(-n/2,7/2 ].

Como
Kva(2) = fol exp( Kur2(2))) .

podemos entonces aplicar el teorema 1 para obtener que
HE(T) = o(B) Ve(JT), T T,

paracada B e (-n/2,n/2 ), o e (0,n/2 ). Y entonces, debidoaque o'(B) > O (vernotal),
tendremos lo que queriamos demostrar en éste inciso, es decir, que L E( J)>0,Be(-n/2,n/2).
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B) Como Kvqn(z) e C',entonces O<argKvy(z)< n ypor lo tanto 0
< arg Kvya( x +i0) < m. De éste modo si la funcién logaritmo se determina de manera que sea real
en el eje positivo, entonces tendremos que

Im Kumo(x+i0) = Imlog( Kveo( x +i0)) = arg Kvzo( x +i0),

es acotada por © y esto significa que la medida |ly» es absolutamente continua ya que el soporte
de su parte singular es el conjunto

{ x:ImKupp(x+i0)=o0 },ver[17 ]y[2].

Si existe un intervalo J = I tal que L»(J ) =0, entonces , por la proposicion 1 inciso A),
sabemos que Ky, (z) puede ser continuada analiticamente a través de J vy, de la relacién ( 31),
tendriamos que también Kvy» (z) podria ser continuada analiticamente a través de J . Esto

implicaria, de nuevo por la proposicion 1 inciso A), que V(T ) =0 lo que contradice la
construccion de V./2 , es decir, contradice que Vv : /2 (J )>0 para cada subintervalo J = I.De
éste modo tenemos que (T )> O para cada subintervalo J <= I vy, de la estabilidad de la
parte absolutamente continua de la medida, proposicion 1 inciso B), tendremos finalmente lo que
desedbamos demostrar en éste inciso, es decir, que L gc (J) >0, para B e(-n/2,n/2 ]

Q.E.D.

Asi, dada una familia arbitraria de medidas puramente singulares { v, }, es posible construir
una familia de medidas { g} con partes singulares equivalentes a las de las medidas anteriores
pero ademds con componentes absolutamente continuos no nulos. Esto completa los resultados de
[ 7] donde se mostré que la coexistencia de las partes absolutamente continua y singular de una
medida es posible sélo para un conjunto de B's de medida de Lebesgue positiva.

53 SERGIO FUENTES MARTINEZ 2013



- COEXISTENCIA DE TIPOS ESPECTRALES PARA OPERADORES AUTOADJUNTOS

4.2 APLICACION 2 :

Generacion de situaciones de espectro mixto a partir de medidas
simples.

En el siguiente teorema demostraremos cémo medidas simples pueden generar situaciones de
espectro mixto.

Sea I unintervalo dado y fomemos un conjunto E < I, tal que para cada subintervalo
Jc I tfengamos

0<|ENT | «<|Jl,

donde | .| denota la medida de Lebesgue. Tales conjuntos pueden ser construidos, ver [12] vy
[2,ejemplos4y5 ]

Consideremos la funcién u(x):

Definamos la funcién

Kurz(z) = J.kizdlvln/z(x)

R

donde
duqz = udx,

y sea L fuerade I tal, que se cumpla

1
[ o200 <.

R
o con el decaimiento necesario requerido por el teorema inverso de Gelfand - Levitan, con el

propésito de obtener un problema de Sturm-Liouville. Ver [ 11 ].

Teorema 3:
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0) HE(J) > 0, para cada subintervalo J < I, B e (-n/2,1/2 ),
D) MEC(J) > 0, para cada subintervalo J< I, Be(-n/2,n/2 1

DEMOSTRACION

A) Definamos la funcion
Kvaz (2) = exp( Kpwa (2)) . (32)

Haciendo la consideracidn para la funcién exp(z) que se hizo antes de la relacion (2),
tendremos que ésta funcion Kv»(z) es dePick yaque 0 < Im Kupa(z) < m..
Demostremos esto :

Definamos la funcidn de Pick

Kuoal2) =] d, 1,0,

Poniendo z=a+ib con b>0, tendremos

1

Kuno(z) = | mdpn/z(k) .
— (}\*_0)+ib _ (}\-_0)+ib
= I(X—(a+ib))((x_G)Hb)dun/z(?u) = J-(k_a)z_{_bzd},LT[/ZO\,),

de donde obtenemos, yaque b=Im(z)>0,

bu

0 < Im Kuw: (2) —_——
-! (L —a)* +b°

—du_,(A) = dn =

=Ib
e (AL—a)’ +b
1 1

= bj . di < (/b)) [ dir =
E 2 {(K ;20) N 1} ! (r ;20) 1

. L, A—a
haciendo la sustituciéon x = ( )

dx=dr/b = dir=bdx, tendremos
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1.
b :
——dx = lim 5
X +1 tow X +1

= (1/b)f dx = *lim(ar'c‘ran(x)i*) = (n/2-(-n/2)) = m

De éste modo obtuvimos que O < Im Ku., (z) < n lo que implica que la funcion Kvg»(z) es de
Pick.

-~

Primero probaremos que V(f (J)>0 para cualquier intervalo J < I.

Tenemos, de (32 ), que
Kunz (2) = log( Kvaz (2)), -(33)
ahora, por el lema de Fatou, ver [ 3 ], sabemos que
u(x) = (1/xn) arg( Kvzo (x+i0) ), aex eI

pero como u(x) tfoma Unicamente los valores 1 y O, se sigue que arg( Kvg, (x+i0) ) toma
Unicamente los valores = y O, por lo que deducimos que

Im( Kvyo (x+i0))=0, aex eI

Esto implica que Vv, no tiene parte absolutamente continua ya que un soporte de la parte
absolutamente continua de Vv, es el conjunto, ver [ 10 ]

{x e E: O<Im(Kvm (x+i0)) }

S . .
y como V, = VI©+ v>, enfonces V, es puramente singular en intervalo I para cada

ae(-n/2,n/2).

Dado un intervalo J < I, supongamos que V»( J )= 0, entonces la funcién Kv.»( z), por la
proposicion 1 A), puede ser extendida analiticamente a través de J 'y, por ( 33 ), lo mismo se

puede hacer con la funcion Kuy»( z ). La proposicion 1 A) implica entonces que W»(J )=0 lo

. .z S .
cual contradice la construccién de |i-». Entonces tenemos que v_,,(J)> 0 para cada intervalo

J < I, por lo que, usando la proposicion 1 C), obtenemos que v; (J)>0 para toda
ae(-n/2,n/2).
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Ahora, para culminar la demostracion de éste inciso, basta con utilizar el teorema 1 que nos
dice que

H(F) = o(B) V(F),

cuando o B) = tg'(exp(tg9(B)) ) para cada conjunto de Borel F, f e (-n2,w2), a e (0, n2),
lo que directamente nos da la afirmacion del inciso A) del teorema.

B) Elinciso B) se sigue de la bien conocida estabilidad de la parte absolutamente continua de

la medida, ver proposicién 1 B), ya que la medida [,» es absolutamente continua por construccion.
El teorema queda totalmente demostrado.
Q.E.D.

NOTA 4: En [ 8 ] se dan cinco ejemplos de familias de medidas { Lz} donde dpL=yg( x )dx. B
es un conjunto medible en el sentido de la medida de Lebesgue y

1, si xeB,
0, si x e B¢,

xe(x) = {

La coexistencia de una parte singular junto con una parte absolutamente continua se muestra
en [ 8, ejemplos 4 y 5 ] sélo para un conjunto de f's de medida de Lebesgue positivas. La
construccion anterior demuestra, coexistencia para todas las B's con excepcion de una: B = /2.

Para construir una familia de medidas tal que el inciso A) del teorema anterior tuviera lugar
para toda B e (-2, w2 ], es decir incluyendo 7/2, observemos lo siguiente.

Sea
Ax +B
X) =
2x) Cx+D
A esta funcién le podemos asociar la matriz
A - A B
‘ ¢ D

Consideremos ahora la funcion
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ax +b
cx+d’

A_ab
Y le d)

La composicién de funciones w( z( x)) tiene matriz asociada AyA;.

w(x) =

la cual tiene como matriz asociada a

Lema 3:

DEMOSTRACION

Calculemos la composicién w(z(x)):

q Ax +B N
az+b Cx +D a(Ax +B)+b(Cx +D)
w(z(x)) = - - -
cz+d C(Ax+Bj+d c(Ax + B)+d(Cx + D)
Cx+D

_ (aA+bC )x+(aB+bD)
" (cA+dC)x+(cB+dD )"’

Esta composicion tiene matriz asociada

(aA+bC aB+bDj

CA+dC cB+dD (34)

Calculemos ahora el producto de matrices AyA;:

AA-ab A B _(aA+bC aB+bD 35
27 le d) (€ D) |cA+dC cB+dD (35)

La matrizen (35) esigual alamatrizen (34 ), lo que demuestra la veracidad de éste lema.

Q.E.D.
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Si ahora consideramos las funciones

i —e? +x
o(z)= — Y Fe(x):lm,

con matrices asociadas

1 _ l | _ ieZiG
A = )
P [l | j y AFQ (_ 1 _ ez.e ] !
respectivamente y las componemos en el orden Fo( ¢(z) ), obtendremos lo siguiente

Fuo(2)) = 1%+ 92 (36)
—e® —¢(z)

Segln el lema 3, la matriz asociada a ésta composicién es

A ) I _ieZie 1 _i ) i_ieZie 1+62i6 )
(PAFS‘ _1 — 20 1 i - _1-e2 j_je?® -

i(1-e*) 1+e* ) _
—(1+e™) i(1-¢™))

pero 1+ e?0= 1+ cos(20) + i sen(20) = 1+ cos2(0) - sen2(0) +i 2 sen(0) cos(0) =
= 2 cos?(0) + i 2 sen(0) cos(8) = 2 cos(0) (cos() +isen(®)) = 2 cos(0) e,

1-e%® = 1-(cos(20)+isen(20)) = 2 sen?(0) - i 2 sen(0) cos(0) =
= 2 sen(0) (sen(0) - i cos(0) ) = - 2i sen() e,

entonces i(1-e%°) = 2 e%sen(0). De éste modo nuestra lltima matriz queda

_ [ 2e’sen(0) 2e"” cos(0)
" |-2e®cos(0) 2e”sen(0))’

59 SERGIO FUENTES MARTINEZ 2013



- COEXISTENCIA DE TIPOS ESPECTRALES PARA OPERADORES AUTOADJUNTOS

Notemos ahora que, por otro lado, ésta matriz es la correspondiente a la funcién

2e”zsen(0) +2e” cos(0) _ cos(0)+ zsen(0)
—2ezcos(0) +2e”sen(6)  sen(0)— zcos(0)

= fo(z). (37)

La dltima igualdad por (O ). Concluimos entonces, de (36 ) y (37), que la funcion fo(z) en
(0) se puede reescribir de la siguiente manera

fe(z):iM (38)
_eZIG_(P(z) !’
donde
o(z)= 27
Z+1

y ,por B) de la proposicion 1,
fo(z) =fovn(Z).
Observemos ademds que

. —e? 1+ ¢’(2)

2y =z (2) 2 f . (2). (39)
-e” - 09%(2) 22 24
Demostremos esto
i_ eZI:G + (Pz(z) _ _ gzie + (PZ(Z) _ _i | _ e2i9 + (PZ(Z)
—e® -’ (z)  -[e™ -(io(2))’] (e” —ig(z))(e" +ip(2))
lo desarrollo en fracciones parciales
: —i[ | A L B J : _I.(A(e‘°.+i(p(z))+B(ei°—i(p(z))J _

e’ —ip(z) e’ +ig(z) (e® —ig(z)) (e® +ip(z))
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o [ e“’(A+B)+i(p(z)(A—B)]
(" —io(2) ) (" +in()) )

Esto pasa siy sdlo si

4 @) -ie” y g . —i ¢ o)
2i 2i '

enfonces tendremos que

o(z)-ie’ -—ie’-q(2)
i—eZ‘°+(p2(z) o 2i . 2i )
—e™ —9%(z) e’ —ip(z) e’ +ip(z) |

i 1( ie’ —o(z) +ie‘9+(p(z)J
2

2 e —igp(z) e’ +ig(z)

1[—(—ie‘9+cp(2))+ ie” +¢(z) J

2i(-ie’ —o(2))  ~i(ie” ~o(2))
pero 1/i = -i, i = ™2, asf que queda
1 i—efem+¢&)+i—b4em)+@&)
) i —(=ie®) =
3 I G ED R e
pero -i = e™?2, quedando entonces
(T i(2m
1] —e™% 4)+(p(z) e e +¢(z)
= 5| L0 0m +I 00w -
2 2(+7) (-2

i )
e P gz)  —e 7Y —g(2)

=3 fe n(z) + 3 fe n(z)-
22 2

2 4

La dltima igualdad por (38).
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Definamos ahora la siguiente funcion

6iz) = i—62'B+(P2(KHn/2(Z)) (40)

—e® —9*(Ku,,,(2))

donde
Z—i
Z+i

¢(z) =
Esta funcién es de Pick, ya que Kpx(z) es de Picky

1 1 1 1
6p(z) = _f (K, ,(@)) + - f (Ku,,(2)) = = Ky, (2) + ~ Ky, (2) (41)
2 3% 2 37 2 3 2 32

2 4 2 4

por(39)y (1). Sea ;,t;/ , lamedida asociadaa Gna(z) y escribamos Ku;/z (2) = Guw(2).
Demostremos ahora que Gg(z) = fp( Gra(z) ) , es decir que 6Gp(z) = fg( Ku; ,2(2))

-~

0%( Kuxa(2) ). Enefecto, de (40) tenemos que

Primero demostremos que ( Ku; ,,(2))

"4 gl (Ku,,,@) | 1+ 07(Ku,,(2))

* Z-
WD e kK@) T
de éste modo
Kp,,(2) i ii(ngtumgg_i
o(Kitz/2 @) - Kﬁi:z(z)ﬂ ) .1+$2(Kﬁ:z(2))

'1- 9% (Kn,(2))

i+ 9K, @)]il- 0*(Ku,,,(2)]
i+ o’ (Kn, ,, @)+ ifL- 07 (Ku, ()]

= ¢(Kuwa(2)),

quedando entonces demostrado que ¢( Ku; (@) = 0°( Kua(2) ).
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De ésta dltima relacién obtenemos que

—e™ + ¢’ (Ku,,,(2)) _

G =i . =
B(z) | _62«[3 _(PZ(KHn/z(Z))

—e 4 oK, (2)

—e® —o(Ku’,,(2))

= fp(Kp,, (@),

lo que concluye ésta demostracion.

Asi, podemos entonces decir que

6i(z) = Ky (@) = fa(Ku',,(2)). (42)

Ahora bien, por (41) y (42) tenemos lo siguiente

K@) =3 f, (Ku, (@) + 36, (Ku,() = # Ky L(2) + § Ky (),
2 4 2 4 2 a

2 4

lo que en forma integral, por tratarse de funciones de Pick, queda ( ver [ 3 ] pdg. 20. ):

nz+ v+ J.( 1 —x)dH;(K) =

A—z A +1
1 A
S FTMZF EVI ¢ R I(H—mjdug+n(7w) +
2 4
1 A
+ %ﬂzz +3Vve + 3 I(H—mjdug_n(k)
2 4

Esta igualdad se cumple sdlo si

n=z(m+mz), v=3z(vi+v2) Y

Iy -

De la dltima igualdad tenemos que

(N

I(k i z 7fk+1jd(“3+ﬂ(7‘) +1p (1)

dpg () =3 dpy () + 5 dp, (1),

2 4 2 4
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lo que implica que
W2 = 5 U3wa + 7 Mw/a, (43)

es decir, si B=m2, lamedida | 5 sivaa contar con parte singular ademds de su parte

absolutamente continua, ya que, por el teorema 3, sabemos que la medida Lig cuenta con ambas
partes ( singular y absolutamente continua), si B € (-w/2, w2 ), en particular, si B = w/4
(ver(43)).

Esto implica que la familia de medidas P ; satisface las aseveraciones en los incisos A) y B)

del teorema 3 paracada B e (-w2,w2] (i incluyendo 72 !), es decir, para cada subintervalo
J < I tendremos

A) w,°(J)>0,pe(-w/2,m/2]
B) u,*°(J)>0,pe(-w/2,m/2]

De éste modo hemos construido una familia de medidas ; con partes absolutamente

continua y singular para toda B € (-n/2 ,7/2 ].
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4.3 APLICACION 3 :

Obtencion de un componente singular de la medida sélo para la mitad de
las constantes f consideradas.

En el siguiente teorema se mostrard que si multiplicamos la medida |i,/2 usada en el teorema
3 por una constante menor que 1, entonces obtendremos un componente singular de la medida sélo
para la mitad de las constantes 3 consideradas.

Sea dHyz = u(x)dx comoen (31). Esdecir, consideremos cierto intervalo Iy fomemos
una medida V;/z (J)>0 para cada subintervaloJ <= I y Vr?/cz (I)=0.Sea Kvy(z) una

funcion de Pick del tipo que hemos venido considerando, es decir, tal que Im Kvy»(z) >0, z = x +iy
con y >0 y definamos la funcion

Kuwa(2) = log( Kvra(2) ).

Si en el teorema 1 tomamos, en lugar de la funcién F(w)=exp (w), la funcién F(w)=aw
(ver teorema 1A inciso A) y definimos la funcion

KV, (2) = ful a Kuwa(2)),
entonces, de acuerdo con el teorema 1, tendremos que
ME(E) = al(B) Vg (E),
para cada conjunto de Borel E'y donde o 8)= tg* (atg(B)), o, B € (-n/2 ,7/2).

Aplicando el teorema 2 inciso A, se sigue que L E(J) >0, Bpe(-n/2,n/2), loque, porla
relacion anterior y debido a que la derivada de o con respecto a 3 es positiva ( vea hota 2 ), nos

indica que V ; $(J)>0, para cada subintervalo J = I.
Consideremos ahora la funcién

KyB* (2) = fp=(exp( Kv;/2 (2))), con p*e(-n/2,7/2]. (44)

Teorema 4:
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Para la familia de medidas g+ tenemos que 7y ﬁs (J)>0 para cada subintervalo J < I siy

sélosi B*e (0, n/2). Si BP*e ( -n/2, 0 ], entonces yB* tiene solo parte absolutamente

continua.
DEMOSTRACION

Aplicando el teorema 1, obtenemos que
*s _ o s
Ve *(E) = Br@Y, (E),

para cada conjunto de Borel E y con B*(a) = tg” (exp(tg(a)), o e (-n/2 ,n/2 ), con
B*e (0,n/2) (verlemaO).

Enfonces 7Y BS (J)>0 para cada subintervalo J = I y paracada p* € (0,n/2).

Para ver que y; =0 para B* € (-n/2,0 ], recordemos que un soporte minimal para y; estd

dado por el conjunto
A= { x: K«/Bx(x+i0)=oo}
el cual, por la prueba del lema 1, es igual a  (ver (6))
= { x: Kymz (x+i0) = tg( B*) }.
Si asumimos que Y BS =0, entonces A = .

Ahora bien, de (44 ), fenemos que
Ky (2) = fruo( exp(KV,,,(2))) = exp(Kv, ,,(2)),
lo que implica que
Kyeo{ x+i0) = exp(Kv_ ,,(x+i0)) =

- 0 -
= exp( -l.k—(x+i0)dk ) =

= exp{Re(Kv_,,(x+i0))+Im(Kv_ ,,(x+i0))}=
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En{x-gx+e)

= exp{R+(ina)lin(')\ }, (45)

2¢

donde R = Re( Kv;/2 (x+i0)) y | .| denota la medida de Lebesgue. (Ver [ 2 ] pdg. 44 ).

Si x € A, el lado derecho de la ecuacion (45 ) tendria que ser igual a tg( B* ), es decir, un
ndmero real. Esto obliga a que el limite en (45 ) tenga que ser iguala O 6 1/a.

Como (| En{x-e x+}|/2¢ ) < 2¢/2¢ = 1 y a<1, entonces el limite anterior tiene que ser
igual a O, lo que implica, de (45 ) que tg( B* ) = exp( R ) > 0. De éste modo, si B* € (-n/2 ,0],

entonces y; =0.
Q.E.D.
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4.4 APLICACION 4 :

Método iterativo generador de situaciones de espectro mixto para
operadores de Sturm-Liouville a partir de una medida simple.

El resultado anterior ( Teorema 4 ) sugiere el desarrollo de un método iterativo que nos genere
situaciones de espectro mixto para operadores de Sturm-Liouville a partir de una medida simple.
Para esto, sea I=[0,1] y tomemos unconjunto E < I, tal que para cada subintervalo
Jc I tfengamos

O<|ENT| <« |7

’

donde | .| denotala medida de Lebesgue.
Primera etapa

Consideremos una funcién u(x) tal que:

1/ 4, si x €E,
A) ux) = 0, si x e EC.

B) Sea duwr= udx y Kuwa(z) lafuncion asociada a ésta medida, como en la aplicacion 2.

Sean Mg Yy V. las familias de medidas como en el feoremalcon a(p) y P relacionadas
comoen (4).

Entonces, por el teorema 1y el teorema 4 (donde o juega el papel de B* ), fendremos que
Hg(E) = a(B) Vg(E), ae(0,n2), Be(-m2,m2)
es decir, la partes singulares de las medidas son equivalentes:
Ve ~ Mg, ae(0,m2),pe(-m2m2).

Antes de empezar con las iteraciones, consideremos las siguientes proposiciones y lema que
serdn (tiles en el desarrollo de nuestro método:

Proposicion 4 :
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Sea V, la familia de medidas generada por Vs> descrita en el teorema 1.

Si definimos una nhueva medida de la siguiente manera :

WYrp += Vops
entonces

Yot = Vo s,

donde W,~ es la familia de medidas generadas por . .

DEMOSTRACION

Utilizando la funcién f¢(z) definida en el teorema 1, definimos :

Kyor (2) 1= for (Kyra(2)).
Pero, por (46),

for(Kyna(z)) = far(Kvra(z)).
y como
Kvwa(z) = fwa( Kvwa(z)).
entonces

for(Kywa(z) ) = for(fwa( Kvwa(z))) = for-wae w2 Kvwa(2) ) ,

por la parte A) y B) de la proposicién 1. De éste modo obtenemos que

for(Kyna(z) ) = fors ma( Kvea(z) ) ,

lo que quiere decir que

Vot = Vo w4,

Queda asi demostrada la relacién (47 ).

Proposicion 5 :
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Sea el operador T(x) = (e*-1)/(1+¢e*). Entonces:
L T(-Tx) = -T(T(x)) = -T(x),

2. T(xX) > O,cuando i — +mo, donde T(x) = T(T(...(TX))...)).

. =
i - veces
3. -T(x) —> O,cuando i — +,
DEMOSTRACION
Comencemos demostrando la parte 1 de la proposicion :
1 1-e™
~T(x) T T _eT™
TR Syt Oty T
1+e "™ 1 1 1+e ) 1+e™™
e T T
T(x)
e -1 5
= - T s T(T(X) = -TAX),
v g =TT = T

con lo que queda demostrada la parte 1 de la proposicién.

Para demostrar la parte 2 basta, por ejemplo, demostrar que T(x) < 3x/4,con 0 <x< 1,
yaque, como (3x/4) — 0, cuando i — +wo, estoimplicariaque T(x) — O, cuando
i —  +oo,

e -1

X

Por demostrar: T(x) = < 3x/4, con 0 <x< 1.

Sea f(x)=(3/4)(xe*+x)-e"+1.

Demostremos que f(x) > 0, si 0 <x< 1,

Tenemos que f(0)=0. Si f'(x) > 0, para O <x < 1, habremos terminado.
f'(x) = (3/4)(xe*+e*+1)-e* =

—  f(0) = (3/4)(0+1+1)-1=3/2-1=1/2 > 0.
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Si f"'(x) > 0, para O <x< 1, habremos terminado:
f'(x)=(3/4) (xe*+e*+e*)-e* = (3/4)xe*+(1/2)e* > 0,si 0 <x< 1,
por lo que concluimos que f(x) > O, si O <x < 1. Esto Ultimo quiere decir que
T(x) = (e*-1)/(e*+1) < 3x/4, si 0 <x<1,

lo que, como ya se dijo, finalmente implicaque T(x) — O,cuando i — +o. Lo que culmina
la demostracién de la parte 2 de la proposicion.

La parte 3 de la proposicion es una consecuencia directa de la parte 2.
De este modo, ha quedado completamente demostrada la proposicién.

Q.E.D.

Generemos la familia de medidas ;/2, i=123,. .., delasiguiente forma:

Sea la medida

1
W, o = (W4)V_wa,

con su funcidn de Pick asociada

K., (2

1
“‘IT/ 2

Definamos la funcién
Ki (2) = exp{ K, / (2)}
2

1
/2 T,

y con ella generemos, usando la funcion fg(z) definidaen (0 ), la familia de funciones

Ki@ = ful Ky @),

donde Vv, es la familia de medidas asociadas a ésta familia de funciones.

71 SERGIO FUENTES MARTINEZ 2013



- COEXISTENCIA DE TIPOS ESPECTRALES PARA OPERADORES AUTOADJUNTOS

El siguiente paso es, con ayuda de v i , definir la medida

2 1
Hus2 = (4) Vonsa

con la que, siguiendo la misma idea que se acaba de explicar, se genera la familia de medidas V?,
tales que

Kvg (z) = fu( Kvg/z (2)).

Repitiendo i veces el procedimiento, tendremos que, en general,

W, o= (w4 vl,, para i=1,2,3,...

con Vgn/4 = V_.,4 (laoriginal) y tales que

K, (@) = explK, (2))}
/2 2

v o
Se cumple entonces lo siguiente:
Lema 3:

Si

W, = ay v, para i21,2,3,...

0 _ . ,
con V__,, = V__,, (laoriginal), entonces :

O<ImK, (2) <w4, i=1,2,3,....

/2
DEMOSTRACION

Sea, comoen ( 2),

Kvn/z (2) = expl KlJn/Z @)

Notemos, en primer lugar, que
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0 <ImK, (2)<m4: (48)

/2

demostremos esto :

La demostracidn es idéntica a la expuesta en la demostracion del inciso A) del teorema 3,

donde queda establecido que 0 < Im K|_| (z) < =, pero como nuestra funcion es
/2

u(x) = % si x e E, entonces, al reproducir la misma demostracién, obtendremos que
O<ImKl_| (z) < w4 .

/2

Aplicaremos ahora el método de induccion matemdtica para demostrar el lema :

1) Para i=1,tenemos

1
l”ch/2

(T[/4) V_n/4 .

luego entonces

Im Ku1 (z) = ImK (z) = Im(w4) K
/2 V.

(/D

(2) = WHImK (2),
4 -

/' /4

de donde, aplicando la parte B) del lema 2, tenemos :

InK, (z) = W4)InK () =
H Von/4

/2

(n/4)ImKv_, ,(2)
(sen(-n/4)—Re Kv_,,(z)cos(-n/4))’ +(ImKv_, ,(z)cos(-n/4))

(n/4)ImKv_,,(2) 3
((-1/.2) -Re Kv_,,(z2)(1/ /2) ¥ + (Im Kv_,(z)(1/ /2) )*

(n/4)ImKv,_,,(z) (n/4)ImKv_,,(2) y

;(1+ Re Kv_,,(2))? ;(1+ 2Re Kv_,,(z)+Re’Kv_,,(z))

IA
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. B/ AImKv,,,(2)
- Re Kv_,,(z)

(' el dltimo paso es vdlido ya que, por (48), O <argK (2) = Im Ku (z) < (w4),
Va/2 /2

y, por lo tanto, Re K (z) > 0).
Vn/2

Pero, por (2 ), sabemos que :

K (2) =exp{ K” (z) } = exp{Re Ku (z) +iIm Ku ()} =
/2 /2 /2 /2

= exp{Re KIJ N (z) }exp{iIm Ku . )} =
= exp{Re K (2)}(cos(ImK, k6 (z))+isen(ImK  (2))),
He2 He2 He2

asi que, finalmente obtenemos :

(n/4)ImKv_, ,(z)
Im K < -12(2)
K, @ R kv, ()

_ (n/4)exp{Re Ku_,,(2) }sen(ImKy._,,(2))
) exp{Re Kp,,,(z) }cos(Im Ku,,,(z))

= (/4) tg( Im KIJ (2) ) < (W4)tg(n/4) = w4,
/2
la dltima desigualdad por (48 ). Por lo tanto :
O0<ImK, (2) <m4.
un/Z
2) Supongamos que para i se cumple

0 <Im KI-Ii/ (z) < 4.
/2

3) Probemos para i+ 1. Tenemos que :
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Im Iﬁ-‘if/lz (z) = ImK(n 14y (z) = (w4) Im Kvi_TT (2),

/4

de donde, aplicando nuevamente la parte B) dellema2 y (2), fenemos :

(n/4)Im Kvin/2 (2)
Re KV (2)

I Ky, (2) = ) InK,  (2) < = (W) 1g(In K, (2)).

Finalmente, haciendo uso de la hipétesis inductiva 2), obtenemos :

ImK,., (2) < (W) 1tg(ImK, (2)) < (v4)tg(w4) = w4,
/2 /2

por lo fanto :

0 <Im Iﬁ.l”l (z) < 4.

/2
De éste modo queda concluida la demostracién del lema.
Q.E.D.

Comencemos ahora con las iteraciones :

Primera iteracion

Queremos definir una nueva medida, que sea absolutamente continua, de la siguiente manera :

1
Hos2 = (n'4) Vi w/a

Lo haremos en dos etapas :

A) Definamos primero
Vo 5 Vs (49)

Esta medida es absolutamente continua ya que sabemos, por el teorema 4, que
Vz (J) > O siemprey cuando o € (0, w/2).

Entonces , por la proposicién 4, tendremos que
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Vo = Vor+ w4, (50)

donde ,~ es la familia de medidas generadas por /2 .

Pero nosotros teniamos como V. la familia de medidas generadas por V2, asi que,
por (47 ), obtenemos que

oa=a"+mw4, dedonde o = a-w4, ae(0,n2). (51)

Entonces, como o e (0,72 ), tendremos que o e (-w/4,w4) 6,yaque fo(z) es
periédica con periodo  ( ver inciso B) de la proposicién 1 ),
a0 e[0,n4)u(3n/4,n).

B) Definamos ahora la hueva medida :
TGO (52)
Si B! es el subindice de la familia generada por “i/z y si

Bi(a”) = arctg( (W4)tg(a”)), o,ple[0,mw4d)u (34, ). (53)

entonces, por el teorema 1A inciso A), tendremos que
S
Von= [BYa™)]’ uéf , o, ple[0,m4)u (34, n).
es decir, son equivalentes las partes singulares de las medidas :
1s s A 1
Mg ~ Wor, oa”,Be[0,m4)u(3n/4,n), (54)
y por (53), (54 ) se puede escribir :
1 ~
Maretg((e/aytga ™y ~ Vo<, o €l0,mw4)0(3w4 ). (55)

Finalmente, uniendo nuestros resultados (50) y (55), tendremos :
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1s S S ~
Harctg((n/aytgla "y~ VYo" = Vo izsa . o [0, w4)u (304, ).
es decir:
1 N
Marctg((r/aytga™n ~ Vasnsar o <[0,mw4)u (304, 7), (56)

por lo que la medida que habiamos definido arriba (de (49)y(52) )

Merz = (W4 V_yg (57)

cumple con la relacion (56 ).Las o” quedan en donde muestra la figura 1.

[ — 0 O—rO— J
0 /4 /2 3n/4 T Figura 1.
Por el lema 4, caso i =1, fenemos que
O<ImK, (z) <4 <m,
/2
lo que implica la existencia de una medida vlﬁ/g , tal que
Kvl (Z) = exp{ Kul (z) } ’ (58 )
/2 /2
donde, si o' es el subindice de la familia generada por Vi 7y
t9(B") = In(tg(ca!)), ' e [0, w4)U(3w4 ,n), ot € (0, m2). (59)

. . . 1 1 .
Es decir, consideramos ahora las medidas Mﬁl Y Vi . definidas como en el teorema 1,

relacionandoa o'y B! con (59 ). Entonces, aplicando el teorema 1, tendremos que las partes
singulares de las medidas son equivalentes

s ~1s
Vg ™ Mg
donde
Ble[0,w4)u (34 ,n),
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lo que por (59 ) ( como se demuestra a continuacion ) implica que

o' e (arctg(l/e), arctg(e) ).

Demostremos esto Gltimo, es decir, que o' € (arctg(l/e), arctg(e) ):

Tenemos que B'c [0, w4 )u (34 ,n), entonces, por (59 ), pasa lo siguiente :

*si Bl 0 = 1Y) >0 = In(tgd)) - 00 <

o fgd) » ' = o > wh.

*si plowd = tgp) > U = In(tglc)) » I <

o tgd) > e = o - arctgle).

Entonces si B! € [0, m/4),las o' quedan en donde muestra la figura 2.

° @ al O >
0) /4 ar'cT\gJ(e) - Figura 2

"' <

*si Bl > 34+ = Tg(Bl) - -1 = In(’rg(ocl)) -

o tg(d) » (Iey = o — arctg(l/e) .

*siplonrw = 1Y) >0 = In(tgld)) - 0 <

o tgd) > 1 = o > wvh.

Entonces si B! € (3w4 ,n),las o quedan en donde muestra la figura 3.

® O o O >
0 arctg(l/e) w4 - Figura 3.
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Por lo tanto, obtenemos lo que queriamos demostrar :

o € (arctg(l/e) , arctg(e) ).

De este modo, se obtuvo una familia de medidas { Vil Yol c(0.n2), tTales que Vils (J)>0 vy

Vif'c' (J)>0 para todo subintervalo J = I, siempre que

o' € (arctg(l/e) , arctg(e) ),
es decir, de la figuras 2y 3, para las o' que quedan en donde muestra la figura 4.

1
[0

° O O
o) arctg(l/e) w4 arctg(e)

v

J - Figura 4

Segunda iteracion

Con los mismos fundamentos utilizados en la primera iteracién, podemos tfomar una nueva
medida :

2 1
oo = @A)V 4.

obteniendo una familia de medidas { Viz }a2 < (0.772), tales que V(szs( J)>0 vy V(zxza'c'az( J)>

O para todo subintervalo J < I, siempre que

e -1
eX+1

o € (arctg(e™) , arctg(e™) ), donde T(x)=

Demostremos las cotas para o :

Al hacer el mismo andlisis que en la primera iteracién, tendremos que, como
o' € (arctg(l/e) , arctg(e) ),

entonces
B? e (arctg(l/e) -w/4 , arctg(e) -n/4 )
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0, ya que fo(z) es periddica con periodo = ( ver inciso B) de la proposicion 1),
B2 e [0, arctg(e) -m4 ) U (arctg(l/e) +3n/4 , m).

Las B? quedan en donde muestra la figura 5.

® B O, : oL O—>
O arctgle) -4 w2 ar'c‘rg(l/e)/+37c/4 T Figura 5

Como en la primera iteracion, por el lema 4, caso i = 2, fenemos que

O<Im|<'_l2 (z) < nd < m,
/2

lo que implica la existencia de una medida vﬁ2 /o . Tal que
. (2) = ex . (2)},
Ky (@) = explK ()

2

. ’ . o 2
donde, si a“ es el subindice de la familia generada por \ry

19(B%) = In(tg(c®)), B?<[0,arctg(e)-w4)u (arctg(l/e)+3w4 ,n), o®e (0,m2) (60)

De este modo, por (60 ), tendremos :

*si BP0 = 1B > 0 = In(tg@d®)) » 0 <

o tga2) > 1" = o > wh.

* si B? - (arctg(e) -w4)- =

como
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to(arctg(e)) - to(n/4)  e-1

tg(arctg(e) - w4 ) = = ,
glarctg(e) - 4) 1+ tg(arctg(e))tg(n/4) 1+e

S ontge®) > (27N S
l+e

2

-1
=  1g9(a®) - exp{ e-- Y = o - arctgle™)

l1+e

e -1

X

O (.
l+e

con T(x) =

Entonces si B> € [0, arctg(e)-n/4 ), las o’ quedan en donde muestra la figura 6.

»
»

az
@
[ 0 /4 ar'c‘rg?em)) J Figura 6

* si B? - (arctg(l/e)+3w4d) =

como
- 1
1 3n/4 o —
gl arctg(l/e) s3ma ) = AT/ )+ TgBn/4) e T 1-e
1-tg(arctg(l/e))tg(3n/4) 1. 1 e+l
e
= In(tgc?®)) - (-(e-1)(e+1))" =
= tg(c?) - expf et ¥ = o - arctgle™y
l+e
con T(x) = ex -1 = TQ)-= e—_l .
+1 l+e

*sipPPonw = 1) >0 = Intgd)) -0 <o

o 1900 > 1 = o > wh.
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Entonces si B° € (arctg(l/e)+3w/4 ,n), las o quedan en donde muestra la figura 7.

2
(00
s O >
[ 0 ar'c‘rgie"zl)) 4 J Figura 7

Por lo tanto, obtenemos lo que queriamos demostrar :

of e (arctg(e™), arctg(e™) ).

Grdficamente, de la figuras 6y 7, las o® quedan en donde muestra la figura 8.

° O o 0 >
0 arctgle™) w4  arctgle ™) Figura 8

Tercera iteracion

Tomando una nueva medida :

3 2
l’ln/Z - (TE/4) V—Tt/4'

obtendremos, actuando de forma andloga a las iteraciones anteriores, una familia de medidas
3 3s 3a.c. .
{V, Ja3cowe), talesque v o (J)>0 y Vv_.""(J)>0 paratodo subintervalo Jc I,

siempre que
o® € (arctg( exp{ -T?(1)} ), arctg(exp{ T?(1)})),

e -1

donde T(x)= L T(x) = T(T(x)).

X

Demostremos las cotas para o :

-~

3

Enestaiteracidn, si o’ es el subindice de la familia generada por v_,,, la relacién

equivalentea (59) y (60) es:

19(8%) = In(tg(c®)),p3 e [0, arctg(e™) - w4 ) U (arctg(e™) + 3w4 ,n), a® € (0,m2) (61)
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Las B° quedan en donde muestra la figura 9.

B | B 0 R
[ 8 arch(e\m)) -/4 w2 ar'c‘rg(e'm)+3n/4 T J Figura 9

De este modo, por (61), tendremos que :

*si BP0 = 1) >0 = In(tgdd) > 0 <
& 1900 > 1" = o - wh.

*si BP > (arctg(e™)-v4)- =

como
+ TWyy 4 T _
ro(arctg(e™®) - wa ) = OLOreta(e ) ~tg(x/4) e -1
1+tg(arctgle ")) tg(n/4) 1+e™
™ _1
= In(tg(e) > ( :+e”1> ) =
T _ 1
= tg(c’) > exp( ]e_JreT(l) y =
= o — arctg(exp{ TA(1)} )
con T(x) = ex ;i , T = T(T().

Entonces si B3 [0, arctg(e™) -w/4 ), las o® quedan en donde muestra la figura 10.

3
- — O > >
0 /4 arctg( exp{ T°(1)}) Figura 10

*si B2 > (arctgle™)+3w4)y =
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como
tg(arctgle” ")) + tg(3n/ 4 ST _4q
tg( arctg(e ™) + 3w4 ) = o 9( )) +tg(3n/ 4) _e
1-tg(arctgle” ")) tg(3n/4) 1+e T
-T(D)
3 e -1..
= In(tg(c”)) — ( e T0 1 ) =
3 T _q
= fg(’) » exp{-m} -
= o > arctg(e™ )y
ex - 1 . L4 . .
con T(x)= — 1 Pero por la proposicion 5 inciso 1) , sabemos que
T(-T(x)) = -T(T(x)) = -T¥x),
asi que

o® — arctg( exp{ -T*(1)} )"

*sipPonw = RN >0 = In(tgl®) >0 <

o tgdd) > 1 = o > s

Entonces si B> e (arctgle™)+3w4 1), las o quedan en donde muestra la figura 11.

3

o Qs O >
0 arctg(exp{-T°(1)}) w4 Figura 11

Por lo tanto, obtenemos lo que queriamos demostrar :

o® € (arctg( exp{ -T?(1)}), arctg( exp{ T2(1)}) ).

Gréficamente, de la figuras 10y 11, las o® quedan en donde muestra la figura 12.
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3
[0

{ 6arc‘r9( exp? “T’(1)}) w4 arctg( exp?TZ(l)i) J Figura 12

Iteracion i+1
Asi, del mismo modo, en la iteracién i+ 1, tomando

i+1 i

l’ln/Z - (TE/4) V—TE/4'

obtendremos, actuando de forma andloga a las iteraciones anteriores, una familia de medidas

i+1s i+la.c.
Yoi*l c(0.n72), tales que V i (J)>0 y v,

(x'+l

i+1
{ V(xi+1

J < I, siempre que

(J)>0 para todo subintervalo

o e (arctg( exp{ -T'(1)}) , arctg( exp{ T'(1) })),

X

e

X

donde T(x)= ‘i, T(x) = T(T(...(TX))...)).

<. ="
i - veces

Infinitésima Iteracion ( Sihacemosque i — +o )
De la proposicion 5, incisos 2) y 3), sabemos que

T(x) > 0,cuando i — +mo

y que
-T(x) »> 0,cuando i — +x,

por lo que tendremos que
arctg( exp{ -T(1)}) — arctg(e®) = arctg(1) = w4, cuando i — +o vy

arctg(exp{ T(1)}) — arctg(e’) = arctg(1) = w4, cuando i — +mo.
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*
Asi, en el limite al infinito, habremos encontrado una familia de medidas{ vV _ }o* < (0.w2), Tales

o

que v*f(J )>0 vy v*f'c'(J)>O para fodo subintervalo J < I, siempre que

a

o e(m4-¢, Wh+e), paratoda £>0.

Segunda etapa

La funcién correspondiente K. (z) es de Pick ya que es composicién de funciones de Pick,
/2

pero no es, necesariamente, una funcién correspondiente a alglin operador de Sturm-Liouville.

La medida (original ) 1 _,, satisface las condiciones de decaimiento, asi que existe una

familia de operadores de Sturm-Liowville K, (z) talque L _,, eslamedidaespectral de
a

K‘_| (). De este modo tendremos que K‘_| (z) tiene su representacion de Pick :
/2 /2

G, @ = mee [ 1 -t .0

(el término lineal miz no estd presente ya que la representacién de Pick debe, ademds,
corresponder a algin operador de Sturm-Liouville. ver [2]),m; e R", m; e R).

Después de hacer todas las iteraciones y el limite al infinito en la primera etapa, obtenemos
la funcién de Pick K. (z).Para hacer que ésta funcién corresponda a algiin operador de Sturm-
/2

Liouville, debemos, en su representacién de Pick, adicionar la constante necesaria C que haga que
dicha representacion corresponda, ahora si, a algtin operador de Sturm-Liouville. Tendremos
entonces definida la siguiente funcion :

K
(I)TI’/ 2

@) = F(K,. @) =K. (@) +C.

*
Definamos entonces ¢n y V _ las familias de medidas como en el teorema 1 y sea

o

Kd)'rr/Z @) = K |g’;/z @),
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donde F(w)= w+C, CeR, esdecir

K¢n/2 (2) = F( KV:T/Z @)= KV:T/z (@) + ¢

con ny o relacionadas de la siguiente manera :
tg(n) = C+tg(a’ ), n,a e(mw4-¢, w/4d+¢), paratoda £>0. (62)

Entonces, por el teorema 1A inciso B), podemos concluir que las partes singulares de las
medidas son equivalentes, es decir:

ycomo o € (m4-e, n4+e),entonces (como se demuestra a continuacion )

1+ 1g(¢)
1-1g(e)

ne( arctg(1+C), arctg( +C)), sine (-w2, n/2). (63)

Demostremos las cotas para n :

Por (62) tenemos lo siguiente :

*siad o (w4-g) = tga) - tg(nwd-e) =

como
tg(n/4) -t 1-
tg(n/4-¢ ) = 9(n/4) - 19(e) = t9(e) =1
1-tg(n/4)1tg9(e) 1-1g(e)
= 1tg(n) > (1+C)" = n - arctg(1+C)", sine (w2, w2).
*sio o (mhre) = tgld) > tg(wh+e) =
como

tg(md+e ) = fg(n/4)+19(e) _ 1+79(e)

1-1tg(n/4)1g(e) 1-1g(¢)
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= tg(n) > (9 Loy
1-1g(e)

=

1+ T
= 1n — arctg( +19(e) +

C), sine (-w2, w2),
1-1g(¢)

con lo que queda demostrada la relacién (63 ).

De este modo hemos obtenido una familia de medidas { d)n I <(-w/2.ns2), correspondientes a

operadores de Sturm-Liouville, tales que d)ns J) >0 vy (1)1;J “(J) > 0 para todo
subintervalo J < I, siempre que

1+ t
ne (arctg(1+C), arctg( +19(¢)
1-1g(¢)

+C)) CeR.
Tercera etapa

Finalmente haremos un andlisis sobre como afectan los posibles valores y signos que pudiera

adoptar la constante C que se utiliza en el punto anterior. Con éste fin, vamos a desplazar el
intervalo en donde se encuentran las n de la siguiente manera :

La familia de funciones generada por K b (), segin el teorema 1,es:

/2

f, (K

¢Tl’/ 2

(2)) = K (). (64)

Tenemos que ne(-n/2,n/2), entonces, para cada no € (-n/2, n/2) fija, vamos a considerar

la familia de funciones generada de la siguiente manera, basdndonos en la propiedad en el inciso A)
de la proposicion 1:

fi(Ky @)= fir (Fi( Ky @)) = fragea(Ky (@), (65)

con B%e [0, n) debido a la periodicidad de fo(z).
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Las familias (64 ) y (65 ) son familias que tienen las mismas propiedades ya que son
generadas por la misma funcién.

Tenemos, por (65 ), la relacién
n' = B+ mo-mw2. (66)
Consideremos los siguientes tres casos extremos para C:
CASO1:(C » -o)
Si C — -o, entonces,por (63), no — -2, loque, por (66),implicaque n' — B*-n,

entonces, como B"e [0, ), tendremos lo siguiente :

*si B >0 = 7 > -mx,
= Neln,6 0):
*si B >n = n — 0.

Esta situacion se puede representar mediante el esquema en la figura 13.

n'= B+ mo-n2

4 -n Figura 13

Quedard mds claro lo que estd pasando si generalizamos el intervalo [ O, = ), es decir, si
tomamos :
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B e [n-a-¢, n-a), conae[0, n-¢], €> 0.

Tendremos entonces lo siguiente :

*siB® > n-a-¢ => N > n-a-g-n2-w2 = -a-g,

= nel-a-¢, -a) (67)

*siB” > n-a = 1 > n-a-v2-w2 = -a.

pero ae[0, n-¢], porloque, por (67),tendremos que :

*sia—>0 = nNel[-¢g,0),

*sia—>mn-g = nel-n, -n+e),

lo que nos indica que efectivamente n' e [-n, O ), pero dentro de pequefios subintervalos como
se muestra en la figura 14:

n'= B+ mno-n2

-€ ' t B°
sia—>0 /

sia > m-¢ -+ 8
\ o

“n Figura 14

Por lo tanto, se obtiene el siguiente RESULTADO :
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Sea ¢>0 arbitrario. Existe una familia de medidas { Em’ I (), correspondientes a
operadores de Sturm-Liouville y existe un conjunto B=(-n+a,-n+a+¢],con ae[0,n-¢],

tales que &;’:(J) >0 vy E_,T?/C'(J) > 0 para todo subintervalo J < I, siempre que n' € B.

cAs02:(c » 1)
1-19(¢)
1
Si C—> - +T9(8), entonces, por (63),
1-19(¢)

o — 0,

lo que, por (66 ), implicaque n' — B"-n/2, entonces, como B"e [0,n), tendremos lo
siguiente :

*si B >0 = n > -n/2,
= nNel[-n/2,n/2):

*si BT o1 = 1 - n/2.

Esta situacién se puede representar mediante el esquema en la figura 15.

n' = P+ no-n2

n/z{)- ”O

<+
-n/2

Figura 15
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Andlogamente como en el caso 1, quedard mds claro lo que estd pasando si generalizamos el

intervalo [0, ), es decir, si tomamos :

B"e [n-a-¢, n-a), conaec[0, n-c], > 0.

Tendremos entonces lo siguiente :

*

*

sip” > n-a = 1 > rn-a+0-n2

nNel[n2-a-¢, 2-a),

pero ac[0, n-¢], porloque,por (68),tendremos que :

*sia >0 = nNe [n2-¢g, w2),

*siao>n-ge = nNel-w2,-n2+g),

sip"> n-a-¢ > N > n-a-¢+0-12 = W2-a-¢,

/2 -a.

(68)

lo que nos indica que efectivamente n' e [-w2 ,m?2), pero dentro de pequefios subintervalos

como se muestra en la figura 16:

n'= BT+ mo-m2
/2

sia—>0

/ /2 - ¢ ‘ .

sia > m-¢ ~ ..,Q/-/-Tc/2 +g
-n/2
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Por lo tanto, se obtiene el siguiente RESULTADO :

Sea ¢>0 arbitrario. Existe una familia de medidas { E’n’ I ()., correspondientes a
operadores de Sturm-Liouville y existe un conjunto B=[-n/2+a,-n/2+a+¢), con
ae[0,n-¢e],tales que é';ns J) >0 vy Ei,ﬁ'c'(J) > 0 para todo subintervalo J c I,

siempre que n' € B.

CASO 3 :(C — +o)

Si C — +o, entonces,por (63), no —> w2, loque, por (66),implicaque n — B~ ,
entonces, como B"e [0,n), tendremos lo siguiente :

*si B> 0 = 1 - 0,
= ne[0,n):
*si B> o => 1 >

Esta situacién se puede representar mediante el esquema en la figura 17.

n'= B+ no-n2 $

T

Figura 17

Quedard mds claro lo que estd pasando, como en los casos anteriores, si generalizamos el
intervalo [ O, ), es decir, si tomamos :
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B"e [r-a-¢,n-a), conac[0, n-c], ¢ > 0.
Tendremos entonces lo siguiente :
*siB®” > n-a-¢ > 1N > n-a-g+W2-wW2 =mn-a-¢,
*siB” > n-a = 1 > n-a+n2-712 = n-a.
nNelrna-¢, n-a),
pero ae[0, n-¢], porloque, por (69 ), tendremos que :
*sia—>0 = nNeln-¢, n),

*sia—>mn-g = nel0,¢),

(69)

lo que nos indica que efectivamente n' e [0, n), pero dentro de pequefios subintervalos como

se muestra en la figura 18:

n' = BT+ Mo-m2
T 0
. / /._.
sia -0 T-¢
Sia > m-e so
| >
| >
0 n B°

Por lo tanto, se obtiene el siguiente RESULTADO :
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Sea ¢>0 arbitrario. Existe una familia de medidas { Em’ I (), correspondientes a
operadores de Sturm-Liouville y existe un conjunto B= [n-a-¢,n-a),conaec[0,n-¢],

tales que &;’:(J) >0 vy E_,T?/C'(J) > 0 para todo subintervalo J < I, siempre que n' € B.

De este modo, por los casos 1,2y 3 y todos los casos intfermedios para ng € (-n/2,1/2), se
obtiene, generalizando todos los casos, el siguiente resultado:

Sea ¢>0 arbitrario. Existe una familia de medidas { én' I (), correspondientes a
operadores de Sturm-Liouville y existe un conjunto B=+[n-a-¢,n-a),
( donde [b,c)=(-c,-b]), conac[0,n-2], talesque &(T) >0 y & () >0

para todo subintervalo J < I, siempre que n' € B.
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4.5 APLICACION 5 :

Relaciones integrales entre las medidas p; y v,.

Aplicando el feorema 1 podemos encontrar relaciones integrales como las que se enuncian en el
siguiente lema:

Lema 3:

Sean g y V, las medidas definidas por las relaciones (1) y (3).Si o y B son tales que
cumplen con la relacién (4 ), es decir, tales que

af B) = tg'(exp(19(8))), B (-n/2,n/2),
entonces se cumplen las siguientes relaciones:

n/

A) [u3(A)dp = [vi(A)da

-/ 2 0
n/2 n/2
B) [u(A)dB = [vi(A)da
0 n/4
n/2 n/2
0) I e (A)dB = I ve(A)da
-n/2 0
DEMOSTRACION

Para tales medidas g y V., segln el teorema 1, se cumple que
Hp(A) = o(B) Vg (A), (70)

para cada conjunto de Borel A.

Asi que, para cualquiera de las relaciones A), B) o C) que queremos demostrar, tendra lugar lo
siguiente ( los limites de integracidn con respecto a o los denotaremos en general con a y b).

Consideremos la integral
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b
s (A =
Por (70), ésta integral se puede reescribir de la siguiente manera

= [l@)vi)dp -

pero o, segln el feorema, es funciénde B, asique do = o'(B)dB, por lo que la integral queda
d

= [vi(A)da.

C

donde c y d serdn los nuevos limites de integracion con respecto a a. Obtuvimos entonces la
siguiente relacion

d

b
[ui(A)dp = [vi(A)da (71)

¢ y d cambiardn de acuerdo a las correspondientes a y b en cada uno de los incisos a
demostrar. En efecto :

Enelinciso A) a=-n/2 y b=0, asique, considerando la relacion ( 4 ), tendremos que
*5i B /2 = 1gB) - -0 = exp(tgB)) > O = tg'(exp(tg())) —» O

= a—-> 0
por lo que en éste caso ¢ = 0.

*si po>0 = tgB) > 0 = exp(tgB)) > ' = tg'(exp(t9(B))) » /4 =

= o> /4
por lo que en éste caso d = n/4.

De éste modo, sustituyendo en ( 71) los respectivos valores de a,b,c y d para éste caso,

queda demostrada la relacién en el inciso A).

EnelincisoB) a=0 y b=n/2, asique, considerando la relacion (4 ), tendremos que
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*sip>0 = tgB) > 00 = exp(tg)) > 1I' = tg'(exp(tg(B))) » /4"

> o> /4
por lo que en éste caso ¢ = n/4.

*si po> /2 = 19(B) > w0 = exp(1g(B)) >+ = tg(exp(19(B))) > /2 =

= a > /2
por lo que en éste caso d = n/2.

De éste modo, sustituyendo en ( 71) los respectivos valores de a,b,c y d para éste caso,
queda demostrada la relacién en el inciso B).

El inciso C) es una consecuencia directa de los dos incisos anteriores ya que
n/2 0 n/2

[usAdp = [u7(A)dB + [us(A)dB =

-n/2 -n/2

aplicando los incisos A) y B),
n/4 n/2 n/2

= [vi(A)da + [vi(A)da = [vi(A)da.

0 n/4 0

El lema queda entonces totalmente demostrado.
Q.E.D.

98 SERGIO FUENTES MARTINEZ 2013



- COEXISTENCIA DE TIPOS ESPECTRALES PARA OPERADORES AUTOADJUNTOS

5. APENDICE
DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 1

Proposicion 1:
Sea fo(z) la funcién definidaen (0 ). Entonces :

A) fo(fu(2)) = fupra(2).
B) fo(2) = for(2)

C) fw(z)=1z

DEMOSTRACION :
en(p)

cos(a) + zsen(a)
cos(®) + £.@sen®) P sen() - zcos(a)

sen(B) — f.(z) cos(B) ~ cos(a) +zsen(a)
sen(p) sen(a) — z cos(a) cos(p)

A)  fp(fu(2)) =

_ cos(p) ( sen(a) —z cos(a) )+ (cos(a) + z sen(a) ) sen(B) _
~ sen(p) ( sen(a) — zcos(a) )— ( cos(a) + zsen(a) )cos(B) )

_ cos(B)sen(a) +cos(a) sen(B) + z( sen(a) sen(B) —cos(a)cos(B) ) _
~ sen(p)sen(a) — cos(a) cos(B) — z ( sen(B) cos(a) + sen(a) cos(B) )

_ sen(a +B)+z(—cos(a+B)) _
"~ —cos(a+B)-zsen(a+p)

pero como
sen(n/2+0) = cos(60) = sen(#0-m2) = —cos(0)

y tsen(6) = cos(m2+0) = cos(¥0-n2) = sen(6) = cos(6—-m2),
entonces

_cos(a+PB—-n/2)+zsen(o+p—n/2) _f @
" sen(a+B-n/2)-zcos(o+Pp-n/2) ap-n2(2),
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por definicion de fo(z). De este modo queda demostrada la parte A) de la proposicién.

cos(0+m)+zsen(6+m) _

B) Consideremos: fg.:(2) = =
) | oun (2) sen(0 + m) — zcos(0 + m)

cos(0) cos(n) —sen(6) sen(n) + z ( sen(6) cos(r) + sen(r) cos(0) ) _
~ sen(0) cos(m) + sen(r) cos(6) — z ( cos(6) cos(r) — sen(8) sen(rr) )

_ —cos(6)+z(-sen(d) ) _ cos(6)+zsen(6) _ fo(2)
—sen(0)-z(-cos(0)) ~ sen(0)-zcos(6) e

Con lo que queda demostrada la parte B) de la proposicién.

cos(n/2)+zsen(n/2) 0+2z(D) _
sen(n/2)-zcos(n/2) 1-z(0)

C) Calculemos: fr2(2) =

La proposicion se ha demostrado completamente.
Q.E.D.
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