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La filosofia e scritta in questo grandissimo libro che continuamente ci sta aperto 
innanzi a gli occhi (io dico l'universo), ma non si puo, intendere se prima non s 'impara 
a intender la lingua e conoscer i caratteri, ne' t quali e scritto. Egli e scritto in lin­
gua matematica, e i caratteri son triangoli, cerchi, ed altre figure geometriche, senza i 
quali mezzi e impossibile a intenderne umanamente parola; senza questi eun aggirarsi 
vanamente per un oscuro laberinto. 

Galileo Galílei, Il Saggiatore, 1623 
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Introducción 

En este trabajo abordaremos uno de los problemas inversos clásicos del análisis 
espectral, la reconstrucción de un operador a través de sus valores propios. Los proble­
mas inversos son aquellos donde los valores de algunos parámetros del modelo deben 
ser reconstruidos de datos obtenidos algunas veces a través de la experimentación y 
otras veces a partir de razonamientos constructivistas. En nuestro caso revisaremos el 
problema para operadores autoadjuntos sobre espacios de dimensión finita cuya repre­
sentación matricial es una matriz finita de Jacobi de la forma 

ao bo ... O 
bo al b¡ 

· . .· . .· . .[ 
O O O 

donde todas las a;, bí son reales y además las bí son positivas. 
En el primer capítulo iniciaremos revisando algunas definiciones del álgebra lineal y 

de la teoría de matrices; continuaremos la exposición definiendo las matrices de Jacobi, 
describiéndolas como matrices tri diagonales de las cuales además se da una definición 
formal en el apéndice. Posteriormente, describiremos algunas de sus propiedades y vere­
mos a detalle la caracterización de sus vectores propios, demostrando que la componente 
ej de los vectores propios resulta ser un polinomio de grado j y derivaremos expresiones 
para cada una de ellas. Revisaremos también, la importante relación de recurrencia que 
cumplen, dada por 

bj_Icj¡ + ajej + bjej+! = ).,ej 

Finalizaremos el capítulo demostrando que la multiplicidad de los valores propios es 
uno y mostrando que es posible obtener una base ortonormal del espacio sobre el que 
actúa el operador a partir de sus vectores propios. 

En el capítulo dos se enuncian dos teoremas referentes a la reconstrucción de una 
matriz de Jacobi a partir de dos espectros: el espectro de la matriz original ({Aí}7=o) y 
el espectro de la matriz tnmcada ({J.Li}~_¡), obtenida de la matriz original eliminando 
el primer renglón y la primera columna. Veremos cómo en general, un solo espectro no 
basta para poder reconstruir la matriz, pero si tenemos más de un espectro, por ejemplo 
el espectro de la matriz truncada o sí contamos con información adicional de la matriz, 

5 
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por ejemplo que la diagonal principal sea simétrica, entonces es posible reconstruirla 
de manera unívoca. En el primer caso, veremos cómo se puede reconstruir la matriz a 
través de la relación 

( k) ~" AfA(Ai)
J 80 ,80 = 	~ F(A;) ,k = 1,2,3, ... n 

,=0 

donde B(A) es el polinomio característico de la matriz original J y A(A) es el polinomio 
característico de la matriz truncada Jr ; en el segundo caso, se demostrará que si no se 
conoce el espectro de la matriz truncada, pero la matriz guarda la relación de simetría 

para toda i, entonces es posible conocer el espectro de la matriz truncada y reducir 
el problema al mismo caso del primer teorema. En este caso, el camino será encontrar 
primero el espectro de la matriz truncada y para esto utilizaremos la relación: 

A(A) = B(A) I:n 

_c---.--1_~._ 
j=O (A Aj) 

yecontraremos 7 j de la igualdad 

117jll2 = IB'(A)I 
... bbob1b2 n - l 

Los dos teoremas de este capítulo y sus demostraciones son debidos a Harry Hochstadt 
[1] yel objetivo fue clarificar cada uno de los pasos de la demostración, incluyendo el 
algoritmo para obtener las entradas de la matriz; además se demuestra que la matriz 
depende de una manera continua de los espectros, en el sentido de que siempre que 

tengamos otros conjuntos {~i}~=o Y {jii}~=l tales que, para cierta E> O se cumple que: 

y 
1ft; - J1il < E i = 1,2,. .n 

entonces las entradas de las matrices reconstruídas a partir de estos conjuntos se en­
cuentran arbitrariamente cercanas unas de otras. Concluiremos este capítulo con la 
demostración y el algoritmo para el caso en que la diagonal principal de la matriz 
cumple la relación de simetría indicada en los renglones anteriores y cómo ajustar el 
algoritmo para reutilizarlo en este caso específico. 



[2], pero usando la función espectral y la función m de Weyl. Iniciaremos este capítulo 
con la definición de la integral de lliemman Stieltjes, que nos servirá para definir la 
función espectral;continuaremos demostrando cómo cada función espectral determina 
de manera unívoca una matriz de Jacobi [2] y dcfiniendo la función m de Weyl, de la 
forma: 

m(z):= (zI - J)-loü,OO) 

que nos permitirá obtener el primer teorema del capítulo uno como un corolario de un 
resultado más general. Especial mención merece el teorema que relaciona la función 
espectral con la función m de Weyl y del que obtendremos la relación: 

m(z) = J~p(; 

y que permite conectar y darle consistencia a la derivación del teorema del capítulo uno 
como corolario. 

Finalmente a manera de apéndice se han relacionado algunos de los temas que fue 
necesario revisar para entender mejor las demostraciones y también se han demostrado 
algunos de los resultados que se usan durante éstas. Se ha considerado oportuno cen­
trarnos en los resultados principales, con el objetivo de darle mayor fluidez al trabajo, 
y dejar estas demostraciones intermedias en el apéndice. 

íNDICE GENERAL 7 

En el tercer capítulo se demuestra nuevamente el primer teorema del capítulo dos 
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el tercer capítulo se demuestra nuevamente el primer teorema del capítulo dos 
usando la función espectral y la función m de \Veyl. Iniciaremos este capítulo 

definición de la integral de Riemman Stieltjes, que nos servirá para definir la 
espectral;continuaremos demostrando cómo cada función espectral determina 

unívoca una matriz de Jacobi [2] y definiendo la función m de \Veyl, de la 

m(z) ((zI J)-IJO, bo) 

permitirá obtener el primer teorema del capítulo uno como un corolario de un 
más generaL Especial mención merece el teorema que relaciona la función 
con la función m de \Veyl y del que obtendremos la relación: 

m(z) = I dp(>.) 
Z A 

y que permite conectar y darle consistencia a la derivación del teorema del capitulo uno 
como corolario. 

Finalmente a manera de apéndice se han relacionado algunos de los temas que fue 
necesario revisar para entender mejor las demostraciones y también se han demostrado 
algunos de los resultados que se usan durante éstas. Se ha considerado oportuno cen­
trarnos en los resultados principales, con el objetivo de darle mayor fluidez al trabajo, 
y dejar estas demostraciones intermedias en el apéndice. 



Capítulo 1 

MATRICES DE JACOBI 

A lo largo de todo el trabajo se utilizarán conceptos y resultados del álgebra lineal 
y del álgebra de matrices, asumiendo que el lector está familiarizado con ellos. 

A continuación se precisan algunos de estos conceptos. 

1.1. Preliminares 

Por en denotaremos el espacio vectorial cuyos elementos son eneadas de números 
complejos y por T entenderemos una transformación lineal de en en en. Por V indi­
caremos un espacio vectorial y por Oel producto interno, mientras que utilizaremos 
det M o IArl para indicar el determinante de la matriz A1. 

En nuestro caso, trabajaremos con operadores lineales en espacios de dimension fini­
ta que pueden representarse con un tipo especial de matrices, las matrices de Jacobi. 
Sabemos por los teoremas correspondientes del álgebra lineal, que existe una correspon­
dencia biunívoca entre el espacio vectorial formado por todos los operadores lineales 

. de Cn en Cn y el espado de las matrices cuadradas J1nxn con entradas compleja.s¡ así, 
trabajar indistintamente con el operador o con la matriz que 10 representa. 

. en cuenta 10 anterior, será conveníente definir algunos conceptos en térmí­
operadores lineales, entendiendo que podemos sustituir sin problema alguno el 

por la matriz que lo representa. 
todas las defmiciones que siguen T es una transformación lineal de en en en 

1.1. Decimos que T es simétrico si para toda x , y E en se tiene que 
= {x,Ty) 

1.2. Al operador T* tal que para toda x , y E en se tiene que (Tx, y) 
le llamamos el adjunto de T 

1.3. Decimos que Tes autoadjunto si T= T* 

8 



En espacios de dimensión finita todo operador simétrico es autoadjunto, es decir, la 
matriz que representa a T es la misma que representa a T* 

Definicion 1.4. Por I entenderemos la matriz identidad, es decir 

I~lf;:: ~l 

de las matrices de Jacobi 9 

Si exíste una matriz J'vI- I tal que /'vI M- 1 = I diremos que ¡'vI es invertibJe y a la 
matriz J'vI-- 1 se le llama laínversa de JM 

Diremos que 1'vI es una matriz ortogonal o unitaria si Alt = Af- l 

Definicion 1.5. Por una matriz de Jacobi entenderemos una matriz J de la forma 

... O 
bo al bl 

:l~ 
ba 

b.~_, 1 
O O O bn -- l an 

donde todas las ai, bj son reales y además las bi son positivas. 

Nótese que la matriz J es una matriz cuadrada simétrica (es decir autoadjunta) de 
n+lxn+l 

En el resto de este capítulo nos centraremos en la caracterización de sus valores y 
vectores propios. 

1.2. 	 Caracterización de los vectores y valores pro­
pios de las matrices de Jacobi 

Decimos que).. EIC es un valor propio de J y ¿ = (co, el, e2, .. _, en) el vector propio 
correspondiente sí y sólo sí 

(1.2.1) 

con ¿ f (j. En el caso de las matrices de Jacobi, si la ecuación 1.2.1 tiene solución, 
en términos matriciales implica que existen).. E e y ¿ E ICn+! tales que: 

l

ao bo 

ba al 


O O O 



1. MATRICES DE JACOBI 
~----

Desarrollando el sistema de ecuaciones tenemos: 

aoCo + bOCl = ACo 
boCo + al Cl + b1C2 = ACl 

bn - 2cn -2 + an-l<-n-l + bn-1Cn = AC"_l 

bn-1c,,-1 + anCn = ACn 

Analizando el sistema vemos que tiene una relación de recurrencia; de la primera 
ecuación si Co = °entonces boCl = °y como bo f °el = O; de la segunda ecuación 
b¡C2 = °y como b1 f °C2 = O, Y sucesivamente el ° e2 = C3 ... C,,-l Cn, es 
decir 

= (0,0,0, ... ,O) 

lo cual no puede ser, porque el vector 71 no es un vector propio, por lo tanto co f O. 
Sabemos que para toda a E C, a ¿ es un vector propio correspondiente al valor 

propio A así que si co f °entonces ¿ siempre puede ser escrito como (1, el, C2, ... , en) 
(basta poner o: = l/Co) 

Observemos que las primeras n ecuaciones pueden resolverse de manera recurrente 
para cualquier A E C fijo, notemos sin embargo, que la última ecuación 

se resuelve con respecto a A sólo cuando A es un valor propio de J de lo contrario 
no tiene porqué cumplirse. Es decir, podemos encontrar que la relación de recurrencia 
se cumple para cualquier A sin considerar la última ecuación pero en la última ecuación 
A debe ser un valor propio. 

Si eo = 1, de la primera ecuación obtenemos 

ao + bOCl A 

es decir, 

de la segunda ecuación 

y despejando C:l 



Por lo tanto 

y sustituyendo Co = 1 Y CI = A 

de las matrices de Jacobi 11 

A2AaO - alA + aOal - A(ao + a¡) + aOal - bfi 
bobl bab! 

Notemos que Co = 1 puede verse como un polinomio Po (A) de grado Oen A, mientras 
que 

CI 

es un polinomio PI (A) de grado 1 en A, y el coeficiente de la potencia en A es bOl, de 
igual forma 

A2 
- A(ao + a¡) + aOal - b5 

bobl 

es un polinomio P2 (A) de grado 2 en A y el coeficiente de la potencia A2 es (bob¡)-l 
Para C3 

AC2 - bICI a2c2 C2(A - a2) bICI 
C3 = -=------"'-"---"-'::" 

b2 b2 

A3 
- A2(a2 + al - aO) + Aaoalbij + ala2 - aOa2 bi) - aOala2bfi + aobr 

c3 = ----------------~------------~---.--''----= 
bobl b2 

que es un polinomio P3 (A) de grado 3 en Ay el coeficiente de la potencia A3 es (boblb2 )-1 

Como se muestra enseguida, la componente Cj del vector propio -¿ de la matriz de 
Jacobi es precisamente un polinomio de grado j con coeJiciente del término principal 
igual a (boblb2. .. bj - l )-1 para j 1,2, ... ,n 

Proposicion 1.2.1. La componente Cj del vector propio? de la matriz de Jacobi es un 
polinomio de gmdo j que tiene como coeficiente del término principal (bobl~ ... bj_¡)-l 
paraj 1,2, ... ,n 

Demostración. Hemos visto ya que para j = 0,1,2,3 se cumple que Oj = Pj(A) es un 
polinomio de grado j en A. Se demostrará ahora que Cj+l es un polinomio de grado j+l 
en A 



1. MATRICES DE JACOBI 

Del sistema de ecuacíones 

bj - 1Cj-l + ajcj + bjcj+! = ACj 

bjcj+! = ACj - bj- 1cj-1 ajcj 

CjCA - aj) - bj - 1cj-l 
bj 

y por hipótesis de induccíón modificada Cn es de grado n para toda n S j es decír 

Cj Pj(A) = 9jAj + 9j_1Aj-1 + .,. + 91A + 90 

Cj-1 = Pj- 1(A) = hj_1N-1+ hj_2 Aj- 2 + ... + h1A + ho 

Así que 

(g)A1 + gj_1Ai-1 + ... + g1A + gO)(A - aj) bj - 1P,j-l(A) 
Cj+l = ' 

bj 

_ gjAH1 + Aj (gj-1 - gjaj) + ... + A(90 g1aj) - aj90 bj - 1Pj- 1(A) 
- ~ ~ 

_ Rj+l(A) - bj - 1Pj - 1(A) 
- b 

j 

Y como bj - 1Pj - 1(A) es un polinomio de grado j 1 concluimos que 

Rj+l (A) bj - 1Pj - 1(A) H( ')
Cj+l = A

bj 

es un polinomio de grado j + 1 en A. 
Demostraremos ahora que el coeficíente del término princípal del polinomio H es 

(bob1bz ... bj)-l 

Hemos visto ya que la conjetura se cumple para n = 1,2,3 supongamos ahora que 
para toda n S j el coeficiente del término principal es 

(bob1b2 •• bj~¡)-l 

entonces 
Cj(A - aj) - bj-1cj-l 


bj 


_ «(boblb2 ... bj_¡)-1Ai + ... +alA+ao)(A-aj) 
- b

j 

Cj+! (bob1b2 ,•. bj _ 1bj)-1N+1 + ... + ao 

donde los términos marcados con puntos tienen todos potencias de A menores a j + 1 
lo que demup.stra completamente la proposicíón. O 



Descripción de algunas propiedades de los poli­
nomios generados por la matriz de Jacobi 

Proposicion 1.3.1. Los valores propios de la matriz de Jacobí son reales. 

Demostración. Demostraremos que en general los valores propios de una matriz au­
toadjunta son reales. 

Sea A una matriz autoadjunta y '1 un vector propio de A, entonces 

y (A'1, '1) = ('1, A'1) 

por lo tanto 
),11'111 2 

= (A'1, '1) = ('1,A'1) = X11'1112 
por lo que A = X, por lo tanto A es real y los valores propios de la matriz de Jacobi son 
reales. O 

Proposicion 1.3.2. Vectores propios de la matriz de Jacobi correspondientes a valores 
propios diferentes son ortogonales. 

Demostración. Al igual que la proposición anterior demostraremos que el resultado es 
cierto para cualquier operador autoadjunto. 

Sea A una matriz autoadjunta y sean '1, 11 vectores propios correspondientes a los 
valores propios diferentes Ay tI, entonces 

luego 

Entonces 
A('1, 11) - fL ('1, 11) = (A - fL) ('1, 11) = O 

Y por hipótesis (A fL) =1 OPor lo tanto ('1,11) = OY '1 , 11 son ortogonales. Por lo 
tanto los vectores propios de una matriz de Jacobi correspondientes a valores propios 
diferentes son ortogonales. O 

1.4. 	 Propiedades de los polinomios generados por 
las matrices de Jacobi. 

Como ya vimos, la matriz J generó un sistema de polinomios 



1. MATRICES DE JACOBI 

Consideremos ahora la última ecuación 

como Cj es un polinomio de grado j en Apodemos reescribir esta última ecuación como: 

Entonces 
bn--¡Pn - 1(A) + anPn (A) APn (A) = O 

Definamos ahora el polinomio 

(1.4.1 ) 

Proposicion 1.4.1. Los ceros de Qn(A) son los valores propios de la transformación 
J 

Demostración. Hemos visto ya que la última ecuación sólo se cumple cuando A es un 
valor propio de J, es decir Q(A) tiene los mismos ceros que el polinomio característico 
~J O 

Tenemos pues caracterizados los valores propios de la matriz J, es natural pregun­
tarse ahora qué multiplicidad tienen. Como se mostrará a continuación, las raíces del 
polinomio característico de una matriz dc Jacobi son todas de multiplicidad 1. 

Antes de iniciar la demostración, será útil demostrar el siguiente Lema 

Lema 1.4.1. Para los polinomios Po == 1, P¡ (A), P2(A), . .. Pn(A) generados por la ma­
triz de Jacobi y para cualesquiera A,Ji E e, la sig1lÍente igualdad es cierta (Pórm1tla de 
Christoffel- Darboux): 

n-l 

(A Ji) ¿ Pj(A)Pj(tt) = 
j=O 

Demostración. Comenzaremos evaluando cada polinomio para Ay J1 : 

aO + bOP¡(A) = A 

ao + boP¡(¡l) = tt 

bo + a¡P1(A) + b¡P2 (A) = API(A) 

bo + aIP¡(tt) + b¡P2(tt) ItP¡(tt) 
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bn- 2 Pn- z(A) + an-¡Pn- 1 (A) + bn-1Pn(A) = APn_¡(A) 

bn-zPn-z(p,) + an-1Pn-¡(p,) + bn-¡Pn(P,) = p,Pn - 1(p,) 

Multiplicando cadaj-ésimo par de ecuaciones por Pj_¡(A) y Pj-1(p,) de forma cruzada 
y restándolos obtenemos: 

Para el primer par recordemos que POCA) == 1 == Po(p,), así que al multiplicar cruzado 
y restar queda 

ao + bOP¡(A) = A 

ao + bOP1(p,) = P, 

(1.4.2) 

Para el siguiente par se eliminan los términos en al Y tenemos: 

boP¡(p,) + a¡p¡(A)P¡(p,) + b¡g(A)P¡(p,) = AP1(A)P¡ (p,) 

boP¡(A) + a¡ p¡(p,)P¡ (A) + b¡P2(p,)P¡(A) = p,p¡(p,)Pl(A) 

bO[Pl(¡J) - PICA)] + brlP2 (A)p¡(¡J) - Pz(JL)P¡(A)] = (A ¡J)[P¡(A)P¡(¡J)] (1.4.3) 

Para la tercera ecuación evaluada en A y en ¡J queda 

b¡P¡ (A) PZ(/1) + a2Pz(A)Pz(/1) + b2P3(A)Pz(/1) APz(A)PZ(/1) 

b1P1(/1)P2(A) + a2 PZ(¡tlPz(A) + b2P3(/1)Pz(A) = /1PZ(/1)P2(A) 

btlP¡(A)PZ(¡J) - p¡(¡J)Pz(A)] +bZ[P3(A)P2 (¡J) - P3 (¡J)P2 (A)] = (A- ¡J)[P2(A)P2(¡J)] 
(1.4.4) 

bn-dPn-z(.'\)Pn -1(/1)- Pn-.Z(/1)Pn-.¡ (A)]+bn_¡ [Pn(A)Pn-¡ (/1)- Pn(/1)Pn-¡ (A)] = (A-/1)[Pn-¡ (A)Pn-¡ (/1)1 
(1.4.5) 

Como se observa, los términos con coeficiente en aj se van eliminando, finalmente si 
sumamos 1.4.2, 1.4.3, 1.4.4, ... , 1.4.5, queda: 



1. MATRICES DE JACOBI 

bO[P¡(A) - PI (¡.t)] = A - ¡.t 


bo[P¡(¡.t) - PI(A)]- b¡[P2(A)P¡(¡.t) - P2(¡.t)PI(A)] = (A - ¡.t)[PI (A)PI(¡.t)] 


b¡[P¡(A)P2(¡.t) - PI(¡.t)P2(A)] + b2[P3(A)P2(¡.t) - P3 (¡.t)P2(A)] = (A - ¡.t)[P2(A)P2(¡.t)] 


bn-2[Pn-2(A)Pn-I(¡.t) - Pn- 2(¡.t)Pn- I(A)] + bn-¡[Pn(A)Pn-I(¡.t) - Pn(¡.t)Pn-I(A)] = 


= (A - ¡.t) [Pn- I(A)Pn-I (¡.t)] 


Al sumar los polinomios, los términos del j - ésimo polinomio del lado izquierdo se 

, eliminan con los términos del j +1- enésimo polinomio del lado izquierdo, y sólo queda: 

bn-¡[Pn(A)Pn-I(¡.t) - Pn(¡.t)Pn-I(A)] = 


= (A - ¡.t) + (A - ¡.t)[PI(A)PI(¡.t)](A - ¡.t) [P2(A)P2(¡.t)] + ... + (A - ¡.t)[Pn-I(A)Pn-I(¡.tl] 


n-I 

... bn-¡[Pn(A)Pn-I(¡.t) - Pn(¡.t)Pn- I(A)] = (A - ¡.t) L Pj (A)Pj (¡.t) 
j=O 

D 

Teorema 1.4.1. La multiplicidad de las raíces de Q es 1 

Demostración. Sean cualesquiera A y ¡.t E e Entonces 

y de la ecuación 1.4.1 se tiene 

así que 

y también 

multiplicando cruzado por Pn (¡.t) Y Pn (A) respectivamente tenemos: 

http:t)[Pn-I(A)Pn-I(�.tl
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y restando la segunda de la primera: 

n-1 

bn--IlPn(.,\)Pn-1(¡,t) Pn(¡,t)Pn-1(A)] = (A - ¡,t) L Pj (A)P¡ (¡,t) 
j=O 

n-l 

-(A - ¡,t)Pn (A) Pn(¡,t) - Pn (A) Qn(¡,t) + Pn (¡,t) Qn(A) (A - ¡,t) L Pj(A)Pj(¡,t) 
j=O 

n-l 

-(A - ¡,t)Pn (A) Pn(11) - (A - ¡,t) L Pj(A)P¡(¡,t) = P', (A) Qn(¡,t) - Pn (¡,t) Qn(A) 
j=O 

n-l 

(A - ¡,t)Pn (A) Pn(¡,t) + (A - ¡,t) L Pj(A)Pj(¡,t) = P" (¡,t) Q,,(A) Pn (A) Qn(¡,t) 
j=O 

Concluimos de la última igualdad que 


n 


(A - ¡,t) L Pj(A)Pj(¡,t) Pn (11) Qn(A) - P" (A) Q,,(¡,t) 

j=O 

Por Jo tanto 

n 1L Pj(A)Pj(¡,t) = (I=--)[P" (11) Qn(A) Pn (A) Qn(¡,tl] 
j=O ¡,t 

Tomemos de esta expresión el límite cuando A -+ ¡,t 

n 

l~L P¡(A)P¡(¡,t) l~ (A-~It)[P" (¡,t) Qn(A) - Pn (A) Q,,(¡,t)] 
j=O 

como Po == 1, A Y 1" están en 1R y los coeficientes de P también son reales 

n 

lím "" Pj (A)Pj (¡,t) ~ 1 
>'-'>1" L...

j=O 

porque al menos el primer sumando es 1, mientras que en el lado derecho tenemos un 
límte de la forma §, que de acuerdo a la regla de L'Hopital, tiende a 
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Pn (M) Q~(M) - P~ (M) Qn(M) 2 1 

lo tanto Qn(M) y Q~(IL) no pueden anularse en el mismo punto y M no puede ser 
de Qn(M) y Q~(M) . Como IL fue arbitrario, entonces concluimos que Qn(.).,) no tiene 
~~ O 

))rolario 1.4.1. Los valores propios de J tienen multiplicidad 1 

Como se acaba de demostrar, Qn(>') tiene n + 1 ceros distintos. Por lo 
J tiene n + 1 autovalores distintos y los autoespacios correspondientes deben 

tÍlner dimensión 1. O 

Lo anterior implica que la matriz J tiene 71 + 1 vectores propios que son ortogonales 
y forman una base ortogonal de en+!: 

(j = O, 1, ... ,71) 

Al multiplicar cada vector por IIcJlI-1
, obtenemos una base ortonormal de en+1 

..,-t n 

ej = 11%11 = ({;P~(,\jn-l/2{(1,H(>.j),P2(>.j), ... ,Pn(>.j)) 



ROBLEMAS INVERSOS 

Para continuar investigando las propiedades de las matrices de Jacobi, en este capítu­
lo se revisarán una serie de teoremas relacionados con problemas inversos de estas ma­
trices. 

El problema inverso que abordaremos será la reconstrucción de una matriz de Jacobi 
8 partir de los valores propios de la matriz original y de los valores propios de la matriz 
truncada. Un problema similar pero con matrices de Jacobi semi-infinitas de la forma 

ao bo O O 
bo al b1 O 
O b1 a2 b2J= 
O O bz a3 

es tratado en y se menciona que la solución al problema de la reconstrucción de 
la matriz a partir de los espectros fue dada por Halilova. Posteriormente el mismo 
problema, pero en el caso en que las matrices son finitas, ha sido tratado en otros 
textos del análisis espectral [1], [2], [3J. En este trabajo se ha preferido el artículo 
de Hochstadt [1] para resaltar la diferencia entre una solución puramente algebráica y 
otra que comprende herramientas más avanzadas de cálculo y análisis [31, como el caso 
de la función m de Wey\. 

La reconstrueción de la matriz utilizando los espectros será el enunciado de los teo­
remas que veremos a continuación, y que describen además el algoritmo para obtenerla. 
Antes de iniciar formalmente el enunciado de los teoremas y su demostración es conve­
niente indicar algunas definiciones así como la notación que emplearemos. 

19 
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Definiciones 

. Al igual que en el capítulo anterior, por una matriz de Jacobi entenderemos una 
de la forma: 

ao bo '" o 
bo al b¡

J · . . (2.1.1)· . .· . .[ 
O O O 

todas las aí, bí son reales y además las bí son positivas. 
Por JT denotaremos la matriz truncada que se obtiene al eliminar el primer renglón 

la primera colullma de la matriz J 

al b1 O O 

b1 az bz O 


(2.1.2)Jr = O b2 O 

an-l bn - l 


O O bn - 1 an 


Sea {A;}~=o el conjunto de valores propios de J y {{ti}~=l el conjunto de valores propios 
de Jp Sus polinomios earacterísticos se definen como: 

B(A) dei (Al J) 

A(A) := det (Al - Jr) 

y pueden ser escritos como 

B(A) 
n

TI (A - Ai) (2.1.3) 
;=0 

A(A) = 

n

TI (A - {ti) (2.1.4) 
i=l 

Por otra parte, todos los valores propios son reales y será conveniente ordenarlos de 
tal forma que 

AO < Al < A2 < ... < An (2.1.5) 

{tI < fL2 < ... < {tn (2.1.6) 

Como se vió en el capítulo anterior, todos los valores propios tienen muliplicidad 1, 
así que las desigualdades son estrictas. Puede demostrarse (aunque no se hará en este 
trabajo) que los conjuntos de valores propios se entrelazan de tal forma que 

(2.1.7) 
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.}~o el conjunto de todos los vectores propios de J entonces: 

(2.1.8) 

l\lO:rdEilll()S del capítulo anterior que el primer componente de un vector propio de una 
de Jacobi siempre es diferente de °y que además siempre puede normalizarse, 

que podemos asumir que la primera entrada del vector propio ? i es diferente de ° 
normalizar el vector es igual a 1. 

¡letini1cion 2.1. Por {5k } denotaremos los vectores unitarios canónicos, es decir 

j y °para i '" j (e.g.) 
80 = (1,0,0, ... 0) 

81 = (0,1,0, ... O) 

52 = (0,0,1, ... 0) 

Notemos que el producto interno 80) 1, en efecto, 

Por último definimos la matriz 

(2.1.9) 

Fácilmente se ve que 

y que 

s' [~: ~~l 
es decir S es una matriz ortogonal y S2 = I donde I es la matriz identidad. 

Una vez especificado lo anterior, iniciaremos la sección siguiente enunciando el 
primer teorema. 
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Reconstrucción de la matriz de Jacobi 

esta sección se demostrarán dos teoremas relacionados con la reconstrucción de 
matriz de Jacobi a partir de dos espectros, el espectro de la matriz original y el 

de la matriz truncada. Como ya se mencionó al principio de este capítulo, este 
y su demostración, así como otros relacionados con problemas inversos, han sido 

Iblícru:los por varios autores, en esta sección se presentan dos de los teoremas según los 
y resolvió Harry Hochstadt [1] y se detallan los pasos de sus demostraciones. 

iIlor-eTrIR 2.2.1. Sea {Ai}~=o el conjunto de valores propios de alguna matriz de Jacobi J 
el conjunto de valores propios de la matriz truncada JT • Usando los conjuntos 

y {l1i}~=l la matriz de Jacobí J puede ser reconstruída de manero única 

Es importante señalar que {Ai}~=o y {l1i}~=l no pueden ser asignados arbitraria­
mente. Asumimos a priori que corresponden al menos a una matriz de Jacobi. El teo­
tema únicamente asevera que corresponden a una única matriz de Jacobi y sc dará la 
demostración de un algoritmo para obtenerla. 

Demostración. Sea -;¡t E en+!. Consideremos la ecuación 

(M J) -;¡t Do (2.2.1) 

donde A no es un valor propio de J. Como A no es un valor propio de J, 

y 

l
A - ao -bo 
-bo >. - al ...

(M J) = . . 
: : A an-l 

O O -b"-l 

tiene inversa. Recordemos que la regla de Cramer para obtener la solución única a una 
ecuación del tipo 

donde G es una matriz invertible, indica que las entradas Xi del vector están dadas 
por 

D, 
D 

donde 0 es el determinante de la matriz Gi obtenida al reemplazar la eolumnai de 
G por b y D es el determinante de la matriz G, así que aplicando esta regla para 
obtener la primera entrada de -;¡t , digamos (-;¡t, Do), reemplazamos la primera columna 
de (.Al - J) por Do y obtenemos G I , 
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G1 = 

1 
O 
O 

O 

-bo 
A al 
-b1 

O 

O 

A -a2 

-b2 

O 
O 

-b2 

o 
O 
O 

O 

O O O 
A an-l 

-bn _ 1 A an 

por lo que el primer componente de -;¡J está dado por: 

l*det(Al J1") 
(2.2.2)

det (Al J) 

como det(Al - J1") = A(A) Y det (Al J) B(A), tenemos: 

(2.2.3) 

es decir 	(-;¡J, .50) está dado en términos de los polinomios característicos de J y J1" 
Como (Al J) es invertible, puede ser representado como: 

(2.2.4) 

y para un un operador T con IITII < 1, la expansión de Neumann (ver corolario 5.7.1 
del apéndice 5.7.1) asegura que 

(I - T)-l = ¿Tn 	 (2.2.5) 
f¿=O 

Si tomamos IITI IA¡I entonces para IAI > máx IAil 

máx IA,I IITII 
IAI =W<l 

por otra parte; 

(Al - T) A(I­

y para IAI > máx IA;I, usando el corolario 5.7.1 del apéndice 5.7.1 se tiene 

(2.2.6) 

De esta ecuación obtenemos 
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tenemos entonces por 2.2.4 que 

así que 
1 00 

(11 ,80 ) = ,\ L -'--:-.,..---'­
k=O 

(2.2.7) 

Dado que el numerador A(x) es de menor grado que el denominador B(x) y B(x) tiene 
raíces simples, podemos utilizar la descomposición de fracciones parciales indicada en 
el apéndice 5.8.1 y vemos que 

Notemos ahora que 

pero 

1 (~) _ 1-:-:-(,\----:-,\-:-;) i -).(
1 

1 1 

Y recordemos que para las series geométricas con r < 1 se cumple que 

).. 
o sea que para ; < 1 

es decir, 

entonces 

1 
).- A; 

1 

1- ). 

(2.2.8) 
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A(Á) _ 1 ~ 1 ~ Á~A(Ai) 
(2.2.9 )

B(Á) - Xt;;: Ák ~ B'(Áif 

Ahora bien, por 2.2.3 el lado izquierdo de 2.2.7 y 2.2.9 coinciden, y por comparación 
de los coeficientes del lado derecho: 

( k) ~ ÁfA(,\)
J 50 ,50 =,L.¿ B'(Á) ,k = 1,2,3, ... n (2.2.10) 

i=O t 

y 2.2.10 ya nos permite derivar la conclusión del teorema. Para k = 1 tenemos: 

(J50 . 50) = / [~ ~ id, ¡1° 
1 

° \ O O b2 • . • . b,,~-l 
: : : ". bn - 1 an ° 

=«ao, %,0,0,,, .0), (1,0,0,. "O» = ao 

1 

~ ) 

o 

(2.2.11) 

2 

Le. 

(J5 .5) = = ~ 
0, o ao ,L.¿ 

i=ú 

Para k=2, tenemos 

a5 + b5 
boao +albo 

bobl 

° 

° 


AiA.(Ai}
B'(A) 

t 

1 

°0) 
 2 ° =ao+bo 

° 
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(2.2.12) 

y como ao ya es conocida por 2.2.11, 2.2.12 determina bfi, como requerimos que bi sea 
positiva para toda i, bo queda completamente determinada. 

Hemos ya calculado el primer renglón de J, observemos que 

Joo (ao, bo, O, O, ... ,O) = aooo + boo¡ 

y que 

J200 = J(Joo) = J(aooo + bood 

= aoJoo + boJo¡ 

= ao(ao, bo, ... , O) + bo(bo, al, bl , ... , O) 

= (a~ + b~, bo(ao + al), bobl , O, ... , O) 

(a& + b~)oo + bo(ao + a¡)ol + bobl 02 

Es decir 
(2.2.13) 

Para ciertos di que dependen de ao, al, bo,bl 

Para k = 3 tenemos, por cálculo directo que 

J300 (ao(a~ + b~) + b~(ao + al), 

(a6 + b~) + boa¡(ao + ad + bobi, 
bo+ bobl (ao + ad + bobla2, bob¡b2,O, ... , O) 

luego 

(2.2.14) 

Como ao y bo son conocidas 2.2.14 determina a¡ 
Análogamente que Joo y J200, J300 puede ser escrita como 

(2.2.15) 

Para ciertos di que dependen de ao, al, a2, bo, b¡, b2 

Al iterar con k 4 obtendremos b¡ y el segundo renglón quedará completamente 
determinado. Notemos que al determinar este renglón los coeficientes di de 2.2.13 son 
todos conocidos 

Similarmente, al iterar con k = 5 Y k = 6 obtendremos a2 Y b2 Y el tercer renglón 
quedará determinado, al igual que los coeficientes de 2.2.15 
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Para completar este argumento, asumiremos que los primeros k renglones de J ya 
han sido determinados (Ver Apéndice 5.5.2) y los coeficientes di de 

(2.2.16) 

son todos conocidos y dependen de ao, al, ... , ak-l , bo, bl , ... , bk- 1 Y como se demuestra 
en la proposición 5.2.1 del apéndice 5.2 

es positivo. 
Consideremos ahora Jk+ 18o. Por 2.2.16 

Jk+I80 = J(Jk8o) J(do80 + d181 + dz8z + ... + dk- 18k -¡ + dV)k) 
(2.2.17)

doJ8o + d1J81 + dzJ82 + ... + dk-d8k_1 + dkJ8k 

y como 

Jo" bk-18k-l + akok + b"Ok+I (2.2.18) 

combinando 2.2.17 y 2.2.18 tenemos 

Jk+100 = doJoo + dIJO¡ + d2J02 + ... + dk-.l(b"·_ZOk-Z + ak-.lok· I + bk-lOk)+ 

+dk(b,,-lOk-l + akok + bkOk+I) 

doJoo + dIlol + ... + dk-lbk-ZOk-Z + dk-Iak-lok-I + d"-lbk-lOk+ 

+d"b"_lO"_l + dkakok + dkbkOk+1 

dio (al,;Ok + bkOk+l) + dk-lbk-lOI,; + dkbk-lOk-l + dk-Iak-Iok-l + ... + dlJo1 + doJoo 

luego 

= ((dk(akok + bkOk+1) + dk-lbk-IOk + ... + d¡JOI + dtJJoo), (dkOk + ... + dzo2 + dlOI + dooo)) 
(2.2.19) 

y por las propiedades del producto interno 2.2.19 es igual a 

(dk(akOk + bkOk+I) + dk-lbk-IOk + ... + dlJOI + dtJJoo,dkOk) + 


+ (dk(akok + bkOk+¡) + dk-lbk-IÓk + ... + dIlól + doJoo), dk-IOk-l) + ... + 


+ (dk(akOk + bkÓk+l) + dk-lbk-lOk + ... + dIl01 + dtJJoo), dooo) 
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= (dk(akOk + bkOk+1), dkOk! + (dk-lbk-lOk, dkÓk! + ... + (doJoo, dkÓk! + ... + 
+(dk(akOk + bkÓk+l), duÓo) + (dk-lbk-lOb dooo) + ... + (dfJJoo, dooo) 

= (dkakob dkOk! + (bkok+b dkOk) + .. . 

n 

= 4 ak + . . . "E ~c:::-:---:-'- (2.2.20) 
í=O 

los términos indicados por puntos dependen de ao, al, a2, ... , ak-l, bo, b1 , ... , bk­ 1 Y son 
todos conocidos, además d% es estrictamente positivo , así que la expresión anterior 
determina ak. Similarmente, 

(2.2.21) 

determina bk • Así pues, los primeros k + 1 renglones de J han sido determinados y 
sucesivamente todos sus renglones pueden ser encontrados D 

El procedimiento anterior nos lleva a una única matriz J. Si hubiera una segunda 
matriz de Jacobi J con los mismos datos, vemos que 

( k) (Tk ) ~A~A(,\)J 150 ,150 = J 150 ,150 = t;;; B'(Aí) k 0,1,2,3, ... n (2.2.22) 

y dcbido al algoritmo que acabamos de explicar, la matriz se reconstruye unívocamente 
a partir de 

(2.2.23) 

Por lo tanto J 1. 
Como muestra 2.2.9, J depende de los datos y {JL.J~=l de una manera no 

lineal, sin embargo depende de estos conjuntos de la siguiente forma. Supóngase que 

~ma~os colecciones de autovalores {:\; } ~=o Y{j:i;}~=l correspondientes a otras matrices 

J y JT respectivamente tales que, para cierta E > O se cumple que: 

y 

lA; - :\;1 < E i = 0,1,2, ... n 

¡tiI < E í = 1,2, ... n 

Entonces para toda i, j 1,2, ... j n + 1 se tiene 

(2.2.24) 

(2.2.25) 

i 

'1 
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donde t ij Y 4; son las entradas de las matrices J y J rec2?nstruídas a partir de sus 
espectros y de los espectros de las matrices truncadas Jr Y Jr . En este sentido diremos 
que J depende de {>-Ü:o y {f'i}:l de una manera continua y es el enunciado del 
teorema siguiente. 

Teorema 2.2.2. Sea J una matriz de Jacobi con eigenvalores dados {>-i}:~O y sea Jr la 
correspondiente matriz truncada con eigenvalores dados {~i}~=l' J depende continua­
mente de los datos dados. 

Demostración. Se demostrará que al tomar otros conjuntos de valores suficientemente 
cercanos a los eigenvalores dados, la matriz que puede reconstruirse para estos valores 
está tan cercana como se quiera a la matriz reconstruída con los datos originales, en el 
sentido de que las entradas de las matrices están arbitrariamente cercanas. 

Comenzaremos tomando é > O Y dos polinomios cualesquiera An(t) Y.4n(t) de grado 
n tales que 

n 

An(t) = TI (t 
i::::::l 

con 
I~i - ji;1 < é, i = 1,2, ... n (2.2.26) 

Supongamos, sin pérdida de generalidad que 

Ji, = ~i + rfi, i = 1,2, ... n (2.2.27) 

para ciertas rfi E R. Se tiene entonces 

Tomemos n 2 y to E R arbitrario pero fijo. 

z z 
.4z(t()) TI (to- Ji,) = TI (to - (~i + li)) 

;=1 i=l 

y 
2 

Az(to) = TI (to - ~i) = t~ tO~2 tO~l + ~1~2 
í=1 

Entonces 

IAz(to) íL(to)! = l-tol2 + ¡.tnz - 'lIto + "Yl~2 + ~fn21 
:::; l-to"Y21 + l~n21-lrltol + hl~21 + hn21 
:::; ctoE: 
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Para una cierta Cto 
Supongamos ahora que el resultado es cierto para n k 

Para una cierta ck.to 
Como 

y 

Se tiene 

!Ak+l(tO) - Ak+l(toll = IAk(to)(to - jik+l) Ak(to jik+lll 

= Ak(to)(to - jik+ll Ak(tO)(to - (jik+1 + í'k+¡)) 

= IAk(tO)to - Ak(to)jik+l - Ak(tolto + Ak(to)jik'l + Ak(tO)¡k+l)! 

= I(Ak(tO) - Ak(tO))(to - tlk+l) + Ak(tO)¡k+l1 

:S IAk(tO) - Ak(tolll(to - jik+¡)! + IAk(to) lIí'k+lI 
< Ck,toEI(to- tlk+l) I + IAk(to)IE :S Ck+l,toE' 

Por lo tanto 
(2.2.28) 

Para una cierta Ck+l,to' Como An es un polinomio, y los polinomios son continuos, 

sabemos que para toda '2E' 
> O existe ,s tal que si 

Entonces 
(2.2.29) 

Por otra parte, si ,s < ~c - y ljij jijl < 8 entonces por 2.2.282 n,Áj 

-- E' 
A(Aj)1 < '2 (2.2.30) 

Luego 
IA(Aj) - A(>:j) I :S IA(Aj) - A(>:j) I + IA(>:j) A(>:j)! 


De esta forma, por 2.2.29 y 2.2.30 


(2.2.31 ) 
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Análogamente, pero un poco más complicado por la forma en que entran los números 
Aj en el polinomio B' , tenemos que para toda E > O existe .5 tal que si 

(2.2.32) 

Ahora, por 2.2.10 

luego 

y 

IA(A¡) _ ~(~ll = IA(A.J~();iL=~&~/(Ai21 
B'(A;) BI()';) BI(A¡)B'(Ai) 

sumando y restando A();i)B'();i) y agrupando términos 

A(A;) ~4();i) A(Ai)B'(~) .4(~)B'(Ai) + A();i)B' ();¡) A();i)B'(~)1---- - -=--"""~ I=1------------------------"'-=-------------------·1 
B'(),,) BI(),í) B'(),i)B'(A¡) 

_ IA();i) [B' ();¡) - BI(Aí)] + B'();;)[A('\i) - ~4();i)11
- -----~---B7(>:;)lF(~)--------

o sea que 

~(~ll = t 1),711 A(~í)J~_();í) B'(A;)] +_B~();,)!A(A¡) =.~~illl 
B'(Aí) ;=0 B'()';)B'(),i) 

~ t 1Af 11 A();;) @i~.=-Y---'.~illl + I~j'&2i~Eíl--=~();;)] , 
;=0 B'(Ai}B'(A¡) B'(>..¡)B'(),i) 

Así por 2.2.31 y 2.2.32 
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Por lo tanto t At~~>:i)1 s c(77o) (2.2.33) 
;=0 B (A;) 

con 770 > O. 
Por 2.2.10 las entradas de la matriz se obtienen al variar k y como 2.2.33 es cierta 

para cualquier k. concluimos que las entradas de las matrices J y j estan arbitraria­
mente cercanas ~iempre que lA; >:il < e y 114 ¡ti I < e 

Por lo tanto J depende continuamente los datos dados. O 

Se revisará ahora un problema similar al del teorema 2.2.1 pero con una variación. 
Se mostrará que si J satisface algunas propiedades adicionales de simetría, un solo 
espectro es necesario para determinarla 

Teorema 2.2.3. Sea J 'una matriz de Jacobi que satisface la siguiente propiedad de 
simetría: 

bo bn -¡, b¡ = bn . 2 , bi bn - i - 1 

Para toda i. Entonces, si el espectro {Ai} de J es conocido, J está definida unívocamente 
y puede ser reconstruí da corno en el Teorema 2.2.1 

Demostración. Para reconstruir J, sería deseable seguir el mismo procedimiento del 
teorema 2.2.1, pues hemos visto ya su eficacia. El punto de partida fue la fórmula: 

-1) A(A)((Al - J) 80 ,80 = B(A) (2.2.34) 

donde B(A) es el espectro de la matriz J Ahora B(A) está dado, pero A(A) no, así que 
2.2.3 no es útil. No obstante lo anterior, se describirá un procedimiento que nos permi­
tirá calcular A(A), de tal forma que podremos utilizar nuevamente el algoritmo descrito 
en 2.2.1. 

Recordemos que cualquier elemento de un espacio vectorial puede ser escrito corno 
una combinación lineal de los elementos de una cierta base {11';}: 

n 

ti = L O'i11'i 
;=0 

En esta caso, sabemos que los vectores propios 7 i forman la base ortonormal {7;} 
así que si tornamos ~ podemos expresarlo como 
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para ciertos escalares ai 

Sea 7 j E {7 i } fijo pero arbitrario, entonces 

i=O i=O 

pero (7j¡ 7 i) Opara í =j: j por la ortogonalidad de la base, entonces 

Por lo tanto 

lo anterior implica que 

pero como se mostró en el inicio del teorema 2.2.1 

por lo que 

entonces, 
n 

(M J) -1 DO L --;---;;--"--­
(A - Aj) 

y 
j=O 

((M J)-l o o) = t (7j ,00) ,= t __"2_1 __ 
0, o j=O 117j l( (A Aj) j=O 117j ll (A Aj) 

Pero ((M ­ J)-l oo,Do) A (A)
B(A) 

n 

==? A (A) = B (A) L --:--,;--1__ 
j=O (A - Aj) 

33 

(2.2.35) 

(2.2.36) 

(2.2.37) 

(2.2.38) 

Se mostrará ahora que 117j ll puede ser calculada, de manera que A(A) quedará com­
pletamente determinada. La simetría de J indicada en el enunciado del teorema puede 
ser descrita como: 

SJS J (2.2.39) 
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donde S está definida como en el principio de esta sección. En efecto, 

oo O o o O 
O O o O bo al b¡ O O OO o1] [a b .,. O O] [O 


SJS = : 1 
 : ::: bn - l : 1 1]1 O O O O O O bn - l an 1 O Or 
a n bn - l O O O 

bn - J an-l bn _.2 O O 
O bn - 2 a n -2 bn - 3 O O 
O O bn - 3 a n-2 O O 

1 
1 O O O ao 

y como 

y 
bo bn-b b¡ bn - 2 , ..• bi = bn- i - l 

entonces SJS J, luego, si 7 í es un vector propio, 

(2.2.40) 

y puesto que SS S2 = I 
(2.2.41) 

de donde 
(2.2.42) 

Por otra parte, dado que en este caso todo.'l los eigenespacios son unidimesionales (pues 
la multiplicidad de cada raíz del polinomio característico es 1), 2.2.40 Y 2.2.42 muestran 
que S7; y 7 i son linealmente dependientes, en efecto, del hecho de que los espacios 
son unidimensionales, se infiere que el número de elementos que tiene una base es 1, y 
aS7; + /37 i = Otiene solución no trivial, es decir, todos los elementos del espacio son 
múltiplos de este elemento, así que 

S7í = k;7;, i=0,1,2, ... ,n (2.2.43) 

para ciertos escalares kí 

Utilizando el hecho de que S es ortogonal y 2.2.43 tenemos 

porloquelk;1 1yk; ±l. 
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Consideremos ahora la expresión (A! - J)-l ÓO , ón ) que es el último componente 
de (A! - J)-l ÓO' Aplicando la regla de Cramer al igual que en el teorema 2.2.1, tenemos 
que 

A - ao -bo O 1 

-bo A al -b1 O 
O -b1 A - a2 O 

O O O O«M - J)-l ÓO ,Ón ) = 

Para obtener el determinante del numerador, procederemos a calcularlo por menores, 
y en la primera iteración tomaremos como pivote la última columna. El único menor 
que no se anula es el menor de 1, que es el determinante de la submatriz 

O o O 

para calcular este detenninante y los siguientes utilizaremos como pivote la primera 
columna, y vemos que lo único que no se anula es el menor de 

-bo, -b1 , .•. , -b"-l 

es decir 
A ao -bo O 1 
-bo A al -b1 O 

O -b1 A a2 O = 1 . bo . b1 . b2 •..•• b"-l 

O O O O 

notemos que cada uno de los sucesivos menores cambian de signo por la posición que 
ocupan las b; Por lo tanto 

A - ao -&0 O 1 
-bo A - al -b1 O 
O -b1 A - a2 O 

O O O O 
( (Al J)-l ÓO , ó,,) = (2.2.44) 

bob1 b2 ••• bn.~ 1 
=------- (2.2.45)

B(A) 
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Recordemos ahora que 

n 

(M ­ J)-1 Óo = L --;---,,---'--­
j=O 

y utilizando la descomposición en fracciones parciales indicada en el teorema 2.2.1 (ver 
apéndice) tenemos: 

(2.2.46) 

Calcularemos ahora (7 j , Ó,.). Como SÓn = Óo, (pues SÓn es la última columna de S), 
entonces 

así que 

y despejando 117j l/ 2 tenemos 

Recordemos ahora que por 2.2.38 

y por 2.2.34 
-1 ) A(A)(M J) Óo, Óo = B(A) 

entonces 

k·• (2.2.47) 

(2.2.48) 

(2.2.49) 

Para determinar la constante bob1b2 .•. bn-l> tenemos que 

n 

A(A) = TI (A - 11,) 
i=l 

y B(A) = n~o (A - Ai), entonces 

AA (A) Am~l (A Jl;) 
B(Af = -re:;().~),J-
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Por lo tanto 

Por lo que 

AA(A) 
B(A) 

A[(A - AÜ (A ­ A2)'" (A - An)] 
(A- Ao)(A- Al)'" (A An) 

1 
bobllrl · .. bnl = I::~=o(1/B'(A» 

37 

Entonces el lado derecho de 2.2.49 es completamente conocido y A (A) es también 
completamente conocida. A partir de este punto puede utilizarse el procedimiento del 
teorema 2.2.1 para construir una única matriz J con las propiedades requeridas. O 



Capítulo 3 

PROBLEMAS INVERSOS Y LA 
función m DE WEYL 

En este capítulo abordaremos nuevamente el problema visto en el capítulo prece­
dente, sin embargo revisaremos la solución con una herramienta más moderna que la 
utilizada por Hochstadt y que permite demo¡,trar el mismo resultado de una manera 
más simple. Esta demostración del teorema enunciado por Hochstadt, se debe a Barry 
Simon y Fritz Gesztezy [3J. El punto de partida será la función espectral y la función m 
de Weyl, por lo cual empezaremos con algunas definiciones que nos ayudarán a entender 
estos conceptos. Iniciaremos esta sección con la Integral de Ríemann-Stieltjes. 

3.1. La Integral de Riemann-Stieltjes 

En esta sección todos los intervalos [a, b] serán compactos y todas las funciones 
designadas por f, g, 0',;3, etc., serán funciones reales definidas y acotadas en [a, bJ, cabe 
mencionar que las definiciones son tomadas según [6) 

Definicion 3.1. Partición de un intervalo. 
Sea [a, bJ un intervalo compacto. Una Partición de [a, bJ es un conjunto finito de 

puntos, por' ejemplo 
D={XO,XI, ... ,Xn} 

tal que 
a = Xo < Xl < ... < X n = b 

Una partición D' de [a, b] es más fina que D (o un refinamiento de D) si D ~ D', 
que se expresa también escribiendo D' 2 D. El símbolo .6.O'k designa la diferencia 
.6.O'k = O'(Xk) O'(Xk_I), luego 

n

L .6.O'k = O'(b) - O'(a) 
k=l 

38 
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El conjunto de todas las posibles particiones de [a, bJ se designa por j])) [a, b]. La norma 
de una partición D es la longitud del mayor de los subintervalos de D y se denota por 
medio de IIDII 

Notemos que D/ :2 D implica IIDIII ::; IIDII. 

Definicion 3.2. Sumas de Riemann-Stieltjes. Sea D = {xo, Xl, ... ,Xn } una partición 
de [a, b] y sea tk un punto del subintervalo [Xk-I, Xk]. Sea f una función real acotada 
sobre [a, b] y a una función no decreciente sobre [a, bJ. Una suma de la forma 

se llama una suma de Riemann-Stieltjes de f respecto de a. 

Definicion 3.3. Integral de Riemann-Stieltjes fa]. Sea f una función real acotada 
sobre [a, bJ y a una función monótona creciente sobre [a, bJ. Diremos que f es Ríemann­
integrable respecto de a en [a, b], y escribiremos f E R(a) en [a, b] si existe un número 
A que satisface la siguiente propiedad:pam cada E: > O existe una partición De de [a, bJ 
tal que, pam c,ada partición D más fina que De Y pam cada elección de los puntos tI;; 
del intervalo [Xk-b Xk], se tiene 

IS(D,f,a) - Al < E: 

Cuando tal número A existe, es único y se representa por medio de 1,: f da o por 

medio de J: f (x)da(x). Diremos también que existe la integral de Riemann-Sticltjes 

J: f da. Las funciones f y a se denominan, respectivamente integrando e integrador. En 
el caso particular en que a(x) = x, escribiremos SeD, f) en vez de SeD, f, a), y f E R 
en vez de f E R(a). La integral se llama entonces integral de Riemann y se designa por J: fdx o por J: f(x)dx. El valor numérico de 1: f(x)da(x) depende exclusivamente de 
f, a, a y b Y no depende en absoluto del símbolo x. La letra x es una "variable muda"y 
puede ser sustituída por cualquier otro símbolo conveniente. 

3.2. La Función espectral 

Consideremos el espacio lPn+l de todos los polinomios de grado menor o igual a n. 
Sabemos que los polinomios Po, PI, ... , Pn que se estudiaron antes, y que pertenecen a 
este espacio, forman una base en él (ver Apéndice 5.2) . Tomemos una transformación 
lineal U del espacio en+l al espacio lPn+1 que transforma la base canónica 

(1, O, O, . .. , O), (O, 1, O, ... , O), ... , (O, O, O, ... ,1) 

del espacio en+l en la base 
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PotA), P¡(A), ... , Pn(A) 
Hdel espacio lP'n-'¡' Así que si el vector :t = (xa, X¡, ... ,xn ) en en - tiene coordenadas 

XO,X¡, ... ,X" 

en la base canónica 

(1,0,0, ... ,O), (O, 1,0, ... ,O), ... , (0,0,0, ... ,1) 

su imagen tiene las mismas coordenadas en la base Po, PI, ... , Pn 
n 

u(:t) == itA) = L XkPk(A) 
k=O 

Así pues, si 
n 

Z(A) = 	LZkPk(A) 
k=O 

entonces 

Observemos ahora en que se transforma el producto escalar del espacio en+! en el 
espacio lP'n+l' Recordemos la base de los vectores propios ej de la matriz .J 

-c+ n 

ej = 1I~lr = (L Pf(AjW 1/ 
2 ((1, P1(Aj), P2(Aj), ... , Pn(Aj)) (3.2.1 ) 

J k=O 

en el espacio en+! encontrados en el capítulo 1. Las coordenadas del vector :t en esa 
base son 

(3.2.2) 

y por el mismo razonamiento, 

donde 

{xd~=o' {yd~=o 
son las coordenadas de los vectores :t: y respectivamente en la base canónica 

(1,0,0, ... , O), (O, 1, O, ... :O), ... , (0,0, O, ... , 1) 
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Como el sistema {eú;~o es ortonormal, podemos escribir 

(3.2.3) 

La última igualdad puede ser escrita en la forma (ver apéndice 5.8.2) 

(3.2.4) 

donde p(A) es una función escalón no-decrecíente, continua por la izquierda con puntos 
de crecimiento únicamente en los puntos de discontinuidad AO, Al, A2,' .. , An e igual a 
cero para A < Ao, Y cuyos saltos se determinan como [2] 

1 
p(Aj + O) - p(Aj - O) = ~n P,2(A)' 

L..k=O k J 

Entonces, si en el espacio lP'n+l definimos ahora un producto escalar por 

(Z(A), S(A» p:= 1: Z(A)S(A)dp(A) (3.2.5) 

de 3.2.3 Y 3.2.5 tenemos la siguiente igualdad: 

(3.2.6) 

que indica que U es una isometrÍa del espacio en+! al espacio lP'n+l con el producto 
escalar (-, -) p' es decir, conserva el producto escalar. 

La función P(A) descrita en los párrafos anteriores será entonces la función espectral 
de la transformación, aSÍ, cada matriz de Jacobi genera una función escalón p(A) denomi­
nada la función espectral de la matriz de Jacobi, y que tiene las siguientes propiedades 
[2]: 
Propiedad 3.3.1. La función p(A) tiene exactamente n + 1 saltos, yen el caso en que 
todos los eigenvalores de la matriz J sean positivos, éstos estarán situados en el semieje 
positivo en los puntos que corresponden a los valores propios de la matriz de Jacobi 1 

Propiedad 3.3.2. La suma de los saltos de la función es igual a 1. En efecto, si conside­
ramos :t = Y = (1, O" .. ,O) tenemos: 

(:¡¡(A) , 11(A»)p = 1:Pg(A)dp(A) 1: dp(A) 

mismos resultados se siguen aunque los eigenvalores de la matriz de Jacobi no sean positivos. 
En nuestro caso particular los eigenvalores son todos positivos y entonces todos los saltos de la función 
se encuentran siempre en el semieje positivo 
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Propiedad 3.3.3. La transformación U(?t) = .E~=oXkPk(>') es un isomorfismo entre los 
espacios ICn+l y lP'n+¡, en los que el producto escalar está determinado por la fórmula 

(Z(>'),S(A))p = 1: Z(A)S(A)dp(A) 

Cabe señalar que para este producto escalar Po, PI, ... , Pn forman una base ortonor­
mal en el espacio lP'n+l' 

Remos visto entonces que cada matriz de Jacobi genera una función escalón p(A) 
llamada la función espectral de la matriz de Jacobi. Resulta cierta además la afirmación 
inversa: cada función escalón que satisface las propiedades 3.3.1, 3.3.2 Y 3.3.3 es la 
función espectral para cierta matriz de Jacobi, que es unívocamente determinada por 
ella, es decir existe una correspondencia biunívoca entre el conjunto de las matrices de 
Jacobi y las funciones que satisfacen las propiedades recién descritas. Consideremos una 
función escalón arbitraria no-decreciente p(A) continua por la izquierda, con puntos de 
crecimiento 

Ak(O < k ::; n, 0< Ao < Al < .. , An < (0) 

normalizada por las condiciones 

p(A) = O; A< Ao 


p(A) 1; A> An 


Denotamos por lHIn(p) el espacio de Rilbert, cuyos elementos son los polinomios del 

grado::; n, y el producto escalar está dado por la siguiente igualdad: 

(Q(A), R(A)) p = 1:Q(A)R(A)dp(A) 

Así, lill,,(p) es lP'n+1 con ( )p 

Los monomios 1), A2 , ... NI forman una base en este espacio, y utilizando el procedi­
miento de ortogonalización de Schmidt podemos obtener una base ortogonal: 

k-I 

Po == 1, Pk(A) = Ak + L ,By) Al (1::; k::; n) (3.2.7) 
j=O 

Donde los números f3yl son los coeficientes encontrados con el proceso de ortogo­
nalización de Schmidt y 

Entonces los polinomios 

(3.2.8) 
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con O ::; k ::; n forman una base ortonormal en el espacio lHIn(p): 

{ 1, k = j 
O,k fj 

Como los polinomios .\Pk (.\) tienen grado k + 1, pertenecen al espacio lHI.n(p) para 
k ::; n - 1, por 10 que 

k+l 

.\Pk(.\) = L a;k) Pi (.\) k = 0,1, ... , n 1 (3.2.9) 
;=0 

donde 

Como los polinomios Pj (.\) son ortogonales a todos los polinomios del grado menor 
que j, tenemos que 

a;k) O 

si i > k + 1 o k > i + 1, de donde vemos que la expansión 3.2.9 tiene la siguiente forma: 

(O) () (O) (.\Po().\ = a o ·Po.\ + al ?¡ .\) 

.\Pk(.\) ai~\Pk~l(.\) + a~k)Pk(.\) + ai~lPk+l(.\) (1::; k::; n 1) (3.2.11) 

Introduciendo la notación 

Qk (3.2.12) 

bk = (.\Pk(.\), Pk+l('\))p = a~~l = aik+l) (3.2.13) 

obtenemos que los polinomios satisfacen las igualdades de recurrencia: 

donde Po(.\) == 1 Y b_ 1 = O. Los coeficientes Qk y bk en estas igualdades son reales y 

Efectivamente, la positividad de los números Qk se ve en la fórmula: 
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notando que los saltos de la función no-decreciente p(A) se sitúan en el semieje positivo; 

mDEWEYL 

por otra parte, sabemos que 

(3.2.14) 

pero tomando en cuenta la definición de Pk(A) y 3.2.7 

y también 

(3.2.15) 

Luego, 

Por lo tanto, combinando 3.2.14 y 3.2.15 

y se concluye que 

De esta manera, los polinomios Pk(A) son generados en el sentido de 3.2.11 por la 
siguiente matriz de Jacobi: 

al b1J (ak > O, bk > O),.:. 
bo O 

~ ) 
O O anC" 

donde por definición: 

an = 1: APn(A)Pn(A)dp(..\) 

bn-- 1 = 1:AP,,(A)P,,_¡(A)dp(A) 
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Mostraremos ahora que la función espectral PJ(A) de esta matriz coincide con la función 
p(A). En los renglones anteriores fue establecido que la función pAA) es escalón no­
decreciente y que sus saltos se sitúan en las raíces del polinomio 

(3.2.16) 

y los polinomios Pk(A) O::; k ::; n forman una base ortonormal en el espacio llin(PJ)' 
Pero según la construcción, los mismos polinomios forman una base ortonormal en el 
espacio lHI,,(p), por consecuencia, las funciones peA) y PJ(A) generan en el espacio lP'n+1 
el mismo producto escalar, esto es: 

(3,2.17) 

para todos los polinomios Q(A), R(A) de grado menor o igual a n. En efecto, multipli­
cando las dos partes de la igualdad 3.2.16 por Pj(A) e integrando por la medida dp(A) 
encontramos que: ¡:Q(A)Pj(X)dp(A) = ¡:APn(A)Pj(A)dp(A) - an (Pn(A), Fj(A))p 

(3.2.18) 
-bn- J (Pn-I(A),Fj(A))p 

Analicemos qué sucede con cada sumando de la parte derecha. Si j < n - 1: 

¡:APn(A)Pj(A)dp(A) = (AP',(A), Pn- 1 (A») p = O 

an (Pn(A), Pj(A)) p O 

bn--1(Pn-1(A),Pj(A»)p = O 

porque los polinomios P¡(A) son ortogonales a todos los polinomios del grado menor 
que j. 

Si j = n - 1, ¡: APn(A)Pn~~(A)dp(A) = bn­ 1 

an (Pn(A), Pn- 1 (A)) p = O 

bn- 1(Pn-1(A), P,,-l(A))p = bn- 1 

y la parte derecha nuevamente se anula. Finalmente si j = n,¡: AP,,(A)Pn(;\)dp(A) a" 

an (Pn(A), P,,(A»)p an 

bn-l(Pn'-l(A),Pn(A))p O 
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y en esta caso también la parte derecha se anula. Por lo tanto, 

1:Q(A)Pj(A)dp(A) = O j = o, 1,2, ... ,n (3.2.19) 

y como los polinomios P.i(A) (j = 1, ... , n) forman una base en el espacio lllIn(p), 
entonces 1:Q(A)R(A)dp(A) = O 

para cualquier R(A) en lHI,,(p) 
En particular, si tomamos 

R(A) = TI (A - Aj) 

Hjo 


donde Ao < Al < ... < An son los puntos de los saltos de la función peA), encontramos 
que 

Q(A;o) TI (Ajo Aj)L1p(Ajo) = O 
#jo 

donde L1jo = L1p(Ajo) es el valor del salto de la función en el punto Ajo' 
Como 

TI (Ajo - Aj)L1jo f O 
#10 

Qn(A;o) O, lo que implica que los puntos A¡ son las raíces del polinomio Qn(A). 
Consiguientemente, los saltos de la función espectral PJ(A) se encuentran en los mismos 
puntos donde se eneuentran los saltos de la función peA). 

Por eso poniendo en la igualdad 3.2.17 

Q(A) = R(A) = TI (A - A¡) 
i-;fjo 

i-;fjo i-;fjo 

lo que significa que 
L1jo(J) L1jo 

donde L1jo (J),L1jo son los saltos de las funciones peA) y PJ(A) respectivamente en el 
punto Ajo Así pues, las funciones escalones no-deerecientes peA) y PJ(A) tienen los 
mismos puntos de ruptura y los mismos saltos en estos puntos, de donde, tomando 
en cuenta la normalización, concluimos que peA) == pJ(A). El resultado anterior nos 
asegura entonces que cada función espectral determina de manera unívoca una matriz 
de Jacobi. Este resultado es uno de los pilares del análisis espectral, y será utilizado en 
la sección siguiente. 
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3.3. 	 Solución a problemas Inversos a través de la 
función m de Weyl 

Existe una enorme literatura sobre problema.'l espectrales inversos, y varios de ellos 
han sido resueltos de diferentes formas, Nuestro objetivo será estudiar el problema 
planteado en el capítulo anterior y resuelto por Hochstadt, pero utilizando una de las 
más poderosas herramientas de la teoría espectral moderna, la función m de \Vey!. Al 
igual que en el capítulo anterior, tomaremos una matriz J de Jacobi de la forma: 

ao bo '" o 

bo al b1 


(3.3.1)· . .· . .· . .[ 
O O O 

donde todas las ai, bi son reales y además las bi son positivas. Como ya vimos en el 
Capítulo 1, los eigenvalores Aí de J son simples y además los eigcnvectores correspon­
dientes -¡ji tienen la primer entrada ca diferente de O, 

El hecho central de la teoría de análisis espectral inverso es que cada p determina las 
a's y las b' s y cualquier p puede ocurrir para una única J. La prueba usual de este hecho 
es a través de polinomios ortogonales y ha sido publicada por diferentes matemáticos. 
Uno de los propósitos en este capítulo será probar este resultado basados en la función 
m de \Veyl. 

3.3.1. 	 Definición de la función m de Weyl 

Empezaremos definiendo un tipo especial de funciones de variable compleja z 

Definicion 3.4. Fijemos n en N - {1}. Sean {bj } en lR +, {aj} en lR y sea J una matriz 
de Jacobi finita. Sean 

,)}n+l{P(Z,) j=O 

y 

{1,V+(Z,jm=-l 

dos funciones de variable compleja z definidas por: 

bjP(z,j + 1) + ajP(z,.i) + bj--lP(z,j - 1) = zP(z,,i) (3.3.2) 

para O:; j < n + 1 Y 

bj 1,V+(z,j + 1) + aj¡f;+(z,j) + bj-11,V+(z,j - 1) = Z1,V+(z,j) (3,3.3) 

para O:; j < n - 1 Con las condiciones: 

P(z, -1) = O, P(z, O) = 1 	 (3,3.4) 
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y 
'1/J+(z, n) = 1,1P+(z, n + 1) = O (3.3.5) 

Por conveniencia definimos bn = 1 Y b_¡ = 1 para poder definir pez, n + 1) Y '1/J+(z, O). 

Proposicion 3.3.1. Las condiciones anteriores definen P(z,j) inductivamente como 
un polinomio de grado j 

Demostración. Por definición pez, O) = 1 puede verse como un polinomio de grado O 
en z, pez, 1) podemos despejarlo de la relación de recurrencia cuando j = O: 

boP(z, 1) + aoP(z, O) + L¡P(z, -1) = zP(z, O) 

como pez, -1) = O Y pez, O) = 1 se tiene 

boP(z, 1) + ao = z 

y 
pez 1) = ~ _ ao 

, bo bo 
es un polinomio de grado 1 en z. Cuando j = 1 tenemos 

b¡P(z, 2) + a¡P(z, 1) + boP(z,O) = zP(z, 1) 

P(z,2) = ~(z(~ _ ao)) _ a¡P(z2~ _ ~ 
b¡ bo bo b¡ b¡ 

pez 2) = ~ _ zao _ alPC:~1J. _ ~ 
, bob1 bob¡ b¡ b¡ 

Ypez, 2) es un polinomio de grado 2 en z. Comparemos ahora los pez, j) con la expresión 
general de los polinomios generados por la matriz de Jacobi encontrada en el capítulo 
1: 

bjP(z,j + 1) + ajP(z,j) + bj-lP(z,j 1) = zP(z,j) 

bj_¡Cj_l + ajcj + bjcj+l = )..Cj 

o acomodando los términos: 

bjCj+l + ajcj + bj- JCj._¡ = )..Cj 

Es decir, cumplen la misma relación de recurrencia, por esto, como ya se demostró en 
el capítulo 1, es cierto que 

. 1) - 1 j+lP(Z,) + - -b-b-~b z + ... (3.3.6) 
() l··· j 

donde los puntos indican polinomios en z de grado menor a j + 1 Y el coeficiente del 
término principal es (bob l '" bjt-¡ O 
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Proposicion 3.3.2. P(z,j + 1) = (bab1.. .bj)-l det(zI - J:1J+1j) para j 2': O donde 
J[l,j+l] es la submatriz de j + 1 x j + 1 en la esquina superior izquierda de J 

Demostración. Iniciaremos la demostración analizando como son las matrices J¡l,j+l]' 

Paraj = O 

Para j 1 

ao ba ]
J I1 ,2] = [ b al a 

Para j = 2 

J[I,31 = [~o !o ~ 1 
O b¡ a2 

Claramente J¡I,J+I) define una matriz de Jacobi de j + 1 x :í + 1 Y det(zI J¡I,j+I]) es 
por definición su polinomio característico y tiene grado :í +1; por otra parte, por (3.3.6) 

(bab¡ ... bj)-lp(z,j + 1) 

también es un polinomio de grado :í + 1. Entonces es suficiente mostrar que tienen los 
mismos ceros y multiplicidades. Tenemos que P{z,j +1) Osi y sólo sí existe un vector 
If (Vo, VI, ... , Vj) con Va =f O, tal que 

(JII,j] zI)1f = O 

y como ya se ha mostrado antes, todos los eigenvectores de det J[I.J+I] tienen Va =f O. 
Así, los ceros de P(z, j +1) son precisamente los eigenvalores de J¡l,j+lj' Dado que todos 
los eigenvalores son simples, las multiplicidades son todas uno. O 

Proposicion 3.3.3. Las condiciones anteriores definen 1/J+ (z, n :í) inductivamente 
corno un polinomio de grado :í 

Demostracíón.l/J+ es similar a P(z, j), pero corre al contrario de P(z, j). Para:í O 
tenemos por definición 

¡¡)+(z, n-O) = 1/J+(z, n) = 1 

que puede verse como un polinomio de grado O. Para:í = 1: 

bn-l¡¡)+(z, n 1} + an1/J+(z, n) + bn¡¡)+{z, n + 1) = z'0+(z, n) 

y por definicion ¡¡)+(z, n) 1, 'I/J+(z, n + 1) O así que para:í = 1 

bn.d+(z, n - 1) + an z 
z an (3.3.7)¡¡)+{z, n 1) = 	 _ .. 

bn •· I 

es un polinomio de grado 1 en z Por el mismo razonamiento que para los P(z,:í), 
¡¡)+(z, n - j) es un polinomio de grado :í O 
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Proposicion 3.3.4. 1ÍJ+(z, n j) (b"-1 ... bn - j )-1 det(zI J[n~j+l,n+ll) para j ~ 1 
donde J[n-j+ I ,n+l] es la matriz de j x j en la esquina inferior derecha obtenida de J 

después de remover los primeros n - j + 1 renglones y las primeras n j + 1 columnas. 

Demostración. Como ya vimos,¡j;+(n j) es similar a P(z, j), pero corre desde la 
esquina inferior derecha hasta la esquina superior izquierda, es decir al contrario de 
P(z,j). Al igual que con los P(z, n) empezaremos revisando como son las matrices 

J[n-j-l,n+l! 

Para j 1 tenemos: 
Jln,n+ll [an ] (3.3,8) 

que es la matriz de 1 x 1 en la esquina inferior derecha de J después de remover los 
primeros n renglones y las primeras n columnas. Para j = 2 tenemos: 

J[n'l,n+1) 

que es la matriz de 2 x 2 en la esquina inferior derecha de J después de remover los 
primeros n - 1 renglones y las primera.<¡ n - 1 columnas. 

Para j 3 

Notemos que para j n tenemos 

al b¡ O O 
b1 az b2 O 

J 1,n+l) O bz O 

an·-l bn ­ 1 

O O bn - 1 an 

que es la matriz de n x n en la esquina inferior derecha de J después de remover el 
primer renglón y la primer columna, es dccir la matriz truncada J1" Veamos ahora el 
comportamiento cuando j = 1 

Por 3.3.7 
n -1) 

z 

y por 3.3.8 
bn_1 · 

1det(zI - J[n,n+1;) = b".I-I(Z an) 
z an 

y se tiene 

1ÍJ+(z, n - 1) bn_¡-1 det(zI J[n,n+1l) 
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Nuevamente por el mismo razonamiento que para P(z,j) 

o 
Definicion 3.5. Dadas dos sucesiones 'Un, Vn , definimos el Wmnskiano modificado 
W(Uk, Vk) por W(Uk, Vk) = bk [UkVk+l ~ Uk+lVkJ 

Proposicion 3.3.5. Para cualesquiera dos soluciones que cumplan con la relación de 
recurrencia indicada en 3.3.2, esto es 

bjP(z,j + 1) + ajP(z,j) + bj_1P(z,j 1) = zP(z,j) 

05:j<n, P(z,~I) O, P(z,O) 1 

W(Uk, Vk) es sucesion estacionaria, es decir, W(Uk, Vk) = constante para toda O5: k < 
n 

Demostración. En efecto, tomemos dos soluciones cualesquiera u y v : 

y 
bjv(j + 1) + ajv(j) + bj __ 1v(j - 1) = zv(j) 

si multiplicamos cruzado por u(j) y v(j), tenemos: 

v(j) [bju(j + 1) + aju(j) + bj - l 11(j - 1)] = Z11(j)V(j) 

u(j) [bjv(j + 1) + ajv(j) + bj-lv(j - 1)] = zv(j)u(j) 

es decir, 
v(j)bju(j + 1) + v(j)aju(j) + v(j)bj_1u(j ~ 1) = zu(j)v(j) 

u(j)bjv(j + 1) + u(j)ajv(j) + u(j)bj-lv(j - 1) zv(j)u(j) 

y restando obtenemos: 

v(j)bju(j + 1) 11(j)bj v(j + 1) + v(j)bj _ l11(j - 1) - u(j)bj_1v(j 1) O 

bj [v(j)u(j + 1) -11(j)V(j + 1)] + bH [v(j)u(j 1) u(j)v(j 1)J = O 

Por lo tanto 

bj [v(j)u(j + 1) - u(j)v(j + 1)J bj - 1 [u(j)v(j·, 1) - v(j)u(j - 1)] 

y concluimos que W(Un, vn) es constante, como se quería demostrar o 
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Definicion 3.6. La función de Creen está definida por 

(3.3.9) 

Para Im(z) =f O. Ocasionalmente también se usará 

Crm,k](z,í,j) (Ó;, (zl - J[m,k¡)-I Ój ) m S; i, j S; k 

Notando que J es una matriz cuadrada 

Notemos que para que (zl J)-IÓj tenga sentido, cs prcciso que (zl J)-1 exista, 
pcro una condición neccsaria y suficiente para que (zl - J)-1 exista es que dct(zl - J) =f 
O, es decir que z esté en el conjunto resolvente de J; al multiplicar (zl - J)-I Ój estamos 
obteniendo la j - ésima columna de la matriz del resolvente y al calcular el producto 
punto con Óí , obtenernos la í ésima entrada de la j - ésima colurnna; al variar i, j 
tendremos entonces que la función de Green rnapca la rnatriz del resolventc de J. 

Proposicion 3.3.6. 

G(z, í,j) = [W (P (z,.), (Z,.))¡-1 P(z,rnín(i,j))'Ib+ (z, rnáx (i,j)) 

Demostración. Por definición, 

y explicamos ya que al variar í y j obtenemos la matriz del rcsolvcnte de J. :\lostrarernos 
que el producto de la matriz (zl - J) con la matriz con entradas 

Yij = [W(P(z,·), (z, .))]-1 P (z, rnín (i,j)) (z, rnáx (i,j)) 

es la matriz idcntidad 1, lo que irnplicará entonccs que esta matriz es igual a (zl - J)-1 
es decir a G(z,i,j). 

Tenemos entonces que las entradas :rij del producto de cstas matrices es igual al 
producto punto de 

(O, ... , -bí - 1 , z 

y de la columna con entradas Yíj dadas por 

ai, -bi, ... , O) 

Yíj W' I P(z,rnín(í,j)) (z,máx(i,j)) í=O, ... ,n 

y donde para simplificar hemos definido W W (P (z, .), (z, .)), ya que es constante. 
Tenernos entonces que 

;1;'j = -bi - 1W!P (z, mÍn (i - 1,j)) 7/>+ (z, máx (i - 1,j)) 

-aiW -1 P (z, mÍn (i, j)) 'Ib+ (z, máx (í, j)) + 
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zw-1P (Z, mín (í, j)) (z, máx (í,j)) - bí W- 1 P (z, mÍn (i + 1, j)) (z, máx (i + 1,j)) 

Supongamos que i+1 :s; j (y entonces la entrada Xij no está en la diagonal) 

Xij = -bHW-1p(z,í -1)¡P+ (z,j)-a;W-1P(z,í) (z,j)+zW-1p i)¡pdz,j)­

bi W- 1 P (z, i + 1) #J+ (z, j) 

Xij W1'lJl+(z,j)[-bi_1P i-l) aiP(z,i)+zP(z,i) bi P(z,i+l)] 

pero P(z,·) cumple la relación de recurrencia 

Por lo tanto 

Xij = W-l~,+ j) [-zP(z, i) + ZP (z, i)] = O 


Similarmente, cuando i 1:2: j tenemos 


;¡;ij = bi - 1W-1P (z,j) (z, i 1) + aiW-1 P (z, j) 'IJl+ (z, í) - zW-1P (z,j) (z, i) + 

+biW- 1P (z, j) 11'+ (z, í + 1) 

Xij = W- 1P (z,j) [bi- 11P+ (z, i 1) + ailP+ (z,i) - zlP+ (z, i) + bi'lJl+ i + 1)] 

pero lP+(z,·) también cumple la relación de recurrencia, Por lo tanto 

(z, i)] O 

Por último examinemos qué sucede con los elementos de la diagonal, es decir cuando 
j 

Xjj = W- 1 [bj_¡P (z, j 1) 'IJl+ (z,j) + ajP (z, j) 11'+ (z, j) - zp (z,j) 'IJl+ (z, j) 

+ bjP(z,j) (z,j + 1)] 

W 1 [bj _ 1P (z, j - 1) 11'+ (z, j) + ajP (z, j) (z, j) zP(z,j) 11'+ (z,j)+ 

+bjP j) (z,j+1)+bjP(z,j+1)1P+ j)-bj P(z,j+1) (z,j)] 
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Si en esta expresión sumamos y restamos bjP(z,j + 1)~+ (z,j) y agrupamos te­
nemos 

Xjj W-1[bj_1P (z,j - 1) ~+ (z,j) + ajP (z,j) ~+ (z,j) + bjP (z,j + 1) 1/J+ (z,j) 

-zP(z,j)~+(z,j)+bjP(z,j) (z,j+1) 

bjP(z,j + l)1/J+ (z,j)] 

*Xjj W- 1['ljJ+(z,j)(bj _ 1P(z,j 1)+aj P(z,j)+bj P(z,j+1) zP(z,j») 

+bj (P(z,j)'ljJ+(z,j+1) P(z,j+1) (z,j))] 

es decir, 

Xjj W-l[~+ (z,j) (zP (z,j) - zp (z,j)) + bj (P (z,j) 1ÍJ+ (z,j + 1) - P (z,j + 1) 'ljl+ (z, j»)] 

= W-1[0+ W(P,'Ij'+)] 

pero W = W(P,~+), por lo tanto 

Xij = 1 ~ i j y Xij O 

en cualquier otro caso 

:.G(z,i,j) [W(P(z,·),~+ .))¡-lp mín(i,j)) (z, máx (i,j» 

como se quería demostrar o 
Podemos ahora definir la función m 

Definicion 3.7. 

Proposicion 3.3.7. m(z)= 

Demostración. Recordemos que pez, O) = 1; pez, -1) = O; por otra parte, 

G(z, i,j) = (zI J)-18j ,8i ) 

por definición, y también hemos demostrado que 

G(z, i,j) = [W (P (z,.) ,~+ (z, ·)r1 P (z, mÍn (i,j) (z, máx (i, j») 

entonces 

m(z) = (zI - J)-180 ,80 ) G(z,O,O) 

[W (P (z, .), (z,' ))]-1 P (z, mÍn (O, O» 1ÍJ+ (z, máx (O, O») 

= [W (P(z,'),1/J+ (z,·)] 1 P O) (z,O) 

7./J+ (z, O) 
W(P(z,·), (z,·») 
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pero 

w (P (z,.), 1/!+ (z, .)) (j) = bj [P{z, j)1/!+ (z,j + 1) - P(z,j + 1)1jJ+(z,j)] 

es constante, en particular para j = -1 

W(P(z,·), 

porque P(z,O) = 1 Y P(z,-1) O 

1/!+ (z,O)
:.m(z) 

b_11/!+{z, -1) 

como se quería demostrar o 
Notemos que la m-función que acabamos de definir m(z) {(zI Jt15o,5o) repre­

senta, esencialmente, la misma relación utilizada por Hochstadt para derivar la fórmula 
que nos permite obtener las entradas de la matriz: 

I -)) A(>')
\ (M - J) 50,50 = B(>') 

Cabe notar que Gestezy y Simon [3] definen la función m (que para diferenciarla 
denotaremos como ms(z)) por 

que guarda la relación siguiente con la m función definida en los renglones anteriores 

ms(z) = 

Por otra parte, como se mostrará a continuación, la función espectral definida en 
la sección 3.2 y la función m que acabamos de describir tienen una relación biunívoca, 
que permite identificar de manera única a esta función m con una y la misma función 
espectral. Este resultado será fundamental en nuestro trabajo, pues al mostrar que es 
precisamente la función espectral definida la que permite describir la función m como 
una integral de Ríemann-Stieltjes, podremos obtener como corolario el primer teorema 
demostrado por Hochstadt. El orden lógico entonces, será demostrar que es posible 
identificar a la función m definida como una integral de Ríemann-Stieltjes con respecto 
a la función espectral p definida en las secciones previas; una vez demostrado esto, se 
demostrará que tal p es única y concluiremos que podemos expresar m(z) en tórminos 
de la medida espectral dp. Antes de iniciar conviene precisar algunas cosas. La medida 
generada por la función p es tal que sólo los conjuntos que contienen los puntos de 
los saltos tendrán medida diferente de cero. ASÍ, si se define la siguiente relación de 
equivalencia: 
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<i1+1 J <i1+1 

UI 
U I '1 

[,2 [,1lyJJ4 

Figura 3.1: Conmutación a través del operador multiplicación identidad (Mid) 

Definicion 3.8. fRg {=} JlIJ.(f - g)dp = O 

se prueba que efectivamente es una relación de equivalencia y entonces las funciones 
que coinciden en los puntos donde existen los saltos son iguales pues coinciden "casi en 
todas partes", y están relacionadas según la relación R; por otro lado, si definimos V 
como el espacio vectorial cuyos elementos son las clases de equivalencia de la relación 
R podernos tornar cualquier representante de la clase de equivalencia y trabajar con 
su norma, ya que su valor no depende del representante de la clase de equivalencia 
escogido. Usualmente no se hace distinción entre función y clase de equivalencia en 
este contexto. Ahora bien, se sabe que el polimonio del grado ~ N - 1 se reconstruye 
únicamente por sus valores en N puntos. Así pues, tornando valores de una función en 
los puntos de salto, podernos construir el polinomio del grado menor o ignal a N - 1 
que es igual a esa función "casi en todas partes". Así, todo el conjunto de las funciones 
se divide en clases y hay un polinomio que es el representante de cada clase. Teniendo 
en mente lo anterior, continuaremos demostrando el signiente teorema: 

Teorema 3.3.1. Con la definición dada de función espectral, y con la transformación 
U definida en la sección 3.2, se tiene que para toda x E en+! 

Jx U-1MidUx (3.3.10) 

donde (Mídg)()..) := )..g()..) (ver figura 3.1 2) 

Notemos que Jx = U-1¡'VfidUx es equivalente a 

(J zIr 1 = U-1(Afid - zI)-l Ux 

para toda z que no pertenezca al espectro de J 

espacios 11] son los espacios vectoriales normados mas importantes en el contexto de la teoría 
de medida y de la integral de Lebesgue. Reciben tambien el nombre de espacios de Lebesgue. 
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Demostmción. Primero probemos que para toda j=O ... n 

Para esto, vemos que 

o 

o 
y 

según la relación de recurrencia que hemos visto en secciones anteriores. 

n n 

= L QiU(Jó'i)(A) = L QiAPí (:\) 

í=O 

. =:\ L
n 

QiPi(:\) = [Afid (Ux)] (A) 

entonces Jx = [U-1 MídUJ x o 
De lo anterior se sigue que 

y 
:. U (J - zI)x = (Mid - zI)Ux 

... [U- 1 (Mid - z1)-l U] (J - z)x = x 

... (J - zI)-l 9 U-1 (A1id - zIr 1 U 9 
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para toda g o equivalentemente, 

Considérese ahora 
(5o,(J zIr 1 50) 

De acuerdo a la igualdad 3.2.4 se tiene 

1:')0 U50U (J ­m(z) (50, (J - zI)-1 50) zI)-l 50dp(A) (3.3.11) 

00 001: 1:1 (jv/id - zI)- l ldp(A) = ;(A} (3.3.12) 

(3.3.13)
= 2: Ai~ z 

donde, al igual que en la sección 3.2, p(A) es una función escalón no-decrecíente, continua 
por la izquierda con puntos de crecimiento únicamente en los puntos de discontinuidad 
Ao, Al, A2,'" , An e igual a cero para A < Ao, Y cuyos saltos se determinan como 

1 

¿~=opR).~) 

Mostraremos ahora la unicidad. 

Teorema 3.3.2. Para cualquier función escalonada pcon puntos de crecimiento única­
mente en los puntos de discontinuidad AO, Al, ... , An tal que 

¡-too dp(A) 
-- =m(z) 

-00 A - z 

con m la función m de Weyl correspondiente al operador J, se tiene que p= p, donde 
p es la medida espectml de J 

Demostmción. Supongamos que existe p tal que 

¡+oo i[P(A) = J+oo dp(~ 
-cc A Z -(')O A - Z 

Si 

y 
+OO dp(A) _ "J A-Z-2: -Z 

-oc i=O 
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n 

2: ai ai
=> ---- =0

A - Z
i=O t 

para toda z f- Ai 
Si 

a¡ - ai f- O Y é = mÍn {IAio - Ail tal que i f- io} 

esco jemos z E lR tal que 

é 
IAj - zl > "2 para toda í f- io 

(basta tomar z tal que IAio - zl < V 
De aquí se sigue que 

I~ -al la-a'l 1 '" lai - ad, S '" -'--' S E- z L.,¡ A' - z - L.,¡
ii'io' 2 i,,;io 

si IAio - zl < ~ para toda i f- io. Así, para estos valores de z 

1 

O= 1'" aj - § 1:::: 1aio aio 1-1", a¡ - a; ¡> Iajo - ajo 1- M (3.3.14)
L.,¡ A - z A' - z L.,¡ A - z A' - Z
i=O t lO i;i:io ! 1.;) 

puesto que 

2: al-=- ai I 

;=0 A. z 

está acotada y hemos escogido M tal 

1 

que Al > I¿;.=o ~i-~~il 
Como 

I
ajo aio 1-+ 00 

A,o - z 
cuando z -+ Aio, entonces existe una vecindad V5 (Ai¡¡) tal que 

y concluirnos que ¡; = p o 
Hemos demostrado entonces que m(z) se expresa de manera unívoca en términos 

de la medida espectral dp: 

m(z) =! dp(A)
A-z 

Provistos de esta certeza, continuaremos demostrando otros resultados que nos pernú­
tirán concluir este capítulo. 
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Teorema 3.3.3. Si n es finita, entonces 

n~=1 (z - Pi)m(z) 
n]=o(z - Aj) 

donde AO < ... An son los valores propios de J y PI < ... < Pn son los valores propios 
de J1' (la matriz truncada) 

Demostración. De la proposición 3.3.7 

lf!+(z, O)
m(z) 

b_1'lj;+(z, -1) 

y por la proposición 3.3.4 

así 

m(z) = 

(bn _ 1 ••• b1bo}-1 det(zI - JIl,nH]) 
(3.3.15)

b_ 1(bn - 1... bob_1)-1 det(zI - J[O,n+1]) 

donde por definición J I1 ,n+1] es la submatriz obtenida dc J al remover el primer renglón 
y la primera columna, es decir la matriz truncada y JIO,7tH] es la matriz original J; por 
otra parte 

n 

det(z J) = TI(z - Aj) 
j=O 

y 
n 

det(zI Jll,n]) TI (z - Pi) 
i=1 

Por lo tanto 
n~-I(Z - Pi)

m(z) 
n~=o(z - Aj) 

o 
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Corolario 3.3.1. (EQUIVALENTE AL TEOREMA 2.2.1 PERTENECIENTE A HOCHSTADT) 
El conjunto 

{Aj}7=o U {¡.t;}~=l 

donde {Aj }7=0 es el conjunto de valores propios de J y {¡.ti}:~l es el conjunto de valores 
propios de la matriz truncada Jn determina unívocamente J. Cualquiem conjuntos de 
{Aú7=o y {¡.ti}~=l son permitidos siempre que . 

Ao < ¡.tI < Al < ¡.t2 < ... < ¡.tn < An 

Demostmción. Por el teorema 3.3.3 {Aj}]=o U {¡.t,}Z=l determina m(z) y m determina 
dp; hemos ya demostrado que dp determina de manera unívoca las a y las b, es decir a 
J. Por otro lado, si 

~ o·
m(z)=L.-~

j=O J 

entonces la condición 
(3.3.16) 

es equivalente a 0j > O V j. 
En efecto, es suficiente, pues si suponemos que 3.3.16 tiene lugar, entonces del 

teorema 3.3.3 tenemos que 

m(z) = 
z 

pero tomando denominador común en el lado derecho y desarrollando tenemos: 

Por lo que 

rr~-l (z - ¡.tí) _ 00 rr;#o(Aj - z) + ... + o" rr]#n{Aj - z) 

rr;=o(z Aj) - rr]=o(Aj - z) 

(-lt 00 rr;#o(Aj - z) + ... + 0n rr]#n(Aj - z) 
=--n n

(-1) rrj=o(Aj z) 

00 rr7#o(z - Aj) + ... + 0" rr7#n(z Aj) 

rr]=o(z Aj) 

Por lo tanto 
n n n n(z ¡.ti) = 01 n(z - Aj) + ... + 0n n(Z - Aj) 

;=1 j#n 
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y obtenemos expresiones explícitas para cada nA; evaluando en z = AA; 

I17~1 (Ak - Ilí) 
(3.3.17)

ffi#(Ak - Aj) 

y 

si y sólo si 
n

I1 (AA; - Ilí) Y I1 (Ak - Aj) 
i=l j=O•...• n.J~k 

tienen el mismo signo. 
Analizando 3.3.17 vemos que el numerador y el denominador tienen n términos, de 

los cuales por la relación 

k términos tienen signo negativo y n k son positivos: 

es decir, el numerador y el denominador tienen el mismo signo y por lo tanto 

3.3.16 es necesaria, pues si suponemos que iAJ;=o y {J1i}~l no satisfacen la relación 
de orden, entonces existe al menos una k tal que 

así, mientras el denominador no cambia de signo, el numerador sí lo hace, pues o bien 
(Ak Ilk) ahora es negativo, o bien (Ak - J1k+l) es ahora positivo. En cualquiera de los 
casos nA; < O porque el numerador y el denominador tendrán ahora signos diferentes. 
Concluimos entonces que 

lo que demuestra completamente el corolario o 



Capítulo 4 
, 

CONCLUSION 

Hemos visto entonces dos demostraciones de un mismo resultado, hemos clarificado 
cada uno de los pasos seguidos en ellas así como la lógica y los elementos matemáticos ex­
plícitos o implícitos que los autores utilizaron. Mientras que en el artículo de Hochstadt 
el resultado es el teorema principal, en el trabajo de Gesztezy y Simon ese resultado 
es un corolario, sin embargo esta diferencia aparentemente grande es comprensible si 
analizamos el aparato matemático que hubo de desarrollarse para lograr esta aparente 
simplificación, el uso de la integral de Riemman-Stieljes, la función espectral, el Wron­
ski ano modificado, la función m de Weyl y la identificación de la función espectral y 
la función m de Weyl. Por otra parte, el artículo de Hochstadt incluye otros resulta­
dos referentes a problemas inversos similares, que es altamente probable que puedan 
ser obtenidos utilizando la función m de Weyl y la función espectral; de igual manera 
podemos ver cómo el avance de las matemáticas hace posible ir obteniendo resultado 
más generales ayudándonos a entender y modelar de una mejor manera y mucho más 
potente, conceptos y tema.'l en este caso de álgebra lineal y física matemática a partir 
de los cuales se obtienen resultados previos como corolarios. 
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Capítulo 5 

'" APENDICES 

5.1. Espacios vectoriales 

Definicion 5.1. Sea V 1m conjunto no vacío y K un campo. Si en V pueden definirse 
2 operaciones: 

1) Suma de elementos de V 
2) Multiplicación por' un elemento del campo K (escalar) 
Que cumplen con las siguientes propiedades: 

Propiedad 5.1.1. Sí u, v E V, entonces u + v E V (Cerradura bajo la suma) 

Propiedad 5.1.2. Para todos u, v, w E V, (u + v) + w = u + (v + w) (Ley asociativa de 
la suma) 

Propiedad 5.1.3. Existe un elemento O E V tal que para todo v E V, v + O O+ v = v 

Propiedad 5.1.4. Si v E V, existe un elemento -v E V, tal que v + (-v) O 

Propiedad 5.1.5. Si v + u E V, entonces u + v E V (Conmutatividad de la suma) 

Propiedad 5.1.6. Si v E V Y a E K, entonces av E V 

Propiedad 5.1.7. Si v, u E V Y a E K entonces a(v + u) = av + au 

Propiedad 5.1.8. Si v E V ya, íJ E K, entonces (a + íJ)v (}:V + íJv 

Propiedad 5.1.9. Si v E V ya, íJ E K, entonces a((:Iv) = (a¡J)v 

Propiedad 5.1.10. Para cada v E V, Iv = v, (el 1 es ell del campo) 

Diremos que V es un espacio vectorial sobre el campo K y a sus elementos los 
llamaremos vectores. 

Es común decir solamente "espacio vectorial" , omitiendo "sobre el campo K" siempre 
que es claro el campo sobre el que cstá V. 
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Definicion 5.2. Sea V un espacio vectorial. Llamaremos una combinación lineal de 
elementos de V a una relación de la forma: 

donde ai E K, v E V para toda i = 1, ... , N 

Cabe señalar que de acuerdo con las propiedades 4.1 y 4.6, toda combinación lineal 
de elementos de Ves un elemento de V. 

5.1.1. Subespacios vectoriales 

Definicion 5.3. Sea U {~ll, UZ, U3""} e V. Si en U se cumplen los axiomas de un 
espacio vectorial, es decir si U es en sí mismo un espacio vectorial, decimos que U es 
un subespacio vectorial de V. 

Proposicion 5.1.1. La intersección de 2 subespacíos vectoriales es un subespacío vec­
torial 

Demostración. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K Sean U, iV subespacios 
vectoriales de V. Como U, W son subespacios vectoriales, entonces 

OEU y OEW 

así que OE Un W; por otra parte, vemos que si x, y E Un W entonces 

x,y E U Y x,y E W 

pero U, W son sub espacios vectoriales, así que 

:¡;+yEU y x+yEW 

entonces x + y E U n W. 
Finalmente, si ;< E U n W entonces x E U Y .T E W, así que ax E U Y ax E W 

para toda a E K, porque U y W son subespacios vectoriales, pero esto implica que 
ax E un W. Por lo tanto un tV es un subespacio vectorial de V O 

5.2. Bases de un espacio vectorial 

5.2.1. Independencia lineal 

Definicion 5.4. Sea S = {v¡, V2, V3, • .• } e V. Diremos que S es un conjunto lineal­
menteíndependiente si 
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Notemos que el °en la ecuación de la combinación lineal es el °vectorial, mientras 
que el °de las ecuaciones de los escalares es el 'O' del campo. De aquí en adelante para 
ser más precisos indicaremos el °vectorial como 1 

Si existe una combinación lineal de elementos de S, igual a 1, con al menos un 
escalar diferente de 'O' diremos que el conjunto es linealmente dependiente. 

Definicion 5.5. Al conjunto de todas las combinaciones de un subconjunto S e V le 
llamaremos el span de S y lo denotaremos por sp(S), es decir 

con Vi E S para toda i y D:i E K pam toda i = 1, ... , N 

5.2.2. Conjunto generador 

Sea S e V. Si todo elemento del espacio V puede escribirse como una combinación 
lineal de los elementos de S, decimos que S genera V. 

Definicion 5.6. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K y S {VI, V2, V3, ... } e 
V. 	Diremos que S es una base de V si S es linealmente independiente y genem V. 

Ejemplo. En lR,n los vectores 

el = (1,0,0, ... ,0),e2 = (0,1,0, ... ,O), ... en = (0,0,0, ... ,1) 

forman una base 

Proposicion 5.2.1. Sea lP'n el espacio vectorial de todos los polinomios de gmdo ~ n-l. 
El conjunto p()...k) = {Ak, k 0,1,2, ... , n 1,)... f O} forma una base en lP'n 

Demostración. Primero se demostrará que cualquier elemento de lP'n puede ser escrito 
como una combinación lineal de los elementos de p()...k). Sea P ElP'n, entonces 

pero esto es precisamente la definición de que P sea combinación lineal de 

es decir P es combinación lineal de los elementos de p()...k). Tomemos ahora una com­
binación lineal de los elementos de )...k igual a 1 : 

\n-l \n-2 \'11-3 \ -+0
an-IA + an-2A + an·-3A + ... + aA + ao = 
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Notemos que en este caso el O es el O del espacio vectorial, es decir el polinomio idénti­
camente cero Po(A) = O para toda A, Por otra parte, 

se anula a lo más en n valores de A (sus raíces), entonces la igualdad se cumple si y sólo 
si aí = Opara toda i, porque de otra forma no tendría las mismas raíces que el polinomio 
Oy dos polinomios son iguales si y sólo si tienen las mismas raíces. Así concluÍmos que 

si y solo si ai = O para toda i y el conjunto P(Ak ) es linealmente independiente, Por 
último, se demostrará por reducción al absurdo que la combinación lineal con la que se 
expresa un elemento de ]Fn como combinación lineal de elementos de p(Ak) es única. 
Supongamos que P E ]Fu Y que existen 2 combinaciones lineales de P(Ak ) diferentes 
que expresan a P 

y 

O=P-P 

(an - bn)An + (a"-l - bn_¡)An- 1+ ... + (al b¡)A + (ao bo) 

Entonces el polinomio O se anula a lo más en n valores de A (!). Por lo tanto es falso 
suponer que existen 2 combinaciones lineales de peAk) diferentes, y la expresión de P 
en términos de elementos de peAk) es única O 

5.3. El producto interno 

Sea X un espacio vectorial. Decimos que en X está definido un producto escalar, si 
existe una función numérica (x, y) de 2 variables que satisface las siguientes propiedades: 

Propiedad 5.6.1. Definida positiva: x) ~ O Y x) = Osi y sólo si x es el O vectorial 

Propiedad 5.6.2. A (x, y) (Ax, y) , con A un escalar 

Propiedad 5.6.3. (ax + í3y , z) = a (x ,z) + í3 (y ,z) 

Propiedad 5.6.4. (x, y) (y, x) 

El producto interno también es conocido como "producto escalar" o " producto pun­
to". En realidad, es posible definir más de una función que cumpla COIl las propiedades 
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mencionadas, sin embargo en el caso de Ir' existe una función que es utilizada de manera 
estándar definida por 

n 

(x,y} LXiYi 
;=1 

5.4. Matrices 

Definicion 5.7. Una matriz A de mxn es un arreglo rectangular de mn números dis­
puestos en m renglones y n columnas: 

aij 

am,l a m 2 amj amn 

Cuando m = n, es decir cuando el número de renglones es igual al número de 
columnas, tenemos una matriz cuadrada. Puede verse fácilmente que si definimos la 
suma dc 2 matrices cuadradas A y B como la matriz C que tiene por entradas Cij = 

aij + bij Y el producto por un escalar oA = oa;j para toda i, j el eonjunto de todas las 
matrices cuadradas con entradas complejas es un espacio vectorial. 

Definicion 5.8. Núcleo de una matriz. Sea A E Mn,m(C); A : en -+ cm. Definimos el 
núcleo de una matriz y lo denotamos como ker A al conjunto {x E cn tal que Ax = O} 

Notemos que ker A e en # 0 siempre, pues como A representa una transformación 
lineal, Aa= apor lo tanto aE ker A. 

Proposicion 5.4.1. El núcleo de una matriz es un subespacio vectorial de C!' : 

Demostración. Vimos en el párrafo anterior que aE A; además sí 

x, y E ker A =>- Ax 
-+
O =Ay 

y como A es lineal 
-+ -+ -+

Ax+Ay= A(x+y) = O + O O ... (x + y) E ker A 

Por último si x E ker A y o E R, o # O, tenemos que 

Ax = O= oAx = Aox O... ox E ker A 

lo que completa la demostración O 
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Proposicion 5.4.2. Sea A E Mn,m(C); A: Cn -+ cm. 

A(Cm) = {y E Cmtal que:3 x E cn,Ax = y} 

definido como el contmdomínio o imagen, es un subespacio vectorial de en 

Demostración. Sean Y¡,Y2 E A(Cm) 
Si y¡, Y2 E A(Cm ) entonces existen :el, X2 E C" tales que A(:e¡) = YI; A(X2) = Y2, 

luego 

entonces existe x = Xl + X2 E Cn tal que A(x) = Y¡ + Y2, por lo tanto y¡ + Y2 E A(Cm ) 

Por último, sea a E lR. Y Y E A(Cm ). ay = aA(x) = A(ax), entonces existe Xl = ax 
en Cn tal que A(x¡) = y, por lo tanto aYI E A(Cm ) y concluimos que el contradominio 
o imagen, es un subespacio vectorial de cm O 

Proposicion 5.4.3. Sea A E Mnxn 

aln 

an a22 ... a2n 
A= '. . 

au 
a¡2 '" 1 
. . . 

[ a~l 
. 

..• 

'. 

an2 ann 

El producto de una matriz A por el vector canóníco O; = (O, O, O, i, ... ,O) es igual a la 
í - ésima columna de A. 

Demostración. Sea E4A el i - esimo renglón de A. Recordemos que la entrada Xij del 
producto AOí es, por definición, el producto punto del renglóni de A por Oí, es decir: 
Xij = (E4A,Oi) entonces 

Xu = (R¡A, o,) «au, a12, a!3, .. " ali," ., aln), (O, O, 0, ... ,1, O, ... ,O» al, 

Xnl = (RnA,Oi) = «anl, an2, an3,' •. , aní," ., ann ), (O, O, 0,1, ... , O» = an; 


Por lo tanto Ao¡ = (al'¡, a2i, a3í' .. ani) como se quería demostrar O 
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5.5. Características especiales de las Matrices tridia­
gonales 

5.5.1. Caracterización de la matrices tridiagonales 

Definicion 5.9. Sea A E A1nxn' Diremos que A es una matriz tridíagonal sí, excep­
tuando la diagonal principal, sobre la cual no pondremos condición alguna, todas las 
entradas son iguales a O excepto para aquellas entradas Xij con j = i + 1 o j = i - 1 

Las siguientes matrices son ejemplos de matrices tridiagonales 

1 O 
O 2 
3 O[1 ! ] O 10 

Mientras que 
2 

8[l 
1 

2 

no lo es. 

2 8 O O O 
1 O 3 O O 
O 8 5 2 O 
O O 10 8 6 
O O O 7 9 

O 

2 
1 ~ ]1 

Es importante notar que las condiciones establecidas en la definición anterior impli­
can que la columna k - ésima de la matriz tiene un número bien definido de términos 
diferentes de O, en efecto, las entradas de la columna k tienen la forma: 

Entonces, a partir del renglón k +2 todas las entradas serán O, pues para estos términos 
j#í-loi+l 

5.5.2. Caso particular de las Matrices de Jacobi 

Por la proposicion 5.4.3 sabemos entonces que A80 es la primera columna de A y 
en el caso en que A es una matriz tri diagonal, A80 tiene únicamente las 2 primeras 
entradas diferentes de O, de hecho si A es una matriz de Jacobi tenemos que 

ao bo O O O 
bo al bl O O 

O b1 a2 bzA= 
O O O 

bn- 2 an-I bn - 1 

O O O b"-l a n 
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y A80 = (ao, bo, O... O), es decir A80 tiene únicamente las 2 primeras entradas diferentes 
de O. Notemos que es posible reescribir A80 como: 

A80 ao8o + bo8¡ 

Más aún, para A Z80 tenemos: AZ80 = A(A8o), luego las entradas Xij de A(A8o) son 
iguales a 

Xn = (R¡AÓo,80/ = «(ao, bo,O, ... ,O), (aO l bOlO, . .. ,O») = a~ + b~ 
X2¡ = (RZAÓo,80) «(bo,a¡, b¡, ... ,O), (ao, bo, O, ... , O») = aobo + albo 

X3l (R3A50,8o) = «(0,b¡,az,b2, ... ,0),(ao,bo,0, ... ,0») = bob¡ 

X41 = (R4Aóo, bo) = «(O, O, b2 , a3, b3 , ... , O), (ao, bOlO, .. . , O)} = O 

X5l = (R5Abo, 8o) {(O, O, O, b3l a4, b4 , .•• lO), (aal bo, O, ... , O») = O 

En realidad, a partir del renglón 4 todas la..<.¡ entradas son O, pues para que Xij = 

(R,.Aóo, bo) sea diferente de O es necesario que R,.AÓo tenga al menos un valor diferente 
de O en las columnas 1 o 2, pero esto sólo se cumple para los primeros 3 renglones de 
A, porque a partir del cuarto renglón la..<.¡ única..<.¡ entradas diferentes de O son a43 Y a451 

así que A2 bo tendrá exactamente los 3 primeros renglones diferentes de O y 108 demás 
O, de hecho por cálculo directo obtenemos que 

A280 (a~ + b~, aobo + albo, bob¡, O, O, ... , O) 

(a5 + b~)8o + (aoba + a l bol8¡ + bob¡82 

Siguiendo este razonamiento, vemos que 

tendrá exactamente los primeros 4 renglones diferentes de O porque A 2bo es diferente de 
O sólo en los primeros 3 renglones y A tiene al menos una entrada diferente de O en las 
primeras 3 columnas sólo en los primeros 4 renglones, nuevamente por cálculo directo 
podemos ver que 

A3bo = (ao(a5 + b5l + bo(aobo + albo), bo(a~ + b~) + a¡(aobo + albo) + bobi, 

bl (aobo + albo) + a2(bobd, bob¡b2 , O, ... , O) 

es decir 
A3 80 = do80 + d¡bl + d282 + d382 

donde las dí dependen de ao, al, a2, bol b¡, bz 
Concluiremos esta sección demostrando que es posible expresar Ak80 como una 

combinación líneal de las primeros k vectores unitarios. 



72 5. APÉNDICES 

Proposicion 5.5.1. Sea A una matriz de Jacobi. Es posible expresar Ak 60 como una 
combinación lineal de las primeros k vectores unitarios 

Demostración. Demostración por inducción. Hemos visto que el resultado se cumple 
para n = 1. Supongamos que es cierto para n k, entonces 

Ak 60 do6o + d16¡ + dz62 + ... + dk6k 

luego, 
Ak+16o = A(Ak 6o) 

pero Ak 60 tiene exactamente los primeros k+ 1 renglones diferentes de O y todo lo demás 
O, mientras que A tiene al menos 1 valor diferente de Oen las primeras k + 1 columnas 
sólo en los primeros k + 2 renglones, pues a partir del renglón k + 3 las únicas entradas 
diferentes de Oson ak+3k+2 Y ak+3k+4, es decir 

(R;A, Ak6o) = O 

para toda 'i 2: k + 3 Y consecuentemente todas las entradas Xij de Ak+l6o serán O si 
'¿2:k+3 

Entonces Ak+lootiene exactamente los primeros k + 2 renglones diferentes de O y 
todo lo demás O Por lo tanto 

Ak+16o = d~6o + d~61 + d~62 + .. ,+ d~6k + d~+l6k+l 
como se quería demostrar. o 
Corolario 5.5.1. dk = bob¡b2 , ..• bk-¡ 

Demostmción. Tenemos que 

Ak+l6o A(Ak 6o) = A(do60 + d¡6¡ + d262 + .. , + dk - 16k- l + dk 6k) 

= doA60 + d¡J16¡ + dzA62 + ... + dk-.¡A6k - J + dkA6k 

pero 
O 

O 
entonces 

Ak+l60 = doA6o + dl A6¡ + ... + dk -¡A6k- 1 + dk(bk-16k-l + ak6k + bk6k+1) 

= doA6o + d¡A61 + ... + dk-l A6k-¡ + dkbk-¡6k - 1+ dkak6k + dkbk 6k+l 

doA60 + d¡A6¡ + ... + dk- 1<46k -- 1 + dk bk--16k -¡ + dkak6k + (bob1b2 , ..• bk- l )b/;6k+l 

por hipótesis, por lo tanto dk+l bob¡b2 , •.. b/;_l bk O 
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5.6. Vectores y valores propios 

Definicion 5.lO. Sea A E Mn(R) Y -t E lRn . Consideremos la ecuación 

(5.6.1) 

Con A E R. Si A Y un vector no nulo x satisfacen esta ecuación decimos que A es un 
valor propio de A y -t es el vector propio de A correspondiente a A 

Podemos interpretar los vectores propios de una transformación lineal como aquellos 
elementos del dominio de la transformación con la propiedad singular de que su imagen 
bajo la transformación es un múltiplo de sí mismo. Al conjunto de todos los valores 
propios A; E R se le llama el espectro de la matriz A y se denota por (j(A); el número 
real no-negativo p(A) = máx {IA;I} se le llama el radio espectral de la matriz A. 

Proposicion 5.6.1. Si c es un vector propio, entonces o:c, o: E lR también es un vector 
propio. 

Demostración. Como se menciona al inicio de este trabajo, podemos sustituir matri­
ces cuadradas por operadores lineales, en este caso estaremos identificando A con el 
operador T que la representa. 

Sea 7 un vector propio de una transformación lineal T y o: =f. O, entonces: 

T(o:7) = o:T(7) 

porque T es una transformación lineal, y también 

porque c es un vector propio de T, así que 

T(o:7) = o:T(7) = o:A7 = Ao:7 = A(o:7) 

Por lo tanto 0:7 es un valor propio asociado al vector propio 7 o 
Definicion 5.11. Sea A una matriz de mn. Diremos que A es inyectiva si y sólo si 
ker A = {O}, en este caso decimos que la matriz es no degenerada. Si m < n la matriz 
siempre es degenerada. 

Las siguientes alirmaciones son equivalentes: 

l. La matriz A es no degenerada 

!l. Existe la inversa de A 


Ill. El rango de la matriz A es n (rank A = n) 
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IV. El determinante de A es diferente de O (det A # O) 

v. Dim (codominio deA) = n 

VI. Dim ker A = O 

VII. El sistema lineal de ecuaciones Ax = O tiene única solución x = O 

VIII. O no es un valor propio de A 

5.7. Operadores lineales 

Cabe mencionar que varios de los resultados que se presentan en esta sección son 
estudiados con mucha mayor profundidad en la teoría de operadores lineales, pero 
aquí sólo se mencionan de manera somera y en algunos casos se darán por hecho varios 
de ellos. El concepto de operador o transformación sobre un espacio de Banach es una 
generalización natural de la idea de una función de variable real. Los operadores lin­
eales sobre un espacio vectorial normado son frecuentemente utilizados para representar 
cantidades físicas y por esto son muy importantes en matemáticas aplicadas y en física 
matemática. 

Definicion 5.12. Sean 1U, V espacios vector-iales y sea T : 1U -t V . Diremos que T es 

una función lineal o un operador lineal si cumple las siguientes propiedades: 


Propiedad 5.12.1. Para toda u, v E 1U, T(u + v) T(u) + T(v) 


Propiedad 5.12.2. Para toda u E 1U, a un escalar, T(au) aT(u) 


Proposicion 5.7.1. Si T es un operador lineal sobre el espacio vectorial V, entonces 

aT = aT(V) también es un operador lineal sobre V, 


Demostración, Sea v, w E V, a, f3 escalares. Entonces 

exT(v + w) = ex(T(v) + T(w)) = aT(v) + exT(w) 

y también 
exT(,8v) = ex(8T(v)) = exf3T(v) 

Por lo tanto exT es un operador lineal o 
Definicion 5.13. Sean U y V espacios lineales normados y sea T : U -t V una 
transformación lineal, Decimos que T está acotada si existe un número real positivo k 
tal que !!T(x)!! ~ k !!x!! para toda x E U. 

Definicion 5.14. Sean U y V espacios vectoriales normados. El conjunto de todas las 
transformaciones lineales T : U -t V se denota por L(U, V). En el caso en que U V, 
escribiremos simplemente L(U) 



5.7 Onerador"B lineales 75 

Definicion 5.15. Sea T un operadorT E L(U, V). Diremos que Tes invertible si existe 
un operador T-1 E L(V, U) tal que 

T'lT(x) x para toda x E U 

y 
TT- 1(y) = y para toda y E V 

Cuando tal operador existe se le llama el inverso de T 

5.7.1. Operadores Autoadjuntos 

Definicion 5.16. Sea TE L(U). Dir'emos que T es autoadjunto si (Tx, y) = (x, Ty) 

Teorema 5.7.1. Te.orema de expansión de Neumann. Sea Uun espacio de Banach. Si 
T es un operador con IITI! < 1 entonces I - T es invertible y su inversa está dada por: 

00 

(I - T)-l = ETn 

n~{) 

Corolario 5.7.1. Sea A;, i = 1,2, ... n los valores propios de la transformación T. Para 
IAI > máx IAil la siguiente igualdad es cierta 

(Al - T)-l = ~ f rn 
n~O 

Demostración. Sea IAI > máx IA;I. Entonces 

1 _ ~ ~áx IAil liT 11 
- IAI > \AI lAr 

es decir 1I1~i' < 1; por otra parte 

T
(Al - T) = A(I - -)

A 

implica que 

Y como 
T>: < 1 se concluye que 

o 
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y para cada factor (X2 + 2bx + c)r se puede determinar una expresión de la forma 

B¡+C¡x B2+C2X Br+Crx 
+-Q-z-+'" 

con A;, Bi , Ci constantes, de tal manera que que la función ~ puede ser representarla 
como la suma de estas fracciones 

Si g(x) = (x - o:¡)(x - 0:2)'" (x O:n) con O:i =f O:k si i =f k es decir, si la ecuación 
g(x) = O tiene sólo reaÍces simples, y si f(x) es cualquier polinomio de grado menor 
al grado de 9 las expresiones cuadráticas no aparecen, mientras que la expresión para 
cada uno de los factores (x - o:d' tiene la forma (x O:¡) porque li = 1 para toda i 
así que la expresión en fracciones parciales tiene la siguiente forma: 

Por otra parte, se obtienen expresiones explícitas para los coeficientes ai multiplicando 
ambos lados por (x - 0:.) Y haciendo sucesivamente x = 0:;; esto es, para al por ejemplo, 
tenemos: 

f(x\x _ al) = (x _ al)[_ILL- + a2 
g(x) x - O:¡ 


f(x) a¡ a2 an
= -~~-------~-----(x - al) (x - al)[-~- + + ... -~--~l 
(x - O:I)(X - 0:2)'" (x - O:n) X - 0:1 (x - O:n) 

f(x) a2(x al) a3(x - a¡) an(x al)
=---- -=al+ +----+ ... -~~-

(x - 0:2) ... (x - O:n) X - 0:2 (x - 0:3) (x - O:n) 

Por lo tanto 

f(x) a2(x - a¡) a3(x - a¡) an(x - al)al = ----.----.-- - - ..---- + ---- + ----­
(x 0:2) ... (x O:n) X - 0:2 (x 0:3) . .. (x O:n) 

y haciendo x = 0:1 

f( 0:1)
al = -----.--~ (5.8.1)

(O:¡ -0:2) ... (0:¡-O:n) 

por otra parte, recordemos que 

así que poniendo 
v(x) = (x 0:2)'" (x 0:,,) 

g(X) = (x - o:¡)v(X) 
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y a partir de la regla para la derivada de un producto 

evaluando ahora gl en al 

(5.8.2) 

y combinando 5.8.1 y 5.8.2 

Por lo tanto 

y se tiene que 

(5.8.3) 

5.8.2. Funciones escalonadas como integradores 

Sea [a, b] un intervalo compacto y sean f, a funciones reales y acotadas en [a, bJ . Si 
a es constante en todo el intervalo [a, bJ, la integral de Riemann-Stieltjes J: f da existe 
y vale O, ya que cada suma S(P,f,a) O. Sin embargo, si a es constante excepto en 
un punto en el que presenta una discontinuidad de salto, la integral J: f da no tiene 
porqué existir, y si existe, no tiene porqué valer cero. Una descripción más detallada la 
da el siguiente teorema. 

Teorema 5.8.2. Dados a < e < b, definimos a en [a, b] como sigue: 

a(x} = a(a) si a:5 x < e 

a(x)=a(b) si c<x:5b 

con a(a), a(b) ya(c) arbitrarios. Sea f una función definida en [a,b] de manera que 
una por lo menos de las funciones f o a sea continua a la izq1úerda de e y una por lo 
menos lo sea a la derecha de c. Entonces f E R(a) en [a, b] y se tiene 

lb fda = f(c) [a(c+) - a(c-)] (5.8.4) 
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Reducción de una integral de Riemann-Stieltjes a una suma finita. El inte­
grador a del teorema anterior es un caso particular de una clase importante de funciones 
conocidas con el nombre de funciones escalonadas. Estas funciones son constantes en 
todo el intervalo excepto en un número finito de discontinuidades de salto. 

Definidon 5.18. A una función a definida en [a, b] se le llama función escalonada sí 
existe una partición 

a = Xl < X2 < ... < Xn = b 

de modo que a sea constante en cada subintervalo abierto (Xk-l,Xk)' 

Al número a(xk+) - a(xk-) se le llama el salto en Xk si 1 < k < n. El salto en Xl 

es a(xl +) a(xl-) yen Xn es a(x,,) - a(xk-)' 
Las funciones escalonadas establecen conexión entre las integrales de Riemann­

Stieltjes y las sumas finitas como lo enuncia el siguiente teorema. 
Reducción de una integral de Rieman-Stieltjes a una suma finita. 

Teorema 5.8.3. Sea a una función escalonada definida en [a, b] con salto a(k) en Xk, 
en donde las Xi son una partición. Sea f una función definida en b] tal que f y a 
no sean ambas discontinuas a la derecha o a la izquierda de cada Xk· Entonces J: fda 
existe y se tiene 

(5.8.5) 

Teorema 5.8.4. Cada suma finita puede expresarse como una integml de Riemann­
Stieltjes 

Demostración. Vemos que dada una suma finita I:~=l ak, definimos f en [O, n] como: 

f(x) ak si k 1 < X S k (k = 1,2, ... n) 
(5.8.6)

f(O) = O 

Entonces 
" 

(5.8.7)¿f(k) 
k=l 

en donde [x] es el mayor entero S x o 
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