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La filosofia & scritta in questo grandissimo libro che contimiamente ¢l sta aperto
innanzi a gli occhi (io dico Puniverso), ma non si pud, intendere se prima non s'impara
a intender la lingua e conoscer i caratteri, ne’ t quali & scritto. Egli & scritto in lin-
gua matematica, ¢ 1 caratteri son triangoli, cerchi, ed altre figure geometriche, senza i
quali mezzi & impossibile a intenderne umanamente parola; senza questi ¢ un aggirarsi
vanamente per un oscuro laberinto.

Galileo Galilei, Il Saggiatore, 1623
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Introduccion

En este trabajo abordaremos uno de los problemas inversos clésicos del andlisis
espectral, la reconstruccién de un operador a través de sus valores propios. Los proble-
mas inversos son aquellos donde los valores de algunos pardmetros del modelo deben
ser reconstruidos de datos obtenidos algunas veces a través de la experimentacién y
otras veces a partir de razonamientos constructivistas. En nuestro caso revisaremos el
problema para operadores autoadjuntos sobre espacios de dimensién finita cuya repre-
sentacién matricial es una matriz finita de Jacobi de la forma

g b{} Cen 0 0
i}g @y b] s 0
Dot by

0 0 0 by an
donde todas las a;, b; son reales y ademas las b; son positivas.

En ¢l primer capftulo iniciaremos revisando algunas definiciones del dlgebra lineal y
de Ia teoria de matrices; continuaremos la exposicién definiendo las matrices de Jacobi,
describiéndelas como matrices tridiagonales de las cuales ademds se da una definicién
formal en el apéndice. Posteriormente, describiremos algunas de sus propiedades y vere-
mos a detalle la caracterizacion de sus vectores propios, demostrando que la componente
¢; de los vectores propios resulta ser un polinomio de grado j y derivaremos expresiones
para cada una de cllas. Revisaremos también, la importante relacién de recurrencia que
cumplen, dada por

bg'..l(,’jwl -+ a;C; + bjcj.H S ;\C]‘

Finalizaremos el capitulo demostrando que la multiplicidad de los valores propios es
uno y mostrando que es posible obtener una basc ortonormal del espacio sobre el que
actiia el operador a partir de sus vectores propios.

En el capitulo dos se enuncian dos teoremas referentcs a la reconstruccién de una
matriz de Jacobi a partir de dos espectros: el espectro de la matriz original ({A:}7 ) ¥
el espectro de la matriz truncada ({4;}7_,), obtenida de la matriz original eliminando
¢l primer renglén y la primera columna. Veremos cémo cn general, un solo espectro no
basta para poder reconstruir la matriz, pero si tenemos mas de un espectro, por ejemplo
el espectro de la matriz truncada o si contamos con informacién adicional de la matriz,
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por ejemplo que la diagonal principal sea simétrica, entonces es posible reconstruirla
de manera univoeca. En el primer caso, veremos ¢émo se puede reconstruir la matriz a
través de la relacién

" AA(N)
TESo, o) = § LA
(80 20) = 2 %)

k=1,2,3...n

donde B(}\) es el polinomio caracteristico de la matriz original J y A(A) es el polinomio
caracteristico de la matriz truncada J;; en €l segundo caso, se demostrard que si no se
conoce el espectro de la matriz truncada, pero la matriz guarda la relacién de simetria

Ay = Qp,y 01 = U1, G5 = Un—

by = by 1,0y = by 0, by = by s

para toda 4, entonces es posible conocer el espectro de la matriz truncada y reducir
el problema al mismo caso del primer teorema. En este caso, el camino serd encontrar
primero el espectro de la matriz truncada y para esto utilizaremos la relacion:

¥

1
AN = BN Y e

y econtraremos ¢ ; de la igualdad

2P = oy )

 bobiby by
Los dos tcoremas de este capftulo y sus demostraciones son debidos a Harry Hochstadt
[1] y el objetivo fue clarificar cada uno de los pasos de la demostracidn, incluyendo cl
algoritmo para obtencr las entradas de la matriz; ademsés se demuestra que la matriz
depende de una manera continua de los espectros, en el sentido de que siempre que
—~ Yy T
tengamos ofros conjuntos {/\z} Y {ii:};., tales que, para clerta £ > 0 se cumple que:
i=

M—Nl<e i=0,1,2,...n

=il <e i=12,...n

entonces las entradas de las matrices reconstruidas a partir de estos conjuntos se en-
cuentran arbitrariamente cercanas unas de otras. Concluiremos este capitulo con la
demostracién y ¢l algoritino para el caso en que la diagonal principal de la matriz
cumple la relacién de simetria indicada en los renglones anteriores y cédmo ajustar el
algoritmo para reutilizarlo en este caso especifico,
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En el tercer capitulo se demuestra nuevamente ¢l primer teorema del capitulo dos
[2], pero usando la funcién espectral y la funcidn m de Weyl. Iniciaremos este capitulo
con la definicién de la integral de Riemman Stieltjes, que nos servird para definir la
funcién espectral;continuaremos demostrando cémo cada funcién espectral determina
de manera univoca una matriz de Jacobi [2] y definiendo la funcién m de Weyl, de la
forma:

mi(z) = (21 = J) 6o, 65)

que nos permitird obtener el primer teorema del capitulo uno como un corolario de un
resultado més general. Hspecial mencién merece el teorema que relaciona la funcion
espectral con la funcidn m de Weyl y del que obtendremos la relacién:

y que permite conectar y darle consistencia a la derivacién del teorema del capitulo uno
como corolario.

Finalmente a manera de apéndice se han relacionado algunos de los temas que fue
necesario revisar para sntender mejor las demostraciones y también se han demostrado
algunos de los resultados que se usan durante éstas. Se ha considerado oportuno cen-
trarnos en los resultados principales, con el objetivo de darle mayor fuidez al trabajo,
y dejar estas demostraciones intermedias en el apéndice.
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Capitulo 1

MATRICES DE JACOBI

A lo largo de todo el trabajo se utilizardn conceptos y resultados del dlgebra lineal
y del dlgebra de matrices, asumiendo que el lector estd familiarizado con ellos.
A continuacion se precisan algunos de estos conceptos.

1.1. Preliminares

Por €™ denotaremos el espacio vectorial cuyos elementos son eneadas de nimeros
complejos y por T entenderemos una transformacién lineal de C* en C*. Por V indi-
caremos un espacio vectorial y por {} el producto interno, mientras que utilizaremos
det M o |M| para indicar el determinante de la matriz M.

En nuestro caso, trabajaremos con operadores lineales en espacios de dimension fini-
ta que pueden representarse con un tipo especial de matrices, las matrices de Jacobi.
Sabemos por los teoremas correspondientes del algebra lineal, que existe una correspon-
dencia biunivoca entre el espacio vectorial formado por todos los operadores lineales

. de C" en C" y el espacio de las matrices cuadradas My, con entradas complejas, asi,

ilernos trabajar indistintamente con el operador o con la matriz que lo representa.
Jpando en cuenta lo anterior, sers conveniente definir algunos conceptos en térmi-
¢ operadores lineales, entendiendo que podemos sustituir sin problema alguno el
frador por la matriz que lo representa.

L i todas las definiciones que siguen 7" es una transformacion lincal de C™ en c»

fon 1.1. Decimos que T es simétrico si para toda x , y € C* se tiene que
) = (z,Ty)

v)

ion 1.2. Al operador T* tal que para toda , 4 € C" se tiene que (T'r,y) =
le llamamos el adjunto de T

gton 1.3. Decimos que T es autoadjunto si T= T*
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En espacios de dimensién finita todo operador simétrico es autoadjunto, es decir, la
matriz que representa a 7' es la misma que representa a T

Definicion 1.4. Por I entenderemos la matriz identidad, es decir

10 ... 0 0
01 6 ...0
|
00 06 0 1
Si existe una matriz M ! tal que MM ™! = | diremos que M es invertible y a la

matriz M ! se le llama la inversa de M
Diremos que M es una matriz ortogonal o unitaria si M? = M ™!

Definicion 1.5. Por una matriz de Jacobi entenderemos una matriz J de la forma

ag bo . 0 0
b{) ay bl ‘e 0
: : ‘ bn-l

0 0 0 bn-—l (159
donde todas las a;, b; son reales y ademds las b; son positivas.

Nétese que la matriz J es una matriz cuadrada simétrica {(es decir autoadjunta) de
n+lxn-+1

En el resto de este capitulo nos centraremos en la caracterizacién de sus valores y
vectores propios.

1.2. Caracterizaciéon de los vectores y valores pro-
pios de las matrices de Jacobi

Decimos que A € C es un valor propiode J y € = {co, €1, Ca, ..y € ) €l vector propio

correspondiente s y sélo sf
JT =27 (1.2.1)

con @ # 0. En el caso de las matrices de Jacobi, si la ecuacién 1.2.1 ticne solucidn,
en términos matriciales implica que existen A € Cy @ € C*¥! tales que:

a by ... 0 0 ® 2‘)
bg iy bl 0 ! A ‘1
Pl b |, L
0 0 0 byq an net e
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Desarrollando ¢l sistema de ecuaciones tenemos:

agey + becy = ey
b(}C{] + a10 + b102 == AC]

bj.,lcj_l + a;c; + bJCj.H = )\Cj

by a2tn o+ an_1Ca g +bpo10n = Acno1
br—1Cn-1 + @ncn = Acy

Analizando el sistema vemos que tiene una relacién de recurrencia; de la primera
ecuacién si ¢ = 0 entonces bye; = 0y como by 5% 0 ¢; = 0; de la segunda ecuacidn
biep = 0 y como by 3£ 0 ¢y = 0, y sucesivamente ¢) = 0 = ¢ = ¢z = ...¢y_1 = Cp, €8
decir

7 =1(0,0,0,...,0)

lo cual no puede ser, porque el vector _()') no es un vector propic, por lo tanto cg # 0.
Sabemos que para toda a € C, a@ es un vector propio correspondiente al valor
propio A asf que si ¢ 5 0 entonces z siempre puede ser escrito como (1, ¢1,¢q,...,6,)
{basta poner a = 1/cp)
Observemos que las primeras n ecuaciones pueden resolverse de manera recurrente
para cualquier X € € fijo, notemos sin embargo, que la dltima ecuacién

b 1tn1 + nin — A =0

se resuelve con respecto a A sélo cuando A es un valor propio de J de lo contrario
no tiene porqué cumplirse. Es decir, podemos encontrar que la relacién de recurrencia
se cumple para cualquier A sin considerar la iltima ecuacién pero en la Gltima ecuacién
A debe ser un valor propio.

Si ¢ = 1, de la primera ecuacién obtenemos

ao +bocy = A

es decir,
_A-agg
1 = "fg;*
de la segunda ecuacién
bocy + ayey + brea = Ay

y despejando ¢

b102 = )\Cl — b(]C() — 41¢1 = £ ()\ —_ al) — b()C()




1.2 Caracterizacién de los vectores y valores propios de las matrices de Jacobi 11

Por lo tanto
er (A — a1} — byeo
Cp T e
by
A -
y sustituyendo ¢g =1 y ¢ = —_b_fl.‘}
(1]

A= dag—a A +agay — by _/}2 ~ Mag +ay) +agay — b2
= boby - Bob

Notemos que ¢, = 1 puede verse como un polinomio Py (A) de grado 0 en A, mientras

que
A o

b

es un polinomio P, (A) de grado 1 en A, y el coeficiente de la potencia en X es by ', de
igual forma

Cy =

/\2 el )\((lg -+ (ll) + Agdy — b(z)
bgb1

es un polinomio P, (A) de grado 2 en A y el coeficiente de la potencia X? es (boby) ™"
Para c3

Cp ==

bicy + ager + bocz = Acy

bgc;g = /\(22 e b161 - (902

_ /\(,'2 — blcl - daCy _ Cg()\ - &2) had 6161

by - by
/\3 - )\2(32 +ay — a0y + /\aoalbg +a1as — Gpag — b%) - agalagb?) + a(]b%
bobiby

que es un polinomio P; (A) de grado 3 en Ay el coeficiente de la potencia A% cs (bobyby)

Como se muestra enseguida, la componente ¢; del vector propio 7 de la matriz de
Jacobi es precisamente un polinomio de grado j con coeficiente del término principal
igual a (hobrba...b; 1) paraj=1,2,...,n

C3

C3 =

Proposicion 1.2.1. La componente ¢; del vector propio '@ de la matriz de Jacobi es un
polinomio de grado § que tiene como coeficiente del término principal (bybybs . .. bjpl)"‘
para i =1,2,...,n

Demostracion. Hemos visto ya que para j = 0,1, 2,3 se cumple que ¢; = P;{A) es un
polinomio de grado j en A. Se demostrard ahora que ¢;+; es un polinomio de grado j+1
en A
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i Del sistema de ecuaciones
bjdlcj_l +a;c; + bjCj+1 = /\Cj
bjCj+1 = ;\Cj - bjflcj;;l — &3
_Ag b —aie  6A—a) —biaga
= b; = b,
J i
y por hipétesis de induccién modificada ¢, es de grado n para toda n < j es decir

i =PA)=gN+g N+ . +ar+ g
Cjo1 = ‘P.I'l(’\) = flj-;l)\j_l + hj_z)\j~2 + e+ A+ g
Asf que

Ciry = (N + g N+ g d+ o)A —a;) = b 1 P (V)
i1 =
b

- GNT - N(gi1 — g5a5) + .+ Mgo — g105) — az90 b1 P (M)
b b
_ R - 50P(0)
b
y como b;_yP;_;{A} es un polinomic de grado j — 1 concluimos que
— RHI()\) - bijpj—l()\)

Cipy =
ha tx
J

= H{A)

es un polinomio de grado j + 1 en A.
Demostraremos ahora que ¢l coeficiente del término principal del polinomio H es

(babyby... b))~

Hemos visto ya que la conjetura se cumple para n = 1,2, 3 supongamos ahora que
para toda n < j el coeficiente del término principal es

(bobiby ... by 1)™"
entonces

Cone = Cg(.}\ - aj) - bj-lcjhl
g1 b
J

((b{)blbz L bj,;)m]'/\j +. g A+ ao)(.}\ - CLJ) bj—lcj-l

by b;

Ciy1 = (bﬁblbz...bj_lbj)"l/\j+l + .ot a
donde los términos marcados con puntos tienen todos potencias de A menores a j + 1
lo que demuestra completamente la proposicidun. 0
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} 1.3. Descripcién de algunas propiedades de los poli-
nomios generados por la matriz de Jacobi
Proposicion 1.8.1. Los wvalores propies de la matriz de Jacobi son reales.

Demostracidn. Demostraremos que en general los valores propios de una matriz au-

toadjunta son reales.
Sea A una matriz autoadjunta y 7 un vector propio de A, entonces

AZ =27, T#0 y (A7, 7)=(7,47)

por lo tanto

MZN = (A2, 7) = (Z,47) = N 7|

por lo que A = X, por lo tanto A es real y los valores propios de la matriz de Jacobi son
reales. O

Proposicion 1.3.2. Vectores propios de la matriz de Jacob: correspondientes a valores
propios diferentes son ortogonales.

Demostracién. Al igual que la proposicién anterior demostraremos que el resultado es
cierto para cualquier operador autoadjunto.

Sea A una matriz autoadjunta y sean @, vectores propios correspondientes a los
valores propios diferentes A y u, entonces

AT =27, AT =u¥
luego

MZ Ty =07, 7) = (A7, 7) = (F, A7) = (@ .u7) = u(7.9)

Entonces

M2 -w(@ D=0 (@ ¥)=0

y por hipétesis (A — ) # 0 Por lo tanto {Z,7) =0y Z , 7 son ortogonales. Por lo
tanto los vectores propios de una matriz de Jacobi correspondientes a valores propios
diferentes son ortogonales. &

1.4. Propiedades de los polinomios generados por
las matrices de Jacobi.

Como ya vimos, la matriz J generé un sistema de polinomios

Fo=1,B(A), B(2), BN, o, Bi(A), o, Pa(Y)
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i Consideremos ahora la dltima ecuacién

bn_1Cn—1 + Onty = Acy

eomo ¢; es un polinomio de grado j en A podemos reescribir esta dltima ecuacién como:

Y A ()‘) + an Py (’\} = AP, ('\)

k- Entonces
bp1 Py (A +an Py (A) — AP, (A) =10

Definamos ahora el polinomio
Qn(AY == AP, (A) = a7 P (M) = b1 Byo1 (A) (1L4.1)

Proposicion 1.4.1. Los ceros de @Q,()\} son los valores propios de la transformacion

J

Demostracion. Hemos visto ya que la ltima ecuacién sélo se cumple cuando A es un
valor propio de J, es decir J(A) tiene los mismos ceros que el polinomio caracteristico

de J O

Tenemos pues caracterizados los valores propios de la matriz J, es natural pregun-
tarse ahora qué multiplicidad tienen. Como se mostrard a continuacién, las raices del
polinomio caracteristico de una matriz de Jacobi son todas de multiplicidad 1.

Antes de iniciar la demostracion, serd 1til demostrar el siguiente Lema

Lema 1.4.1. Para los polinomios Py = 1, PL(A), Po(X), ... Pu(}) generados por la ma-
triz de Jacobi y pare cualesquiera Au € C, la siguiente igualdad es cierta (Férmaula de
Christoffel-Darboux):

n-1
(A= 1) D PP (1) = buos [PaN) Pa (1) = Pt Paa (V)]

Demostracién. Comenzaremos evaluando cada polinomio para Ay i :
ap -+ bgpl(.r\) = A

ag -+ b(]Pl (}.L} = f
by + a1 Py (/\} + b Py ()\) = )\Pl()\)
by + a1 Pi(p) + b Po(p) = (i)

bi 1 P y(A) 4+ 4P + b P (W) = Ay
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bi-1FPraa(1) + @i P + b Py (1) = pey

bz Pa2(A) + 1 Pt (A) + bay Pa(A) = APn_1())
4 b2 Paa(i) + an 1 Proal) + b1 Palp) = Py (1)

Multiplicando cada j-ésimo par de ecuaciones por Pj_1(\) ¥ Pj-1(p) de forma cruzada
y restandolos obtenemos:

Para el primer par recordemos que Fp(A) = 1 = Fo(p), asi que al multiplicar cruzado
y restar queda

tp -+ bgPl()\) = A
ag -+ bo Py (j,t) =H

bo[Pi(A) = Pi(p)] = A — (1.4.2)

Para el siguiente par se eliminan los términos en a; y tenemos:

bo Pr(pe) + ar PLO P (1) + by Pl Ay Pr{p) = AP (M) Py(p)
bo P (A) 4 ay P (p) PL(A) + by Pa{p) PL()) = pPy(u) Pi(N)
bolPi(p) — PO+ 0 [P(WN Py (i) — Po(i)Py(N] = (A — iIPLOVP(p)] (1.4.3)

Para la tercera ecuacidn evaluada en Ay en g queda

by Py A Palp) + ap Py (X) Pyl ) + by Pa( W) Pa{p) = APy (A} Pa{ )

b1 Py (1) Po( M) + ag Po(1s) Po(A) + by Pa () Po(A) = pPo(pu) Pa ()

1’ , bi[Pi(A) Pe(p) = P () Po(M)] + b2 P(N) Pa(ps) — P(p) Py (N)] = (A = u){Pz(A)Pz((#;} N
g » 14

b2 P2 (A} Pp-1(10) + G'u'vlpn——l(A)Pnul (P) + bm-lpn('\)Pn»l(l‘) = )‘Pn~l(’\)Pn»i(;”)

b2 Poa{it) 1) + an 1 Bt () Py (A) + by 1 P (i) Paa () = AP, 1 () P t(A)

bn2[ Pr-a2(A) P -1 () — P2 (1) Proa (M) H-bp 1 [Pa(A) P 1 (1) = Pr(p) Pa 1 (M) = (A~ u)[(Pn- ISA)Pn~1(NH
145

Como se observa, los términos con coeficiente en a; se van eliminando, finalmente si
sumamos 1.4.2, 1.4.3, 1.44,. .., 1.4.5, queda:
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bo[PA(N) — A(W)] = A —p
b, bo[Pr(p) — Pr(N)] = bi[Pa(N) Pi(p) — Po(p) PL(N)] = (A — ) [PL(X) Pi(p)]
. bi[P () Pa() — Pi(p) Po(MN)] + 0o [Pa(A) Pa(pr) — Ps(p) Py(N)] = (A — ) [Pa(A) Pa(ps)]
ba-2[Pa-2(A) Po-1() — Pao(t) Pua(N)] + b1 [Pa(A) Poo1 () — Pu(p) Poor (V)] =
= ()‘ - /”’)[Pn—l()‘)Pn—l(,u')]

. Al sumar los polinomios, los términos del j — ésimo polinomio del lado izquierdo se
eliminan con los términos del j+1—enésimo polinomio del lado izquierdo, y sélo queda:

:‘?

bn1[Pn(A) Pooa (1) — Po(p) Poa(N)] =
= =)+ = p)[PAN P )X — )[R Pe(p)] + ... + (A = ) [Pae1(A) P ()]

b 1 [Pa(N) Pact () — Pa(i) Pact (V)] = (A = 1) Y~ Py (V) Py (u)

-1
3=0

Teorema 1.4.1. La multiplicidad de las raices de @ es !
Demostracion. Sean cualesquiera A y u € C. Entonces

b1 [Pa(N) Pac1 () = Pr(p) Par(N)] = buo1 Pa(A) P (1) — b1 Pa() Par (V)]
Y de la ecuacion 1.4.1 se tiene

Qn(A) = AP, (A) —anPy (A) —by1 B (V)

asi que
br—1Pp1 (N) + an P (A) = AP, (A) — @, (M)

y también
bn—IPn—l (/—") + anPn (/—") = /—"Pn (/—”) - Qn(,u')

multiplicando cruzado por B, (1) y P, () respectivamente tenemos:

P (M) b1 Pt (1) + P (N) an Py (1) = P (A) P (1) — P (M) Qn (1)

Pn (/—”) bn—IPn—l (/\) + Pn (/—”) anPn ()‘) = Pn (/—") /\Pn ()‘) - BI. (,U.) Qn()‘)
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- y restando la segunda de la primera:
.:!b;-l(Pn N Bt (1) = P (1) Pt (X)) = =(A— ) P (N) Bo{pt) = P (A) Qulpt) + Pr (1) Qn(N)
Y por el lema 1.4.1

n—1

b1 [Pa(3) P (1) = Pa(i) s (V)] = (A= 1) Y~ VP (1)
§=0

: Entonces
= P () Puli) = Pa 3) Qnll) + Pa () Qal) = 0= 10 S POV (1)
j=0
~(A= WP ) Palt) = = ) 3 BNF ) = P (V) Qulps) = P () QulA)
-1
()\ - !U')Pﬂ ()‘) Pn(lu') + (A - AU*) Z P:?()\)R)(u) = Pu (ﬂ) Qn(')‘) - Pn ()\) Qn(p’)
F=0

Concluimos de la dltima igualdad que

A= 1) Y PP (1) = P () QuA) = Pu (V) Qulpe)

3=0
Por lo tanto

S BOP () = (—;é;;m (12) QulA) = P (A) Qn(12)]

j=0

Tomemos de esta expresién el limite cuando A — p

n
. . 1
lim Z PP () = m 1 sTPo (1) QalN) = P () @u()]
como Py =1, Ay pestdn en R y los coeficientes de P también son reales

i

. PR
fin 3 POIRG) > 1

porque al menos el primer sumando es 1, mientras que en ¢l lado derecho tencmos un
limte de la forma g, que de acuerdo a la regla de L'Hopital, tiende a

P (1) @, (1) = P, (12) Qn(p)




1. MATRICES DE JACOBI

i decir , ,
3 B (1) @, (1) — P (1) Q) > 1

v“ lo tanto Q. (i) v @,,(11) no pueden anularse en el mismo punto y x no puede ser
fz de Qn (1) v @, () . Como p fue arbitrario, entonces concluimos que §,{A) no tiene
jafces mltiples. =

prorolario 1.4.1. Los valores propios de J tienen multiplicidad !

bemostmcién. Como se acaba de demostrar, Q,(A) tiene n -+ 1 ceros distintos. Por lo
Ftento, J tiene n + 1 autovalores distintos v los autoespacios correspondientes deben

tener dimensién 1. 7l
‘Lo anterior implica que la matriz J tiene n -+ 1 vectores propios que son ortogonales
. y forman una base ortogonal de C*+1:

2= (LA P, Ba(N) (5=0,1,...,7)

Al multiplicar cada vector por ||&}| ™", obtenemos una base ortonormal de C*+!

-C—? n
€j = lﬁ%ﬂ = (O RO AL A, B, Pah))
J Je=0




apitulo 2

JPROBLEMAS INVERSOS

Para continuar investigando las propiedades de las matrices de Jacobi, en este capitu-
lo se revisarén una serie de teoremas relacionados con problemas inversos de estas ma-
trices.

El problema inverso que abordaremos serd la reconstruecién de una matriz de Jacobi
a partir de los valores propios de la matriz original y de los valores propios de la matriz
truncada. Un problema similar pero con matrices de Jacobi semi-infinitas de la forma

Qg bo 0 0
b{; a bl 0
J = 0 51 253 bz

0 0 b a

es tratado cn |7}, ¥y se menciona que la solucién al problema de la reconstruccién de
la matriz a partir de los cspectros fue dada por Halilova. Posteriormente ¢l mismo
problema, pero en ¢l caso en que las matrices son finitas, ha sido tratado en otros
textos del andlisis espectral [1], [2], [3]. En este trabajo se ha preferido el articulo
de Hochstadt [1] para resaltar la diferencia entre una solucién puramente algebriica y
otra que comprende herramientas més avanzadas de cdleulo y andlisis [3], como el caso
de la funcidn m de Weyl.

La reconstruccién de la matriz utilizando los espectros serd el enunciado de los teo-
remas que veremos a continuacion, y que describen ademaés el algoritmo para obtenerla.
Antes de iniciar formalmente el enunciado de los teoremas vy su demostracidén es conve-
niente indicar algunas definiciones asi como la notacién que emplearemos.

19
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g1. Definiciones

F, Al igual que en el capitulo anterior, por una matriz de Jacobi entenderemos una
Batriz de la forma:

ag by ... O 0
bp oy b ... O
J=1| > (2.1.1)
bﬂ~1

0 0 0 byai a,

?aonde todas las a;, b; son reales y ademads las b; son positivas.

Por J, denotaremos la matriz truncada que se obtiene al eliminar el primer renglén
¥y la primera columna de la matriz J

a b 0 0
bl 1% bg 0
Jo=10 b . . 0 (2.1.2)
: An-1 bypy
g 0 ... bn—l any

Sea {\;}i, €l conjunto de valores propios de J y {u}.., el conjunto de valores propios
de J,. Sus polinomios caracteristicos se definen como:

B{A) = det (A\] - J)

AQN) 1= det (M — J,)

Y pueden ser escritos como
n

B =[] =) (2.1.3)
=0

AN =[lo-m (2.1.4)
§=1

Por otra parte, todos los valores propios son rcales y serd conveniente ordenarlos de

tal forma que
Ao €A1 € Ag <. < Ay {(2.1.5)

fr < g < oo < Uiy (2.1.6)

Como se vié en el capitulo anterior, todos los valores propios tienen muliplicidad 1,
asi que las desigualdades son estrictas. Puede demostrarse (aunque no se hard en este
trabajo) que los conjuntos de valores propios se entrelazan de tal forma que

Ao < piy € AL < g < o < iy < Ay 217




et piciones

?i}:;o el conjunto de todos los vectores propios de J cntonces:

J= N7, (2.1.8)
’rdemos del capitulo anterior que ¢l primer componente de un vector propio de una
jptriz de Jacobi siempre es diferente de 0 y que ademds siempre puede normalizarse,
¥ que podemos asumir que la primera entrada del vector propio ; es diferente de 0
E-al normalizar el vector es igual a 1.

finicion 2.1. Por {8} denotaremos los wvectores unitarios candnicos, es decir

(57;3':1
ii=jy0parai+#j (eg.)
8 =(1,0,0,...0)
6 =1(0,1,0,...0)

8, =1{0,0,1,...0)
Notemos que el producto interno ("c}i, dg) =1, en efecto,
(Cubpy=1-14¢c;-04c-0+..+¢,-0=1

Por dltimo definimos la matriz

oo
o ane)
_—
e

S=1|: : to {(2.1.9)

-
o e
<o o
(o= )

Facilmente se ve que
S=gt

y que

=

g ... 0
1

O

§* =

00 ...10
00 ...01

es decir S es una matriz ortogonal y S? == I donde 7 es la matriz identidad.
Una voz especificado lo anterior, iniciaremos la scccién siguiente enunciando el
primer teorema.
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3

p. Reconstruccion de la matriz de Jacobi

FEn esta seccidn se demostrardn dos teoremas relacionados con la reconstruccion de
I matriz de Jacobi a partir de dos espectros, ¢l espectro de la matriz original y el
bectro de la matriz truncada. Como ya se menciond al principio de este capitulo, este
fwerna v su demostracién, asi como otros relacionados con problemas inversos, han sido
fiblicados por varios autores, en esta seccién se presentan dos de los teoremas segtin los
Banted v resolvié Harry Hochstadt [1] y se detallan los pasos de sus demostraciones.

Reorema 2.2.1. Sea { A}, €l conjunto de valores propios de alguna matriz de Jacobi J
) {mi}i, €l conjunto de valores propios de la matriz truncada J,. Usando los conjuntos
{0 v {m}l, la matriz de Jacobi J puede ser reconstruida de manera inica

F:+  Es importante seﬁa}ar. que {M}i, v {u:}i, no pueden ser asignados arbitraria-

mente. Asumimos ¢ priori que corresponden al menos a una matriz de Jacobi. El teo-
rema tinicamente asevera que corresponden a una Unica matriz de Jacobi y se dard la
demostracién de un algoritmo para obtenerla.

Demostracion. Sea ¥ € C*1. Consideremos la ectiacién

M- =6 (2.2.1)

“‘ donde A no es un valor propio de J. Como A no es un valor propio de J,

AT =J}#0
y
A—ag by - 0
—~by A—a . 0
OM-dy=| o
: : A=an g by
0 0 ~On1 A= ap,
tiene inversa. Recordemos que la regla de Cramer para obtener la solucién tinica a una
ecuacién del tipo N
GZ = b
donde GG es una matriz invertible, indica que las entradas z; del vector T estan dadas
por
Ty = D
D

donde D; es el determinante de la matriz G, obtenida al reemplazar la columna i de
G por b y D es el determinante de la matriz G, as{ que aplicando esta regla para
obtener la primera entrada de ¥ , digamos (,8,), reemplazamos la primera columna
de (Af — J) por &; y obtenemos Gy,
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2

1 —b 0 0 0 7
0 A—ay Y 0 0
0 b A-ay —b 0
G=lo o b - 0
CA- Byl —'bn—l
R 0‘ 0 0 .es "'bn-l A= an |
por lo que el primer componente de U estd dado por:
_detGy  1xdet(M ~ J)
(T80 = 5T~y = dat 0T ) (2:22)
como det{A] — J,.) = A(A) y det (M — J) = B(}}, tenemos:
AN
8oy = 2.
(.00) = Z55 (2:23)

es decir {¥, ) estd dado en términos de los polinomios caracteristicos de J y Jy
Como (A — J) es invertible, 4 puede ser representado como:

U= —-J)"8 (2.2.4)

Y para un un operador T con ||T|| < 1, la expansién de Neumann (ver corolario 5.7.1
del apéndice 5.7.1) asegura que

I-n't= iT“ (2.2.5)

n=0
Si tomamos ||T'|}=max|A;| entonces para [A] > max |\
méax Al |7
i L o R
R
por otra parte;
(M =T) = A( — -i:)

Y para |A| > méx |A;], usando el corolario 5.7.1 del apéndice 5.7.1 se tiene

1 . T*
> ¥ (2.2.6)
k=0

Ly Tl
W-T)"=5U-7)" =

>| =

De esta ccuacién obtenemos

—1 1]
(M= J) 5“=XZ’F
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tenemos entonces por 2.2.4 que

B Jk6,
T3
3 8sf que
(®,6) = Z (st 50’5°> (2.2.7)

Dado que el numerador A(z) es de menor grado que el denominador B{z) y B(z) tiene
raices simples, podemos utilizar la descomposicion de fracciones parciales indicada en
el apéndice 5.8.1 y vemos que

ZB, )\ W (2.2.8)

i=0

Notemos ahora que

LA
Z B’(A@)()\ Al iz:; (A= X B'(A)
pero
111
Ay A A
M1 - ;) (1- "}‘-)

y recordemos que para las series geométricas con r < 1 se cumple que

o0
Erk=

11
A=) (A—X)

S | |

k=0
M
0 sea que parax< 1

3

1 M
1 ,\i_;}ﬁ 1
T 1
es decir,
L1 g |
A= ,\(l_f\f )\k:OA :‘
entonces




sconstruccién de la matriz de Jacobi

1 AN

B(,\) ZB’(A; YOr — ,\z) Z(A ) B ()
AF AN
Z Z,\k B’)\) /\ZZAkB’A)

=0
= M A
=3 Z;F'BT""
sea que
2Ok A a

Ahora bien, por 2.2.3 el lado lzqmerdo de 2.2.7 y 2.2.9 coinciden, y por comparacion

de los coeficientes del lado derecho:

(J80,80) = Z B{ A) =1,2,3,...n (2.2.10)

Y 2.2.10 ya nos permite derivar la conclusion del teorema. Para k = 1 {enemos:

ag b 0 0O ... 0 1 1
by ay b O ... Q 0 0
(J50:60)T-< Q bl [25] bg 0 4] 0 >:
] 0 bz bnv-i :
: : : byl Gn 0 0
= ((aﬂabﬁaoaow‘ -~0))(17010: - 'O)} == an
ie.
MNADG)
Jbg, %) = ag = e 2.
(Jo, 8o) = ao > B0 (2.2.11)
Para k=2, tencmos
ad -+ b2 1
boag + arby 0
bgb 10 .
<Jz50,50>=< 001 1o >za’é+b%
0 | 0
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ZA2A(N)

2 .2 2
<J 50,50>—aﬁ+b0 - B’(}\@)

(2.2.12)

Y como ag ya es conocida por 2.2.11, 2.2.12 determina bg, como requerimos que b; sea

positiva para toda 4, by queda completamente determinada.
Hemos ya calculado el primer renglén de J, observemos que

Jbp = (Clg,bg, 0,0,... ,0) = a(}ég + by

280 = J(J&o) = J(aedo + body)
= agJ6y + by J6,
= ag(ag, by, - - ., 0) -+ bo(bo, 01, b1, ..., 0)
= (ag + b5, bolao + a1), bebn, 0, ..., 0)
= (a2 + b2)8o + bolao + 1)y + boby s

Es decir
J253 = dpdy + didy + dady

Para ciertos d; que dependen de ag, a5, by, by
Para k = 3 tenemos, por cilculo directo que
J3§0 == {a,g(ag + bg) + bﬁ(ag + al),
(a§ + b3) + boar(ao + ar) + bobi,

by + boby (a0 + a1) + bebiay, bebib2,0, . ..

luego
— APA)
— B'(A)

<J3(50, 50) = G;Q(&é + bg) + bf,(ag + al) =

Como ag y by son conocidas 2.2.14 determina a;
Andlogamente que J& y J28g, J38; puede ser cserita como

J350 = dyy + d16; + dody + dabs

Para ciertos d; que dependen de ag, a1, as, by, by, b2

(2.2.15)

Al iterar con k == 4 obtendremos b, vy el segundo renglén quedard completamente
determinado. Notemos que al determinar este renglén los coeficientes d; de 2.2.13 son

todos conocidos

Similarmente, al iterar con k = 5 y k = 6 obtendremos ay y by v el tercer renglén

quedara determinado, al igual que los coeficientes de 2.2.15
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Para completar este argumento, asumiremos que los primeros k renglones de J ya
han sido determinados {Ver Apéndice 5.5.2) y los coeficientes d; de

Jk50 = dyby + dyd) + dybs + ... + diby (2216)

son todos conocidos y dependen de ag, a1, .. ., Gg—1, bg, b1, . .., br—1 ¥ como se demuestra
en la proposicién 5.2.1 del apéndice 5.2

dk = b(}b}bg . bk_l
es positivo.

Consideremos ahora J**1&. Por 2.2.16

TG = J(J*80) = J(dody + didy + doby + ... + die_ 1651 + didi)

2.2.17
=doJby + d IOy +doJdy + . dp T g + dp Jby, ( )

y ¢omo

JOp = by 1651 + ardp + bpdrsy (2.2.18)

combinando 2.2.17 v 2.2.18 tenemos

Jk+1(50 =dpJdg + d1 T8 +da o+ ..o+ dig1(bp 28k -2 + Qp16k-1 + br-16% )+

Fdi(bg 1051 + agly + bedpy)
= dgJbg + d1J81 + .. 4 die1bg28ka + dr1ak- 10,1 + dp1bp 166+
Fdpby 1051 + drardp + dibrdps
= dg (ax 0k + brdr+1) + di-1bg 10k + drbe 181 + di 1051061 + ..+ A1 IS+ doJdy

luego

<J25c+150}§0> - <Jk+150’ Jk50> =

= ({dip{arbe + bedpr1) + de1bie—18k + ...+ d1J 61 + doJ6o), (dibi + .. . + dada + d161 + dodo))
(2.2.19)
Y por las propiedades del producto interno 2.2.19 es igual a

(de{akds + brbri1) + de-1bk-10% + ... + diJF1 + doJ o, dkbi) +

+ (di(arby + belkat) + de—1br—18k + ... + d1Jd1 + do o), de— 181} + ..+
+ {d(arde + b1} + de—1bp—18% + ... + d1.J81 + doJdo), dodo)
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= {dp(axde + bedks1), dibi) + {(dx—1bk-10%, dily) + . .. + (doJ8g, didy) +
+ (di{akdk + k1), dodo) + (dk—18x— 10k, dodo) + .. . + {doJd0, dode)
= {dpardy, dpdi) + Gedprr, dide) + - .

n )&fk""l A { Ai)
“ B'(N)
los términos indicados por puntos dependen de ag, 0y, an, ..., ax_1,b0,b1,. .., bx—1 ¥ s01

todos conocidos,ademds di es estrictamente positivo , as{ que la expresién anterior
determina ax. Similarmente,

:d}%ak—{-...:

(2.2.20)

A2k+2A(’\

<J2k+2601 (SG> - <Jk+150, Jk+1§0> = di(ai -+ bﬁ) + . B\ )

(2.2.21)

determina by. Asl pues, los primeros k& + 1 renglones de J han sido determinados y
sucesivamente todos sus renglones pueden ser encontrados 0

El procedimiento anterior nos lleva a una tinica matriz J. Si hubiera una segunda
matriz de Jacobi J con los mismos datos, vemos que

Tk
MEA(N)
k — Tk — i LA N
(J*b0,80) = ( Todo,00) = > k=0,1,2,3,...n (2.2.22)
y debido al algoritmo que acabamos de explicar, la matriz se reconstruye univocamente
a partir de
= AFA)
2B

(2.2.23)

Por lo tanto J = J.
Como muestra 2.2.9, J depende de los datos {\}., v {1}, de una manera no
lineal, sin embargo depende de estos conjuntos de la siguiente forma. Supdéngase que

o~ 7
tomamos colecciones de autovalores {)\1} y {Ii};., correspondientes a otras matrices
i=0

J y j, respectivamente tales que, para cierta £ > 0 se cumple que:

i=0,1,2,...n (2.2.24)

e — sl <2 i=1,2,...n (2.2.25)
Entonces para toda 4,7 = 1,2,...,n+ 1 se tiene

|ty —ty] <<
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donde t;; y t;; son las entradas de las matrices J y J reconstruidas a partir de sus
espectros vy de los espectros de las matrices truncadas J; y jf En este sentido diremos
que J depende de {N\;}., v {i}.,; de una manera continua y es el enunciado del
tecrema siguiente,

Teorema 2.2.2. Sea J una matriz de Jucobi con eigenvalores dados {\;};_, y sea J, la
correspondiente matriz truncada con eigenvalores dados {u;}.,. J depende continua-
mente de los datos dados.

Demostracion. Se demostrard que al tomar otros conjuntos de valores suficientemente
cercanos a los eigenvalores dados, la matriz que puede reconstruirse para estos valores
estd tan cercana como se quiera a la matriz reconstruida con los datos originales, en el
sentido de que las entradas de las matrices estdn arbitrariamente cercanas.

Comenzarermos tomando £ > 0y dos polinomios cualesquiera A,(t) v Ap(t) de grado
n tales que

A =Tle-m), Aw=Tl¢-7m
i=1 is=1
con
Iﬂz"ﬁz] <g, 1=12...n (2226)
Supongamos, sin pérdida de generalidad que

Ee=pity i=1,2,...n (2.2.27)
para ciertas y; € R. Se tiene entonces
vl <eelp—pl <e
Tomemos n = 2 y t, € R arbitrario pero fijo.
2 2
Aglty) = H (to — ) = H (to — (ps + 7))

2=1 2=1

=t —topsa — toya — palo gz + v — Mo + Yifis + NV

2
Aglte) = H (to — i) = 3 — topn — tofur + pafia

i=1

Entonces
Aq(to) ~ A-z(to)! = |[—tova + v — Mo + Yrpez + Yol

< l=tova] + lpavel = [yitol + lvapee] + Il
< €
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Para una cierta ¢,
Supongamos ahora que el resultado es cierto paran =k

Aplto) — Z&(to)] < Crgf

Para una cierta cgg,
Como

Ar {to) = Ak(&))(to - #&H)

gk_(_]{t()) = Xk(ta)(to ~ HE+1)

Se tiene

| A1 (ta) — Axsr (t0)] = | Ax(to) (to — ptx1) — Arlto — Fisr)|

= Ax(to)(to — ttx+1) — Aklto)to — (k1 + Yes1))

= | Axlto)to — Ax(to)itrs1 — Ax(to)to + Ae(to)kor + Axlto)vei1)|

= |(Ak(to) — Ar(to))(to — ts1) + Axlto) Vst

< [A(te) — Aglto)ll(to — tirs)] + |Ar(to)l vl

< Crane|(to = pea1)] + Ak(to)le < CriroE

Por lo tanto _
[Akr1(te) — Arr1(to)] < Crp1m0 (2.2.28)

Para una cierta cgy14,. Como A, es un polinomio, y los polinomios son continuos,
sabemos que para toda 5 > 0 existe § tal que si

Ny = Al <6
Entonces _ c
[A, () — An(y)) < 3 (2.2.29)
Por otra parte, si § < %Cn‘?\j ¥y |y — iyl < & entonces por 2.2.28
JAG) — A(y)] < % (2.2.30)
Luego o ~ _ .
|A(A;) — A < 1AQy) = AD)]+ [AQy) — A(A)]
De esta forma, por 2.2.29 y 2.2.30
|A(A) — A < g + ?2; = (2.2.31)
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Andlogamente, pero un poco més complicado por la forma en gue entran los nlimeros
A; en el polinomio B’, tenemos que para toda € > 0 existe § tal que si

A=A <8 =B BN <e (2.2.32)
Ahora, por 2.2.10

k
(J*60,80) = ZAB‘,’%E\A) k=123,

luego
SOFAN) s MAGY) AN) _AQG
IZ B M Z B~ @MB,W 50
z ()\)
“Z’ B’ BOJ B0
y -~
2 A(N) AQ@), A OB () — AQ: )B’(A)t
B\ B(x) BBV
sumando y restando A(X;)B(X;) y agrupando términos
AG) i(_»})l_i AMB'w) — AG)B'(\) + AR B (V) — E(Xi)é'@){
B\ BN B'(MB' ()
_ ARB Q) = B+ BRAR) = A0,
B'{O)B'(\)
0 sea que
AN) A, ¢ AR)IB' () = B'OW]+ BOW[AN) — A)]
;Mkl}g(‘xj - é*,(“i“)‘l = =} RN B0 )ér@) —|
paary ’(A )B'(%) B(M)B'(A)

Asf por 2.2.31 v 2.2.32

AEA(N) pY: 4(,\ o AN)e B'(M)e
IZ B'(A) Z i_ZI HB’(«\Z)B’(A)l ls'(/\)EI(X,)I

S AR B(X) ,
SVZ} {B*(/y B’)\)i 13@3*@)

< £7g
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Por lo tanto

LIRVY e
‘Z X A A ) - A"AO_\@){ < &(m) (2.2.33)
i={)

con 735 > 0.

Por 2.2.10 las entradas de la matriz se obtienen al variar k y como 2.2.33 es cierta
para cualquier £, concluimos que las entradas de las matrices J y J estan arbitraria-
mente corcanas stempre que |A; — A < ey [ — ] < €

Por lo tanto J depende continuamente los datos dados. [

Se revisara ahora un problema similar al del teorema 2.2.1 pero con una variacién.
Se mostrard que si J satisface algunas propiedades adicionales de simetria, un solo
espectro es necesario para determinarla

Teorema 2.2.3. Sea J una matriz de Jacobi que satisface la siguiente propiedad de
simetria:
Ay = Qpy A1 = Ap—1, Oy = Opy

b(] = On—1s bl = El‘ﬂ”g, bz = bn—-i—-l

Para toda i. Entonces, si el espectro {\;} de J es conocido, J estd definida univocamente
y puede ser reconstruide como en el Teorema 2.2.1

Demaostracidn. Para reconstruir J, seria deseable seguir el mismo procedimiento del
teorcma 2.2.1, pues hemos visto ya su eficacia. El punto de partida fue la férmula:

AN

(A=) 60, 80) = By

(22.34)

donde B()) es el espectro de la matriz J Ahora B()) esta dado, pero A()) no, as{ que
2.2.3 no ¢s dtil. No obstante lo anterior, se describird un procedimiento que nos permi-
tird calcular A(A), de tal forma que podremos utilizar nuevamente el algoritmo descrito
en 2.2.1.

Recordemos que cualquier elemento de un espacio vectorial puede ser escrito como
una combinacién lineal de los elementos de una cierta base {¥;}:

7 = ‘Sn_: &‘,’?z
i=0

En esta caso, sabemos que los vectores propios 7, forman la base ortonormal {_c?i}
asi que si tomamos & podemos expresarlo como

—53 = i aé?i
i=0
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para ciertos escalares
Sea ?j € {?l} fijo pero arbitrario, entonces

(?3,60 <?J,2a, > Z 73,% ) Zm 7],?)

2e=0 i=0

pero (’E’;, ;) = 0 para i # j por la ortogonalidad de la base, entonces
(T5,00)) = : (25, 7)

Por lo tanto (@5, 8) _ (@ 80)
T 120

Oy ==

lo anterior implica que
5y = Z (60, 2 )?,
F=0 H—(_;} “

pero como se mostré en el inicio del teorema 2.2.1

(50, _(?3} = l
por lo que 5
8o = ;W (2.2.35)
entonces, =
A =DN"6=Y ——d— 2.2.36)
O e vl (
el R (T00) 1
| (Or=D70d) =2 ptny Ly 2
Pero (AL — J) 8y, 6)) = ggi))
= A(A )Z 2T {/\ ) (2.2.38) ;

Se mostraré ahora que | @ ;I puede ser calculada, de manera que A(\) quedard com- 4
pletamente determinada. La simetria de J indicada en el enunciado del teorema puede ;‘ié
ser descrita como: ﬁ

SJS = J (2.2.39) ‘
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donde S estd definida como en el principio de esta seccidén. En efecto,

00 0 ... 1 a b ... 0 0 Jfoo 0o ...1
090 0 0 by a1 b ] 00 ... 0 0
§J8 =1, o L . L
1 Do Y 1 o
10 6 ... 0 0 0 0 b, an -1 0 0 ... 0
i Oy bn—l 0 0 0 ]
bn—i Gp—1 bn~2 ‘e 0 0
0 bn—2 n-2 bﬂ-—3 0 0
= 0 0 bn_3 Ap—2o 0 0
: 1 : : B .
| 1 0 0 0 ... ag | i
v como !

Ug = dp, &1 = Qp—1,...8G; = Qn—

y
bO = én—l, bl S TR bz = bnfi—l

entonces SJS = J, luego, si @; es un vector propio,

Jdi=N7; (2.2.40)
y puesto que S5 = §% = [
SJSST. = NS, (2.2.41)
de donde
JSei=M57; (2.2.42)

Por otra parte, dado que en este caso todos los eigenespacios son unidimesionales (pues
la multiplicidad de cada rafz del polinomio caracteristico es 1), 2.2.40 y 2.2.42 muestran
que S@; y T son lincalmente dependientes, en efecto, del hecho de que los espacios
son unidimensionales, se infiere que el nimero de elementos que tiene una base es 1, y
aS?; + ;3’3,; = () tiene solucidén no trivial, es decir, todos los elementos del espacio son
miiltiplos de este elemento, asi que

SCi=k7¥i: i=01,2,...,n (2.2.43)

para ciertos escalares k; «
Utilizando el hecho de que S es ortogonal y 2.2.43 tenemos

I SZill = 12all = [k 1€

por lo que |kif =1y k = £1.
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Consideremos ahora la expresién (A — J) ™8y, 8,) que es el Gltimo componente
de (A — J) 14y. Aplicando la regla de Cramer al igual que en el teorema 2.2.1, tenemos
que

)\ - Qo *‘bo 0 R |

"b() A el ¢ 31 ‘-bl e 0

0 _bl A ay 0

(A = )18, 6 ) 0 0 ... 0
0, 0n} = B()\)

Para obtener el determinante del numerador, procederemos a calcularlo por menores,
v en la primera iteracién tormaremos como pivote la tGltima columna. El tinico menor
que 1o se anula es el menor de 1, que es el determinante de la submatriz

-bo A - ay '-‘bl
0 "'bl A — a9
0 0 0
para calcular este determinante v los siguientes utilizaremos como pivote la primera
columna, y vemos que lo inico que no se anula es el menor de

hbﬂ)“blw")“bnwl
es decir
A—ay b 0 o 1
~bg A—0y b ... 0
0 =bi A—ay oo O =1 by by by by
0 0 0 ... 0

notemos que cada uno de los sucesivos menores cambian de signo por la posicidén que
ocupan las b; Por lo tanto

X — ag “b[) 0 o1
—~by A—a; b ... 0O
0 b A—ay 0
0 0 Y
— -1 3] = - 4
(M = J)180,68,) BV (22.44)
_ bobaby by (2.2.45)
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Recordemos ahora que

= Z;
M-8 =Y —u—
§ 12507 =)
y utilizando la descomposicién en fracciones parciales indicada en el teorema 2.2.1 {ver
apéndice) tenemos:

i (T3.82) < bobiba--boy

= ; 2.2.46)
S0 -y EFMEN) (

Calcularemos ahora (?j,én). Como S8, = 6y, (pues 54, es la tiltima columna de §),
entonces

(T5,8,) = (SC;,86,) = k; (7,800 = ks (2.2.47)
asi que
]<?J’dﬂ>l =1
y despejando || ;|” tenemos
2 |B'(Y)
1241 = Bbiby by (2.2.48)

Recordemos ahora que por 2.2.38

7i

PISVIED: 1FV) e —

=0 2517 (= )
y por 2.2.34 "
A
<()‘I J 50,50) = —Bm
entonces
AN g~ 1 (bobiby d bt b
B(A) ]Z; (A—)@( IB'(A ) Z BN ) (2.2.49)

Para determinar la constante bpbibs - - - by,1, tenemos que

T

AN =[] m)

(e
y BA)=TTL, (A = Ay), entonces
AR AT (- )
B(Y I, (=X)




2.2 Reconstruccién de la matriz de Jacobi 37

AA =2 (A= Ag)- - (A~ )]
A=A} (A= A)-- (A= Ap)

Por lo tanto

B (0 s 0- A (- a)

A
A A2 Q= 2) 0= )
Ol - |
A A

363G [0 >(1
(SR
. ,\A(,\}:Hml[(l-%)< ) (13

S S R

Por lo que

AA(A) /\(A"”l) A=A (A= Ag) - (A= An)]
(5

IE’V

yia
N’
| —

1
b= S o(1/B'(V)

Entonces el lado derecho de 2.2.49 es completamente conocido y A (A) es también
completamente conocida. A partir de este punto puede utilizarse el procedimiento del
teorema 2.2.1 para construir una tnica matriz J con las propiedades requeridas. |

boby by - -




Capitulo 3

PROBLEMAS INVERSOS Y LA
funcion m DE WEYL

En este capitulo abordaremos nuevamente el problema visto en el capitulo prece-
dente, sin embargo revisaremos la solucién con una herramienta més moderna que la
utilizada por Hochstadt v que permite demostrar el mismo resultado de una manera
més simple. Esta demostracién del teorema enunciado por Hochstadt, se debe a Barry
Simon y Fritz Gesztezy [3]. El punto de partida serd la funcién espectral y la funcién m
de Weyl, por lo cual empezaremos con algunas definiciones que nos ayudarén a entender
estos conceptos, Iniclaremos esta seccién con la Integral de Riemann-Stieltjes.

3.1. La Integral de Riemann-Stieltjes

En esta seccidn todos los intervalos |a,d] serdn compactos y todas las funciones
designadas por f, 9, o, 3, etc., serdn funciones reales definidas v acotadas en [a, b}, cabe
mencionar que las definiciones son tomadas segin [6)

Definicion 3.1. Particidn de un intervalo.
Sea |a, b un intervalo compacto. Una Particion de [a,b] es un conjunto finito de
puntos, por ejemplo
D= {fEQ,II,..,,SCn}

tal que
a=1I5< I <...<L,=b

Una particién D' de [a,b] es més fina que D (o un refinamiento de DY si D C IV,
que se expresa también escribiendo D' D D. El simbolo Aoy designa la diferencia
Aay = aofxg) — a(we-1), luego

Eﬂ: Acy, = alb) — afa)
k=1

38
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El conjunto de todas las posibles particiones de [a, b] se designa por B [a, §]. La norma
de una particién D es la longitud del mayor de los subintervalos de D y se denota por
medio de || D]

Notemos que I’ 2 D implica | D'} < | Dl

Definicion 3.2. Sumas de Riemann-Stieltjes. Sea D = {xy,xy,..., T} una particion
de la,b] y sea tr un punte del subintervalo [z, 2. Sea f una funcidn real acotada
sobre [a,b] y o una funcion no decreciente sobre {a,b]. Una suma de la forma

S(D, foa) = 35 flts) Doy

se llama una suma de Riemann-Stieltjes de f respecto de .

Definicion 3.3. Integral de Riemann-Stieltjes [6]. Sea f una funcidn real acotada
sobre [a,b] y a una funcién mondtone creciente sobre [a, bl. Diremos gue f es Riemann-
integrable respecto de a en [a,b], y escribiremos f € R(a) en la,b] si existe un nidmero
A que satisface la siguiente propiedad:para cada £ > 0 existe una particion D, de [a, ]
tal que, para cada particion D mds fina que D, y para cada eleccion de los punios
del intervale [ty_y, 2k], se tiene

IS(D, f,a)~ Al <¢

Cuando tal nimero A existe, es Unico y se representa por medio de || f’ fdo o por
medio de fab f(z)da{zr). Diremos también que existe la integral de Riemann-Sticltjes
I ab fdo. Las funciones f y o se denominan, respectivamente integrando e integrador. En
el caso particular en que afx) = 2, escribiremos S{D, f) en vez de S{D, f,a),y f € R
en vez de f € R{er). La integral se llama entonces integral de Riemann y se designa por
j: fdx o por f: flz)dz. Bl valor numérico de f: f(x)da(z) depende exclusivamente de
f.a,ay by no depende en absoluto del simmbolo z. La letra x es una “variable muda”y
puede ser sustituida por cualquier otro siinbolo conveniente.

3.2. La Funcién espectral
Consideremos el espacio P,y de todos los polinomios de grado menor o igual a n.
Sabemos que los polinomios Fy, Py, ..., P, que se estudiaron antes, y que pertenecen a

este espacio, forman una base en él {ver Apéndice 5.2) . Tomemos una transformacién
lineal I/ del espacio C"*! al espacio Pnyy que transforma la base candnica

(1,0,0,...,00,{0,1,0,...,0),...,(0.0,0,....1)

del espacio €**! cn la base
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B(A), AN, .- Fa(d)

del espacio ;.. Asi que si el vector T = (xg, 71, .- ., %) en C**! tiene coordenadas
X0, 1, -2 %n

en la base candnica

(1,0,0,...,0),(6,1,0,...,0),...,{0,0,0,...,1)

su imagen tiene las mismas coordenadas en la base Py, Py, ..., Py,
U(f y=T(A Zkak T = {To, 21, ..., 2,) € C?H

Asi pues, si

200 =3 &Py
k=0
entonces

UMZOA) =7 = (20,21, 2n)

Observemos ahora en que se transforma el producto escalar del espacio C**! en el
espacio P,.;. Recordemos la base de los vectores propios e; de la matriz J

g5 =

ngu Z& LR, B, Paly) (32)

en el espacio C™*! encontrados en el capftulo 1. Las coordenadas del vector 7 en esa
base son

P . N(” . 22
O - e R A e O

y por el mismo razonamiento,
(7.8) = el
donde

k3 L
1ES PR (7% HON
son las coordenadas de los vectores 3?, _37 respectivamente en la base candnica

(1,0,0,...,0%,(0,1,0,...,0),...,(0,0,0,...,1)
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Como el sistema {e; };’:0 es ortonormal, podemos escribir
~_EA0y)
(7.¢ § (3.2.3)
fi; Zkv-t‘) b0 PEOY)

La dltima igualdad puede ser escrita en la forma {ver apéndice 5.8.2)

(7,7) = [ )7 N)dp(A) (3.2.4)

donde p{A) es una funcién escalén no-decreciente, continua por la izquierda con puntos
de crecimiento tnicamente en los puntos de discontinuidad Ag, Ay, Ao, ..., A, € igual a
cera para A < Ag, y cuyos saltos se determinan como [2]

1

Entonces, si en el espacio Pr.y definimos ahora un producto escalar por

Ap(As) = p(Xj +0) = p(X; — 0) =

(20,50, = [ ZOISI0) (3:25)
de 3.2.3 v 3.2.5 tenemos la siguiente ignaldad:
(@, 7) = EN, 70, (3.2.6)

que indica que U es una isometria del espacio C**! al espacio P,,4; con el producto
escalar {-, ), es decir, conserva el producto escalar.

La funcidn p (A} descrita en los parrafos anteriores sera entonces la funcién espectral
de la transformacién, asi, cada matriz de Jacobi genera una funcidn escalén p{A) denomi-
nada la funcién espectral de la matriz de Jacobi, y que tiene las siguientes propicdades
12]:

Propiedad 3.3.1. La funcién p{A) tiene exactamente n + 1 saltos, y en el caso en que
todos los cigenvalores de la matriz J sean positivos, éstos estaran situados en el semicje
positivo en los puntos que corresponden a los valores propios de la matriz de Jacobi !

Propiedad 3.3.2. La suma de log saltos de la funcién es igual a 1. En efecto, si conside-
ramos @ = 3 = (1,0,...,0) tenemos:

1= (T, 7) = G50 >~/ E2(0)dp() ]dm-—ZAp

j==0

1Los mismos resultados se siguen aunque los eigenvalores de Ja matriz de Jacobi no sean positivos.
En nuestro caso particular los eigenvalores son todos positivos y entonces todos los saltos de la funcién
se encuentran siempre en el semieje positivo




42 3. PROBLEMAS INVERSOS Y LA funcidn m DE WEYL

Propiedad 3.3.3. La transformacién U(T) = S_7_, 2k P()) es un isomorfismo entre los
espacios C"*! v P,,1, en los que el producto escalar esté determinado por la férmula

(20,500, = [ Z0)5p00

Cabe senalar que para este producto escalar £y, P, ..., F, forman una base ortonor-
mal en el espacio Ppyq.

Hemos visto entonces que cada matriz de Jacobi genera una funcién escalén p(A)
llamada. la funcién espectral de la matriz de Jacobi. Resulta cierta ademads la afirmacién
inversa: cada funcién escaldn que satisface las propiedades 3.3.1, 3.32 y 3.33 es la
funcién espectral para cierta matriz de Jacobi, que es univocamente determinada por
ella, es decir existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de las matrices de
Jacobi v las funciones que satisfacen las propiedades recién descritas. Consideremos una
funcidn escalén arbitraria no-decreciente p{A) continua por la izquierda, con puntos de
crecimiento

MO<k<n0< <A <. .. 2, < c0)

normalizada por las condiciones

PA) =00 < Xy
p(A) =1 > A,

Denotamos por H,{p) el espacio de Hilbert, cuyos elementos son los polinomios del
grado < n, y el producto escalar estd dado por la siguiente igualdad:

@), R, = [ QRN

AS]I: Hn({)) es Pn-}-l con < >p
Los monomios 1,4, M2, A" forman una base en este espacio, v utilizando el procedi-
miento de ortogonalizacion de Schmidt podemos obtener una base ortogonal:

k-1
B=1BN=X+> 8" (1<k<n) (3.2.7)

=0

Donde los nimeros ;5’(.’“) son los coeficientes encontrados con el proceso de ortogo-
nalizacién de Schmidt y y
8P = (F(A), P(V),

Entonces los polinomios

/2

B = B (B, B (3.2.8)

-1
7
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con 0 < k < n forman una base ortonormal en el espacio H,,{(p):

Lk=j
0,k +#j

Como los polinomios AP, (A) tienen grado k + 1, pertenecen al espacio H,(p) para
k <n—1, porlo que

(P, BV), = 8 = {

kt+1
AR =>"aPR0)  k=01,...,n—1 (3.2.9)

=0

donde
o™ = ARV, P(N), = [m APV () = (AP0, BO)) = (32.10)

Como los polinomios P;(A) son ortogonales a todos los polinomios del grado menor
que j, tenemos que
o =0
sit > k+10k>i+1,dedonde vemos que la expansién 3.2.9 tiene la siguiente forma:

AR(A) = ol By(\) + oV P (2)

APV =P P() + o POY + o) Pop(0) (1<k<n—1) (3.2.11)

Introduciendo la notacién

a = (AP(X), Pe(A)), = of) (3.2.12)

by = OAP(N), Pea(\), = af) =&Y (3.2.13)

obtenemos que los polinomios satisfacen las igualdades de recurrencia:
b1 Pie1{A) + ax Pe( M) + e Pt (A) = AP0 <k <n—1
donde Py(A) = 1y by = 0. Los coeficientes ax y by en estas igualdades son reales y
ag > 0,0 > 0 0<k<n-1

Efectivamente, la positividad de los nimeros ax se ve en la férmula;

0 = / T ARB (N
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notando que los saltos de la funcién no-decreciente p(A) se sitilan en el semieje positivo;
por otra parte, sabemos que

AP(A) = ol Py (V) 4 0(AF) (3.2.14)
pero tomando en cuenta la definicién de Fi(X) y 3.2.7

By M T aEN \k

= = - (k)
SR T R T3 B Y R
y también
Peia(X) = - + o( A+ (3.2.15)
! FPry (/\)H
Luego, '
AP(A) = A fk +o(AW) = j}“ + o{A+1)
Fol " o]

Por lo tanto, combinando 3.2.14 v 3.2.15

ATy ATy

[Bn] [P

y se concluye que
Perav)|
= el 5 )

" Ao

De esta manera, los polinomios Fi()) son generados en el sentido de 3.2.11 por la
siguiente matriz de Jacobi:

ag b() 0 . 0
=) booa b0 (ax > 0, b > 0),
0 0 0 ... a,

donde por definicién:

p = / ” AP (N E.(N)dp(N)

oG

by = ] C APPSR
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Mostraremos ahora que la funcién espectral p;{\) de esta matriz coincide con la funcién
p(A). En los renglones anteriores fue establecido que la funcidén p;{A) es escalén no-
decreciente y que sus saltos se sitdian en las raices del polinomio

Q()\) = )\Pn()‘) - anR&(A) - bn~lprz-l(}\) (3216)

y los polinomios Fe{A) 0 < k < n forman una base ortonormal en el espacio Hy,{p,).
Pero segiin la construccién, los mismos polinomios forman una base ortonormal en el
espacio Hl,{p), por consecuencia, las funciones p(A) y ps{)\} generan en el espacio P,
el mismo producto escalar, esto es:

[ " QEDTdps () = ] " QBB (3.2.17)

para todos los polinomios Q(A), B{}) de grado menor o igual a n. En electo, multipli-
cando las dos partes de la igualdad 3.2.16 por P;(}) e integrando por la medida dp(A)
encontramos que:
o0 A K R
f QB (Ndo(A) = / AP VB, (N dp(N) — an (Pa(X), P(V)),
oo oo (3.2.18)
—bny (Par (M), B (V)

Analicemos qué sucede con cada sumando de la parte derecha. Sij < n~ [:

[ APOBRId00) = (PN, Paca (), =0
@y (Pa(A), Pj()\))p =0
bua (Paca (N, P,(A), = 0

porque los polinomios P;(A) son ortogonales a todos los polinomios del grado menor

que j.
Sij=n-1,

[ AP OVEATdp) = b
sale o)
an (Po(A), Pac1(A)), = 0
bn«l <Pn—l(A), Bt»l()‘Dp = bn—l
v la parte derecha nuevamente se anula. Finalmente si j = n,
| AP ET0) = 0

an (P(A), Ra(A)>9 = Qp
bn~1 <Pn.-1(}\), Pn('}\»ﬂ = 0
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y en esta caso también la parte derecha se anula. Por lo tanto,
] QBN =0  §=0,1,2,....n (3.2.19)
00

y como los polinomios Pj(A} (f = 1,...,n) forman una base en el espacio Hy(p),
entonces

/WXXMEGMMA%:O

faae v)
para cualquier R{\) en H,,(p)
En particular, si fomamos

RO = [T =)
k3
donde Ay < A3 < ... < Ay son los puntos de los saltos de la funcidn p(A), encontramos
que
Q(Nj4) H()‘J'o —A)Bp(Ag) =10
i#fo
donde Ay, = Ap(Ajy) es el valor del salto de la funcién en el punto A;,.

Como
TG = A8 #0
o
QnlXie) = 0, lo que implica que los puntos X; son las rafces del polinomio Qn(A).
Consiguientemente, los saltos de la funcién espectral py(\) se encuentran en los mismos
puntos donde se encuentran los saltos de la funcién p{)).
Por eso poniendo en la igualdad 3.2.17

QM =RrRMN =[G~ %)

) i#jo
TTw = 20225000 = [T % = 202y,
i#dy i#jo
lo que significa que
Aja('] ) = Ajo

donde A,,(J), Ay, son los saltos de las funciones p(A) y ps(A} respectivamente en el
punto A;;  Asi pues, las funciones escalones no-decrecientes p(A) y ps{A) tienen los
mismos puntos de ruptura y los mismos saltos en estos puntos, de donde, tomando
en cuenta la normalizacién, concluimos que p(A) = py(A). El resultado anterior nos
asegura entonces que cada funcién espectral determina de manera univoca una matriz
de Jacobi. Este resultado es uno de los pilares del andlisis espectral, y serd utilizado en
la seccidn siguiente.
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3.3. Solucién a problemas inversos a través de la
funcion m de Weyl

Existe una enorme literatura sobre problemas espectrales inversos, y varios de ellos
han sido resueltos de diferentes formas. Nuestro objetivo serd estudiar el problema
planteado en el capitulo anterior y resuelto por Hochstadt, pero utilizando una de las
mas poderosas herramientas de la teoria espectral moderna, la funcion m de Weyl. Al
igual que en el capitulo anterior, tomaremos una matriz J de Jacobi de la forma:

ag b() 0 0
bg ay bl FON 0 (3 3 1)
. . . bn_l -3,

0 6 0 bpy ay
donde todas las a;, b; son reales y ademds las b; son positivas. Como ya vimos en el
Capitulo 1, los eigenvalores A; de J son simples y ademds los eigenvectores correspon-
dientes T; tienen la primer entrada ¢y diferente de 0.

El hecho central de la teorfa de analisis espectral inverso es que cada p determina las
a’s y lag b's y cualquier p puede ocurrir para una tnica J. La prueba usual de este hecho
es a través de polinomios ortogonales y ha sido publicada por diferentes matemaéticos.

Uno de los propésitos en este capitulo serd probar este resultado basados en la funcién
m de Weyl.

3.3.1. Definicién de la funcion m de Weyl

Empezaremos definiendo un tipo especial de funciones de variable compleja z

Definicion 3.4. Fijemosn en N — {1}. Sean {b;} enR*, {a,;} en R y sea J una matriz
de Jacobi finita. Sean
yntl
{P(z.0)}il

{ws(z, j)}?;—.J

dos funciones de variable compleja z definidas por :
BiP(z,j + 1) + ;P (2, ) + by Pz, ] — 1) = 2P(z,5) (33.2)
para 0 <j<n+1ly
b]w+(z>] + 1) + ajzz‘/)ﬂ-(z)]) + bj’llft‘)%'(z:j - 1) = 21;’)+(z,j) (333)

para 0 < §j < n—1 Con las condiciones:

P(z,~1) =0, P(z,0) = 1 (3.3.4)
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Pilz,n) =L (z,n+1)=0 (3.3.5)
Por conveniencia definimos by, =1 y b1 = 1 para poder definir P(z,n+ 1) y ¢.(2,0).

Proposicion 3.3.1. Las condiciones anteriores definen P(z,7) inductivamente como
un polinomio de grado j

Demostracion. Por definicién P(z,0) = 1 puede verse como un polinomio de grado 0
en z, P(z,1) podemos despejarlo de la relacién de recurrencia cuando j = 0:

by Pz, 1)+ agP(z,0) + b1 P(z,—1) = zP(2,0}
como P(z,—1) =0y P(2,0) =1 se tiene
boP(z,1)+ap =2

es un polinomio de grado 1 en 2z, Cuando 7 = 1 tenemos

W P(z,2) + a1 Pz, 1) + b P(z,0) = 2P(2,1)

1 z Qg alP(z, 1) b()
P(2,2) = ~(z(+~ — -~)) — kA
(2,2) g)1(2(% W ) s ™
22 zag  a P(z,1) b
P = b bk

y P{z,2) es un polinomio de grado 2 en z. Comparemos ahora los P(z, j) con la expresién
general de los polinomios generados por la matriz de Jacobi encontrada en el capitulo
1:
bj-p(z:j + 1) +Q‘JP(ZJ) +b}‘_1P(z,j - ]) = ZP(Zaj)
b}'—leA +ajc; + bjCjAH = ACS

o acomodando los términos:
bjCj+1 + a;Cy -+ bjllewl = )\Cj

Es decir, curaplen la misma relacién de recurrencia, por esto, como va se demostrd en
el capitulo 1, es cierto que

i )
Plz.j+1)= i E-;?“ +. .. (3.3.6)
by

donde los puntos indican polinomios en z de grado menor a j+ 1y el coeficiente del
término principal es (bpby ... b;) 0O
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Proposicion 3.3.2. P(z,j + 1) = {boby.. . b;) P det{z] — Ja i1j) pare § = 0 donde
Jig+1) es la submatriz de j +1 X 7+ 1 en la esquing superior izquierda de J

Demostracidn. Iniciaremos la demostracién analizando como son las matrices Jj j41).
Para j =0

Jiuay = lao]
Para j =1
ag b()
Jpg = [ b ay }
Para j =2
ag f)() 0
(][1,31 = b() [13] bl
0 b1 ay

Claramente J ;1) define una matriz de Jacobi de j+ 1 x 7+ 1y det(2f — Jy 541y) €5
por definicién su polinomio caracteristico y tiene grado j+1; por otra parte, por (3.3.6)

(boby ... b;) 7 P(2,5 + 1)

también es un polinomio de grado j + 1. Entonces es suficiente mostrar que tienen los
mismos ceros y multiplicidades. Tenemos que P{z,7+1) = 0 81 y sélo sf existe un vector
P = {vg,v1,-. ., ;) con vy # 0, tal que

(Jug — 207 =0

y como ya se ha mostrado antes, todos los eigenvectores de det Jp j44) tHenen vy # 0.
Asi, los ceros de P(z, j+ 1) son precisamente los eigenvalores de Jj ;.1)- Dado que todos
los eigenvalores son simples, las multiplicidades son todas uno. 0

Proposicion 3.3.3. Las condiciones anteriores definen 1, (z,n — j) inductivamente
como un polinomio de grado j

Demostracion. 4 es similar a P(z, 7), pero corre al contrario de P{z,j). Para j =0
tenemos por definicién

' ¢+(Z,n~0):¢+(2,n):1
que puede verse como un polinomio de grado 0. Para = 1:

by (z,n = 1) + anthi(2,0) + bathy (2,0 + 1) = 204 (2,n)
Y por definicion ¢, (z,n) = 1,44 {2,n+ 1) = 0 as{ que para j =1

by i lz,n— 1) +a, =2z
Pelen—1)= 2~ O (337
bnw-l bn-«l
cs un polinomio de grado 1 en z Por el mismo razonamiento que para los FP(z, ),
4z, — ) es un polinomio de grado j O
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Proposicion 3.3.4. ¥ (z,n — j) = (bp-1...bpj) " det(2] — Jjnoji1ns)) para j > 1
‘ donde Jyp_ji1ny1) €5 la matriz de j x j en la esquina inferior derecha obtenida de J
] : ' después de remover los primeros n— j + 1 renglones y las primeras n— j+ 1 columnas.

Demostracién. Como ya vimos, 9 (n — 7) es similar a P(z,j), pero corre desde la
esquina inferior derecha hasta la esquina superior izquierda, es decir al contrario de
P(z,7}. Al igual que con los P(z,n) empezaremos revisando como son las matrices
U;{[n—j»-i,tv}»l]
Para 7 = 1 tenemos:
‘}[ﬂ,n+1} = {an] (338)

que es la matriz de 1 x 1 en la esquina inferior derecha de J después de remover los
primeros n renglones y las primeras n columnas. Para j = 2 tenemos:

o1 bpo
J[nml)n-i-l} = [ b _11 ;ﬁl }

que es la matriz de 2 x 2 en la esquina inferior derecha de J después de remover los
primeros n — 1 renglones y las primeras n — 1 colummnas.
Para j =3
ap-2 bn—? 0
J[n~—2,n+1] =1 bps Gpa b
0 by o,

Notemos que para j = n tenemos

[£5] b] 0 NN 0
3)1 ag 372 - 0
Jppeyg= 1| 0 by . . 0
Gn-y bn-y
; 0 0 ... {)n-l (£

que es la matriz de n x n en la esquina inferior derecha de J después de remover el
primer renglén y la primer columna, es decir la matriz truncada J,. Veamos ahora el
comportamiento cuando j =1

Por 3.3.7 - an
*M(Z: n 1) bn~1 bn—l
y por 3.3.8
bn—lw1 det(zl - J{vt,n+lj) = bn-vl—l(z - )
_®  an
bﬂ—'l b?hl
Y se tiene

iz, n = 1) = by~ det(z] — Jpnar))
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Nuevamente por el mismo razonamiento que para P(z,7)
Polz,n—j) = (... bn—j)ul det(Z[ - J[rwj-{»l,nf)
J

Definicion 3.5. Dadas dos sucesiones uy,v,, definimos el Wronskiano modificado
Wiy, v) por Wiug, vi) = by lupvpsr — w1 vk

Proposicion 3.3.5. Pare cualesquiera dos soluciones que cumplan con la relacidn de
recurrencia indicada en 3.3.2, esto es

biP(z,7+ 1) +0;P(2,5) + b1 P(2,j — 1) = 2P(2,])

0<j<n, P(z;-1)=0, P(z0)=1

Wy, ve) €s sucesion estacionaria, es decir, W{ug, i) = constante para tode 0 < k <
n

Demostracion. En efecto, tomemos dos soluciones cualesquiera v y v :
byu(f + 1) + aju(s) + b ulj — 1) = zu(j)
¥y
bvo(j + 1) + auj) + bjav(f — 1) = zv(f)
st multiplicamos eruzado por u{j) y v{j}, tenemos:
v(j) Ibju(i + 1) + au(s) + biu(j — 1] = 2u((s)
u(f) [bu(J + 1) + a5v(f) + bj1v{j — 1)] = 2v(5)ulf)
es decir,
v(f)bjulf + 1) + v(Fauly) + v(f)bjoau(l — 1) = zu(f)v(j)
w4+ 1)+ wlasp() + ulbyrv(i = 1) = 0 ul)
Y restando obtenemos:
v(f)byu(j + 1) — u(F)bv(F + 1) + v(f)bj1ulf — 1) —u(f)b1v(j — 1) =0
b [v(F)u + 1) — u(F)v( + D] +bjoa [p(H)u(f — 1) —ulf)e(i - 1] =0
Por lo tanto
by lo(u(f + 1) — w(i)o( + D] = b [u(f)v(f - 1) = v(Hui — 1)]

v concluimos que Wu,,v,) es constante, como se queria demostrar 0O
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Definicion 3.6. La funcidn de Green estd definida por
Glz.4,5) ={(zI = J)7'4;,6) 1<i, j<n+1 {3.3.9)
Para Tm(z) s 0. Ocasionalmente también se usard
Cim(z,4,7) = (8, (2] = Jgmp)7'05) m <, <k
Notando que J es una matriz cuadrada

Notemos que para que (zf — J) 714, tenga sentido, cs preciso que (21 — J)™! ezista,
pero una condicién necesaria y suficiente para que (zf —J) ™! exista es que det{z] —J) #
0, es decir que z esté en el conjunto resolvente de J; al multiplicar (21 — J)™18; estamos
obteniendo la j — ésima columna de la matriz del resclvente y al calcular el producto
punto con §;, obtenemos la ¢ — ésima entrada de la j — ésima columna; al variar 4, j
tendremos entonces que la funcién de Green mapea la matriz del resolvente de J.

Proposicion 3.3.6.
G(z,4,5) = [W (P (2,7), %4 (2, )] P (2, min (3, 5)) ¥4 (2, méx (3, 7))
Demostracion. Por definicién,
Glz,4,7) = {(zI = J)718;,8)

Y explicamos ya que al variar i v j obtenemos la matriz del resolvente de J. Mostraremos
que el producto de la matriz (I — J) con la matriz con entradas

yig' == [‘V (P (Z, ) 5$+ (Z, '))]~1 P (2“, mfn (Zvj)) t/i’*!- (Z} méx {7‘?.?))

es la matriz identidad 7, lo que implicara entonces que esta matriz es ignal a {27 — J)™*
es decir a G(z,1,7).
Tenemos entonces que las entradas 1;; del producto de estas matrices es igual al
producto punto de
(0, .,-—bi_l,z —~a¢,~—bh..‘ ,0)

y de la columna con entradas y;; dadas por
Yy = WP (z,min (4,7)) 4 (z,mix (6,5)) i=0,...,n

y donde para simplificar hemos definido W = W (P (2, -), ¥ (2, -)}, ya que es constante.
Tenemos entorces que

g = ~byt WP (z,min (i = 1,5)) ¥4 (2, méx (i — 1, ) -

—-aiW-l"P (ztmin (?)j))wf (z,méx (7"3)} +
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WP (z,min (4, 5)) ¥4 (2, méx (i, 1) = W P (z,min (i + 1, 7)) ¥ (2, mdx (i + 1,7))

Supongamos que i+1 < j (y entonces la entrada z;; no estd en la diagonal)
xy = =b A WP (2,0 — Dby (2,5) —aW P (2,) ¥y (2,5) +2W P (2,0) ¥y (2,5) —

WP (z,i+ 1)1y (2, 7)
= 5 = WYy (2,5) [0 P (2,1 — 1) — P (2,4) + 2P (2,0) — b;P (2,0 + 1
]

pero P(z,-) cumple la relacién de recurrencia
bjP(z.j +1) +a;P(2,j) + b1 Pz, — 1) = 2P(z, )
Por lo tanto

2 = Wl (2,7) [—2 Pz,i) + 2P (2,4)] = 0

Similarmente, cuando i — 1 > 7 tenemos

Ty = bi—lwl_lpizaj) ’l;i?+ (2,'?: - 1) +a‘iw—1P (Z/]) 1/’+ (2)3) - ZW—IP (‘27.7) (‘,"/)4‘ (Z,?,) +

+bi“1--lp (Z,j) ¢’+ (Zai + 1}
Ty = WP (2,5) beaty (2,1 — 1) + aidy (2,8) — 29y (2, 1) + bty (2,0 + 1)]

pero 14 (z, ) también cumple la relacién de recurrencia, Por lo tanto
2y = WP (2,7) [s94(2,4) — 24 (2,4)] = 0
Por tltimo examinemos qué sucede con los elementos de la diagonal, es decir cuando
i=j
255 = b WP (2,5 = 1) ¥4 (2, 5) + W P2, ) 0y (2,5) = 2W TP (2, ) 04 (2,5) +
+b; WP (2, 5) ¥4 (2,5 + 1)

= 2j; = Wb P (2,5 = D4 (2,5) + 3P (2,5) ¥4 (2.9) — 2P (2,5) ¥4 (2,7)
+ 0P (2,7) ¥4 (2,5 +1)]

:>:rjj:W”"l[bj‘lp(zvj_l)tf,}—!— (z?j)JrajP(z,j)g!).;,(z,j)—z,P(z,j)@h (Z,j)+
+b3P(z,])zj)+ (Z7J+l}+bjP(Za]+l)¢+ (27.})—67)[)(27]*‘1]@-% (2,})]
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Si en esta expresidn sumamos y restamos b; P (z,§ + 1)¢4 (2, 5) y agrupamos te-
nemos
2y = Wb P 2,5 — 1)y (2,0) + 4 P (2,5) %y (2,5) + 5P (2,7 + D)0y (2,7)
= 2P (z,5) %4 (2,5) + 0P (2,5) ¢y (2,5 + 1)
= b P (2,5 + )9y (2, 5)]

=z =W, (2,5) (P (2.5~ 1) +a;P(2,§) + b;P (2,5 + 1) — 2P (2,5))
+ b (P (2, )4 (2,5 + 1) — Pz, + 1) ¢4 (2,5))]

es decir,

=W s (2,5) (2P (2,5) = 2P (,3)) + (P (2,) ¥4 (2,5 + 1) = P (2,5 + 1) ¢4 (2, 5))]

o+ WPy
pero W = W (P, ), por lo tanto
Ty =1&i=7] y zy =0
en cualquier otro caso
5 Gz 0) = W (P (2,) 94 (2] 7 P(z,min (4, ) 4 (2, méx (4 7))
como se queria demostrar |

Podemos ahora definir la funcidn m

Definicion 3.7.
m{z) = <(zI - J)’E50,50>
) Pi(28)
Proposicion 3.3.7. m{z)= — - T
Demostracidn. Recordemos que P(z,0) = 1; P(z, ~1}) = 0; por otra parte,

Glz,i,5) = {(zI = J)~ ,0:)

por definicidén, y también hemos demostrado que

G(z,8,5) = W (P (2,), ¢4 (2,-))] " P(2,min (i, 7)) ¢4 (2, méx (i, 7))
entonces
m(z) = ({z] — J) 8y, 80) = G{(2,0,0)
= [W (P(z,-), %+ (2,-))] " P(z,min(0,0)) %, (2, méx (0,0))
= [W(P(z,),04 (2, )] P(2,0) ¢ (2,0)
_ Yy (2,0)
VAP (z,), ¥+ (2.)
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pero
WP (2}, (2,)) () = b [Pz, )¢ (2.5 + 1) = Pz, 5+ D (2, 5)]
es constante, en particular para j = —1
W (P (2,), ¥4 (2,) (=1) = b1 [Pz, =11 (2,0) = Pz, 0)¢0 (2, —1)] = —b_19ps.(2, 1)
porque P(z,0) =1y P(z,~1) =0

1.‘{3-{- (310)

wm(e) = by (2, —1)

como se queria demostrar !

Notemos que la m-funcién que acabamos de definir m(z) = {(zI — J)™ 8y, do) repre-
senta, esencialmente, la misma relacién utilizada por Hochstadt para derivar la férmula
que nos permite obtener las entradas de la matriz:

AN

(AL = JY " 60,8) = )

Cabe notar que Gestezy y Simon [3] definen la funcién m {que para diferenciarla
denotaremos como mg(z)) por

ms{z) = <50, {J - 21)7150>

que guarda la relacién siguiente con la m funcién definida en los renglones anteriores

mg(2) = —m(z)

Por otra parte, como sc mostrard a continuacién, la funcién espectral definida en
la seccién 3.2 y la funcidn m que acabamos de describir tienen una relacién biunivoca,
que permite identificar de manera dnica a esta funcién m con una y la misma funcién
espectral. Este resultado serd fundamental en nuestro trabajo, pues al mostrar que es
precisamente la funcién espectral definida la que permite describir la funcién m como
una integral de Riemann-Stieltjes, podremos obtener como corolario el primer teorema
demostrado por Hochstadt. El orden l6gico entonces, serd demostrar que es posible
identificar a la funcién m definida como una integral de Riemann-Stieltjes con respecto
a la funcién espectral p definida en las secciones previas; una vez demostrado esto, se
demostrara que tal p es tinica y concluiremos que podemos expresar m(z) en términos
de la medida espectral dp. Antes de iniciar conviene precisar algunas cosas. La medida
generada por la funcién p es tal que s6lo los conjuntos que conticnen los puntos de
los saltos tendran medida diferente de cero. Asf, si se define la siguiente relacién de
equivalencia:
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Q»j-i-j 7 ;1-3+j
24 e al
v wd i

Figura 3.1: Conmutacién a través del operador multiplicacién identidad (Mid)

Definicion 3.8. fRg & [,(f —g)dp =0

se prueba que efectivamente es una relacién de equivalencia y entonces las funciones
que coinciden en los puntos donde existen los saltos son iguales pues coinciden “casi en
todas partes”, y estdn relacionadas segin la relacién R; por otro lado, si definimos L7
como el espacio vectorial cuyos elementos son las clases de equivalencia de la relacién
R podemos tomar cualquier representante de la clase de equivalencia y trabajar con
su norma, va que su valor no depende del representante de la clase de equivalencia
escogido. Usualmente no se hace distincién entre funcidén y clase de cquivalencia en
este contexto. Ahora bien, se sabe que el polimonio del grado < N — 1 se reconstruye
Unicamente por sus valores en N puntos. Asf pues, tomando valores de una funcién en
los puntos de salto, podemos construir el polinomio del grado menor o igual a N — 1
que es igual a esa funcién “casi en todas partes”. Asi, todo el conjunto de las funciones
se divide en clases y hay un polinomio que es el representante de cada clase. Teniendo
en mente lo anterior, continuaremos demostrando el siguiente teorema:

Teorema 3.3.1. Con la definicion dada de funcion espectral, y con la transformacion
U definida en la seccidn 8.2, se tiene que para toda x € CH1

Jr = U MidUz (3.3.10)
donde (Midg)(A) .= Ag()) {ver figura 3.17%)
Notemos que Jo = U~ MidUz es equivalente a
(J =2 ' =U" (Mid— 1) " Uz

para toda z que no pertenezca al espectro de J

Los espacios LP son los espacios vectoriales normados mas importanies en el contexto de la teorfa
de medida v de la integral de Lebesgue. Reciben tambien el nombre de espacios de Lebesgue.
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Demostracion. Primero probemos que para toda j==0...n
[U(J8)] (A) = AR (M)
Para esto, vemos que
O
bj~1
UISG) =U | 7 | =biaFia(3) + ;B0 + b Paa(Y)
j
0
0
y
b1 P (X) + PN + b;Piaa(A) = AF()
segin la relacién de recurrencia que hemos visto en secciones anteriores.
S AU = AP (A)
Ahora sea © =y ;- o:6;, entonces
VIR ) = {Uuza@a; o
=0
=Y aU(J6)(A) = Y aABR())
=) =0
=AY PN = [Mid (Ux)] (A)
i=0)
entonces Jz = [U ' MidUlz O

De lo anterior se sigue que

(J—z2Dz=U"(Mid - 20) Uz

e

AU =z2Da = (Mid - 2N Uz
U Mid - DU (I - 2)a =

=2 g = U (Mid — 21y T Uy
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para toda g o equivalentemente,
U(J—zd) tg=(Mid- 2" Ug

Considérese ahora
(66, (J — )" &)
De acuerdo a la igualdad 3.2.4 se tiene

+00
mz) = (8o, (J — 2I) " &) = USU (J — 2I)7* Sedp(N) (3.3.11)
00 +00
= / 1 (Mid ~ 2I) " 1dp()) = / %—"(_—’2 (3.3.12)
[+ .
=25 (3.3.13)

donde, al igual que en la seccidn 3.2, p(A) es una funcidén escalén no-decreciente, continua
por la izquierda con puntos de crecimiento Gnicamente en los puntos de discontinuidad
Aoy A1, Az, - .. Ap € igual a cero para A < Ag, v cuyos saltos se determinan como

1
Ap(xy) = p(y +0) = p(X = 0) = =315
1) = 10 = SR
Mostrarcmos ahora la unicidad.

Teorema 3.3.2. Para cualguier funcidn escalonade g con puntos de crecimiento dnica-

mente en los punios de discontinuidad Ag, Ay, ..., A, tal gue
[
cow AT E

con m la funcién m de Weyl correspondiente al operador J, se tiene que p = p, donde
p es la medida espectrel de J

Demostracién. Supongamos gue existe g tal que

/‘*mé@:f“i@&

o A™Z o A2

Si
/ e e
o ATE A2

M

= G0) S &
f,x pErid Dy

3
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para toda z # A
Si
o~ & #0 y e=min{]N, — A tal que ¢ 5 4}

escojemos z € R tal que
£
i — 2l > 5  para toda 13 g

(basta tomar z tal que [Ay, — 2] < §)
De aquf se sigue que

o — &
D5

iy *

5%21%’*&1’1

2 itin

o

st |\, — 2| < § para toda ¢ # 4. Asi, para estos valores de 2

. ~ | - -
oy =~ Oy Q, — o — 0 Wy — O
I v e s D P v R B e
P o T2 g T 7 SR
puesto gue
Qg — &i
por )\i 4
estd acotada y hemos escogido M tal que M > IZz:o %zcgl
Como _
Qi " %) o
/\1‘9 -z

cuando z — ), entonces existe una vecindad Vs (X)) tal que

z€Vs(hy,) implica |22~ %0l opr(h)

ig T %

y concluimos que p= p

(3.3.14)

]

Hemos demostrado entonces que m{z) se expresa de manera unfvoca en términos

de la medida espectral dp:
dp(A

“ S Az

Provistos de esta certeza, continuaremos demostrando otros resultados que nos permi-
tiran concluir cste capitulo.




60 3. PROBLEMAS INVERSOS Y LA funcidn m DE WEYL

Teorema 3.3.3. 5in es finita, entonces

"=

donde A < ... A, son los valores propios de J y pq1 < ... < py son los valores propios
de J, (la matriz truncada)

Demostracion. De la proposicién 3.3.7

¢’+ (z: O)

™) = =)

Y por la proposicién 3.3.4

d)+(z,0) = ’l;’:’+(2, n-—- n) = (bn—l N b1b0)71 det(z[ - J[Ln.;.l])

Yi(z, =) = v(z,n — (n+ 1)) = (bn1...beb_1) " det(z] = Jgas1)

_ ¢’+(50)
boae(z,—1)
(bn—l ‘e blbo)—l det(zl - J[lg,ﬂﬂl])
= - - 3.3.15
b-—l(bn—l e b[]b..] )_1 det(zl - J[O,n-}-l]) ( )
_det(e] = Jurn)

= det(zI — Jouty)
donde por definicién Jy 541) €s la submatriz obtenida de J al remover el primer renglén

y la primera columna, es decir la matriz truncada y Jig 1) es la matriz original J; por
otra parte

m{z) =

det(z — J) = ﬁ(z )
F=0

i3

det(z] — Jjn)) = H(Z - 1)

i=1

Por lo tanto n
Hi:z {(#— )
H?:ﬂ(z = A5)

mz) = —
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Corolario 3.3.1. (EQUIVALENTE AL TEOREMA 2.2.1 PERTENECIENTE A HOCHSTADT)
El conjunto
{/\3 }?.:0 U {/‘Lf}?::l
donde {M;}7_, es el conjunto de valores propios de J y {p}i, es el conjunto de valores
propios de la matriz truncada J,., determina unfvocamente J. Cualquiera conjuntos de
{04 v {uidie, son permitidos siempre que

Ap <y < Ay < g << iy < Ay

Demostracidn. Por el teorema 3.3.3 {A;})_, U {i}i, determina m(z) y m determina
dp; hemos ya demostrado que dp determina de manera unfvoca las a y las b, es decir a
J. Por otro lado, si
n
.
m(z) = T i .

=0 "7

entonces la condicién
Ao <y <AL < g < o <y < Ay (3.3.16)

es equivalente a a; > 0V 7.

En efecto, es suficiente, pues si suponemos que 3.3.16 tiene lugar, entonces del
teorema 3.3.3 tenemos que

I (2 — ) - - Gy
[Tolz = A)

pero tomando denominador comin en el lado derecho y desarrollando tenemos:

n o _ g H?ﬂ()\f - 2) R S o Y H_‘:'L;&"n(’)\j —— Z)
/\] -z H?:O(/\] - z)

m{z) = —

s

J=0
Por lo que

[Ty =) _ oolBaol — )+ + o T (A ~ )

H;‘Lao(’: =) ?uo('\f - z)
(=) H;';éo(,\j — 2+ .. oy H;-";én(}\j —z)
- -y H;lzo('\j - z)
@ H;.‘#D(z M)+ oy H;.‘#n(z — ;)
- H?:o(z = A3)

Por lo tanto n

II(::—~,ua~):aln(z——)\j)+...+anII(z*,\j)

i=1 F#0 J#n
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Y obtenemos expresiones explicitas para cada ag evaluando en 2z = Ay

= H;l:l(/\k - ﬂ'ﬂi)

RS (3.3.17)

ay >0
si y sélo si
How=r v JT =)
el §=0,..m#k

tienen el mismo signo.
Analizando 3.3.17 vemos que el numerador y ¢l denominador tienen n términos, de
los cunales por la relacién

Ao < <AL < pa <o < g < Ak < iy < Apgr < vl < py < Ap

k términos tienen signo negativo ¥ n — k son positivos:

Mk = )k = p2) - O = g 1) — ) (M = prgr1) -+ (Mg = pin)
(A = Ao) (A = A} (g — A1) (A = M) — Aegn) - (A — An)

es decir, el numerador y el denominador tienen el mismo signo y por lo tanto

ay =

o >0

i

3.3.16 cs necesaria, pucs si suponemos que {.f\j}j:(, y {m:}i., no satisfacen la relacién

de orden, entonces existe al menos una & tal que

A & [, parn]

asi, mientras el denominador no cambia de signo, el numerador sf lo hace, pues o bien
{Ag — pi) ahora es negativo, o bien {A; — pg+1) es ahora positivo. En cualquiera de los
casos ¢ < 0 porque el numerador y el denominador tendrén ahora signos diferentes.
Concluimos entonces que

>0 X< g <A < oul < iy < Ay

lo que demuestra completamente el corolario (i




Capitulo 4
CONCLUSION

Hemos visto entonces dos demostraciones de un mismo resultado, hemos clarificado
cada uno de los pasos seguidos en ellas asi como la légica y los elementos matematicos ex-
plicitos o implicitos que los autores utilizaron. Mientras que en el articulo de Hochstadt
el resultado es el teorema principal, en ¢l trabajo de Gesztezy v Simon ese resultado
es un corolario, sin embargo esta diferencia aparentementc grande es comprensible si
analizamos el aparato matemdtico que hubo de desarrollarse para lograr esta aparente
simplificacidn, el uso de la integral de Riemman-Stieljes, la funcién espectral, el Wron-
skiano modificado, la funcion m de Weyl y la identificacién de la funcién espectral y
la funcién m de Weyl. Por otra parte, el articulo de Hochstadt incluye otros resulta-
dos referentes a problemas inversos similares, que es altamente probable que puedan
ser obtenidos utilizando la funcidn m de Weyl y la funcién espectral; de igual manera
podemos ver cdmo el avance de las matemAticas hace posible ir obteniendo resultado
mas generales ayudandonos a entender y modelar de una mejor manera v mucho més
potente, conceptos y temas en cste caso de algebra lineal y fisica matematica a partir
de los cuales se obtienen resultados previos como corolarios.
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Capitulo 5
APENDICES

5.1. Espacios vectoriales

Definicion 5.1. Sea V' un conjunto no vacio y K un campo. 5i en 'V pueden definirse
2 operaciones:

1) Suma de elementos de V

2) Multiplicacién por un elemento del campo K (escalar )

Que cumplen con las siguientes propiedades:

Propiedad 5.1.1. 8i u,v € V, entonces u + v € V (Cerradura bajo la suma)

Propiedad 5.1.2. Para todos uw,v,w € V, {(u +v) + w = u+ (v + w) {Ley asociativa de
la suma)

Propiedad 5.1.3. Existe un elemento 0 € V tal que paratodov e Vv +0=0+v=v
Propiedad 5.1.4. Siv € V, existe un elemento —v € V, tal que v+ (—v) =0
Propiedad 5.1.5. Si v +u € V, entonces u + v € V (Conmutatividad de la suma)
Propiedad 5.1.6. Sive V ya € K, entonces av € V
Propiedad 5.1.7. Si vyu € V y o € K entonces a{v + u) = av + au
Propiedad 5.1.8. Sive Vy a,3 € K, entonees {a + fjv = av + fv
Propiedad 5.1.9. Sive Vy o, 4 € K, entonces o 8v) = (af)v
Propiedad 5.1.10. Para cada v € V,1lv = v, (el 1 es el 1 del campo)

Diremos que V' es un espacio vectorial sobre el campo K y a sus elementos los

tlamaremos vectores.

Es comin decir solamente “espacio vectorial”, omitiendo “sobre ¢l campo K" sicmpre
que es claro ¢l campo sobre el que csta V.
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Definicion 5.2. Sea V un espacio vectorial. Llamaremos una combinacién lineal de
elementos de V' a una relacion de la forma:

v -+ Qv + agvs +agve + ..+ ayun
donde o; € K,ve V paratodai=1,...,N

Cabe sefialar que de acuerdo con las propiedades 4.1 y 4.6, toda combinacién lineal
de elementos de V' es un elemento de V.

5.1.1. Subespacios vectoriales

Definicion 5.3, Sea U = {u, ug,ua,...} C V. Si en U se cumplen los aziomas de un
espacio vectorial, es decir st U es en s mismo un espacio vectorial, decimos que U es
un subespacio vectorial de V.

Proposicion 5.1.1. La interseccion de 2 subespacios vectoriales es un subespacio vec-
torial

Demaostracion. Sea V un espacio vectorial sobre un carmupo K Sean U, W subespacios
vectoriales de V. Como U, W son subespacios vectoriales, entonces

Tev y Tew
asf que [ € U N W; por otra parte, vemos que si z,y € UMW entonces
z,yel y zyeW
pero U, W son subespacios vectoriales, asf que
r+yel y zs+yeW

entonces z+y € UNW,

Finalmente, si c € UNW entonces s € Uy r & W,asiqueaz € Uy oz € W
para toda a € K, porque U vy W son subespacios vectoriales, pero esto implica que
ar € UNW. Por lo tanto I/ MW es un subespacio vectorial de V. 0

5.2. Bases de un espacio vectorial

5.2.1. Independencia lineal

Definicion 5.4. Sea S = {vy,vq,v3,...} C V. Diremos que S es un conjunto lineal-
mente independiente si

a1ty + age + v+ ayvg + ...+ =0

mmplico g =g =g =...={
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Notemos que el 0 en la ecuacién de la combinacién lineal es el 0 vectorial, mientras
que ¢l 0 de las ecuaciones de los escalares es el ‘0’ del campo. De aqui en adelante para
ser més precisos indicaremos el 8 vectorial como 0 o

Si existe una combinacién lineal de elementos de S, igual a 0, con al menos un
escalar diferente de ‘0’ diremos que el conjunto es linealmente dependiente.

Definicion 5.5. Al conjunto de todas las combinaciones de un subconjunto S C V le
llamaremeos el span de S y lo denotaremos por sp(S), es decir

sp(S)y={ueV tal que u= v+ avs+ azvy+oqvs+ ... + oNVUN

conv; € Sparatodai yo; € K paratodai=1,... N

5.2.2. Conjunto generador

SBea § C V. Si todo clemento del espacio V' puede escribirse como una combinacién
lineal de los elementos de &, decimos que S genera V.

Definicion 5.6. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K y § = {vy,v3,03,...} C
V. Diremos que S es una base de V' si § es linealmente independiente y genera V.

Ejemplo. En R” los vectores
er=(1,0,0,...,0),es = (0,1,0,...,0),...e, = (0,0,0,...,1)
forman una base

Proposicion 5.2.1. Sea P, el espacio vectorial de todos los polinomios de grado < n—1.
El conjunto P{XF) = {)\k, E=10,1,2,..,n—1, X% 0} forma una base en P,

Demostracion. Primero se demostrard que cualquier elemento de P, puede ser cscrito
como una combinacién lineal de los elementos de P(\F). Sea P €P,, entonces

P=a, A V4, oA T+ a, sA" 3+ . +al+ag
pero esto es precisamente la definicién de que P sea combinacion lineal de
PAIDYSLRIND Lt

es decir P es combinacidn lineal de los elemen}gs de P()*). Tomemos ahora una com-
binacién lineal de los elementos de A* igual a § :

, 3
et N A s AT 4 L adtag= 0
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Notemos que en este caso el 0 es el 0 del espacio vectorial, es decir el polinomio idénti-
camente cero Py(A) = 0 para toda A. Por otra parte,

FTIRY Gl I TS e R TIPS L N S

se anula a lo mds en n valores de A (sus raices), entonces la igualdad se cumple 1 y sélo
si.g; = 0 para toda 4, porque de otra forma no tendria las mismas rafees que el polinomio
0 v dos polinomios son iguales si y sélo si tienen las mismas raices. Asi concluimos que

.%
i A by AP TR g, g N et ag = 0

si v solo si a; = 0 para toda 7 y el conjunto P{)\*) es linealmente independiente. Por
dltimo, se demostrard por reduccién al absurdo que la combinacién lineal con la que se
expresa un elemento de B, como combinacién lineal de elementos de P(M\*) es tinica.
Supongamos que P € P, v que existen 2 combinaciones lineales de P()\*) diferentes
que expresan a P

Pe=g A" + A" 4+ ar+ag

P =A% 4 b AP 4 L bA by
T=P-P
== ((ln - bn)}\n + (G«nfl - bn_l)/\n-l + ...+ (6‘61 - bl)/\ + (ao - bg)

Entonces el polinomio 0 se anula a lo mds en n valores de A (1). Por lo tanto es falso
suponer que existen 2 combinaciones lineales de P{X*) diferentes, y la expresién de P
en términos de elerentos de P(\*) es tinica O

5.3. El producto interno

Seca X un espacio vectorial. Decimos que en X estéd definido un producto escalas, si
existe una funcidén numérica (z, y) de 2 variables que satisface las siguientes propiedades:
Propiedad 5.6.1. Definida positiva: {z,z) > 0 y {z,x) = 0 siy s6lo si z es ¢l 0 vectorial
Propiedad 5.6.2. A{z,y) = (Az ,y), con X un escalar
Propiedad 56.3. {ax+ 3y, 2)=alz,2)+ 3y .2)

Propiedad 5.6.4. {z,y) = {y, 1)

El producto interno también es conocido como ”producto escalar” o 7 producto pun-
to”. En realidad, es posible definir mdas de una funcién que cumpla con las propiedades
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mencionadas, sin embargo en el caso de R™ existe una funcién que es utilizada de manera
estandar definida por

n
(z,y) = Z Lilki
il

pa,r&todax= (m1:$23"‘1rn)7y:<yhy2!'“:yn) € R

5.4. Matrices

Definicion 5.7. Una matriz A de muxn es un arreglo rectangular de mn nimeros dis-
puestos en m renglones y n columnas:

dyy Q. ... Gy ... Q1p
a1 Q22 ... Q25 ... Qg
i1 @iz -0 Qij o .. Oin
Om1  Gm2 a'mj cov Grn

Cuando m = n, es decir cuando el ndmero de renglones es igual al nlmero de
columnas, tenemos una matriz cuadrada. Puede verse facilmente que si definimos la
suma de 2 matrices cuadradas A y B como la matriz C que tiene por entradas ¢y =
a;; +b;; vy el producto por un escalar oA == way; para toda i, 7 el conjunto de todas las
matrices cuadradas con entradas complejas es un espacio vectorial.

Definicion 5.8. Nucleo de una matriz. Sea A € M, ,(C); A: C" — C™. Definimos el
nticleo de una matriz y lo denotamos como ket A al congunto {x € C" tal que Az =0}

Notemps que ker A ¢ C™ # § siempre, pues como A representa una transformacién
lineal, A0 = 0 por lo tanto 0 & ker A.

Proposicion 5.4.1. El nilcleo de una matriz es un subespacio vectorial de C" .
Demostracidn. Vimos en el parrafo anterior que 6) € A; ademas si
z,y eker/-l::»Aa:——-_(')-) = Ay
y como A es lineal
Az + Ay = Alz +y) =ﬁ+ﬁzﬁ.‘.(x+y)6kerA
Por tltimo si z € ker A y o € R, £ 0, tenemos que
Ar=0=cAzr = Aaz =0 oz € ker 4

lo que completa la demostracion ]
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Proposicion 5.4.2. Sea A € M, ,(C); A:C* - C™
A(C™) = {y € C"tal que Jz € C", Ar = y}
definido como el contradominio o imagen, es un subespacio vectorial de C™

Demostracidn. Sean yy,y: € A(C™)

Si g1, 12 € A(C™) entonces existen z;, 2 € C" tales que A(r,) = y1; A(@2) = w2,
luego

Y1 +y2 = Alm) + Alze) = Alz) + 72)

entonces existe T = x; + zp € C" tal que A(z) = y; -+ ¥, por lo tanto y; +ys € A(C™)

Por dltimo, sea & € Ry y € A(C™). ay = aAlzr) = Alaz), entonces existe z, = az
en C" tal que A{z;) =y, por lo tanto ay, € A(C™) y concluimos que el contradominio
o imagen, es un subespacio vectorial de C™ 0

Proposicion 5.4.3. Sea A € My

i 12 ... Qi
2 G2 ... don
A=1 .
Ap1 Gny ... Gpp
El producto de una matrizc A por el vector candnico 6; = {0,0,0,4,...,0) es igual a lo

i — ésima columna de A.
Demostracion. Sea R4 el ¢ — esimo renglén de A. Recordemos que la entrada z;; del
producto Ad; es, por definicidn, el producto punto del renglén i de A por §;, es decir:
Ty = (Rya,8;) entonces

Iy = <R1A, {52> = ((an, 212,813, « -« 3 QYgs o vy alﬂ}, (0, O, 0, cay 1,0, e ’O» =

Ty = (Rm, 5@} = {(021, U2z, U3, - - - 024 - -« ,a2n)y (050= 0,...,40,... ,0» = Uy

z3 = (Raa, 0) = ((ear, a2, 083, ... 834, .. -, 23,),(0,0,0,. .., 1,0,...,0)) = ag

Tn1 == <Rﬂﬁv §1> = <(an1: Qn2: An3y - -« Ay e o oy anﬂ): (Q, 0, 0; 1: cen ?D» = Qni

Por lo tanto AS; = {a1;, aai, @a; . - . ang) como se queria demostrar 3




70 5. APENDICES

5.5. Caracteristicas especiales de las Matrices tridia-
gonales

5.5.1. Caracterizaciéon de la matrices tridiagonales

Definicion 5.9. Sea A € M,,,. Diremos que A es una matriz tridiagonal si, ezrcep-

tuando la diagonal principal, sobre la cual no pondremos condicidn alguna, todas las

entradas son iguales a O excepto para aquellas entradas zi5con j=i+1o0j=1-1
Las siquientes matrices son ejemplos de matrices tridiagonales

01 0 0 28 0 00
10 3 00
90 2 0
08 5 240
63 06 7
00 10 0 0 0 10 8 6
00 0 79
Mientras que
3201
3110
0820
0210

no lo es.

Es importante notar que las condiciones establecidas en la definicién anterior impli-
can que la columna k — ésima de la matriz tiene un niimero bien definido de términos
diferentes de 0, en efecto, las entradas de la columna £ tienen la forma:

Tk Toks T3ky - - - The2ks Thw1ks Thks Tht1ks Tht2ks - - - Tnky

Entonces, a partir del renglén k+ 2 todas las entradas serdn 0, pues para estos términos
jFi—-loi+l

5.5.2. Caso particular de las Matrices de Jacobi

Por la proposicion 5.4.3 sabemos entonces que Ady es la primera columna de A v
en el caso en que A es una matriz tridiagonal, Adg tiene dnicamente las 2 primeras
entradas diferentes de 0, de hecho si A es una matriz de Jacobi tenemos que

g b(} 0 0 NP 0
bo a1 b 0 ce. 0
A= bl a9 bg :
L ¢
‘ bn-—? Ay bnwl
L 4] 0 0 bn—l @,
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y Ado = {ag, b, 0. ..0), es decir Ady tiene tinicamente las 2 primeras entradas diferentes
de 0. Notemos que es posible reescribir Adg como:

Ady = agdy + bydy

Mis adn, para A%, tenemos: 4%8; = A(Ad), luego las entradas z;; de A(Ad) son
iguales a

1 = (Riass,00) = {{@0,b0,0,...,0), (gg,00,0,...,0)) = a.g + b(g)

T2y = {Raas,. oy = {(bo, a1, b1,...,0),(ag, b0, 0,...,0)) = aohy + arbg
T31 = {Raas,, 00} = {(0, by, a2, b, ..., 0), (g, 5,0, ...,0)) = bphy

241 = {Raas,, %0) = {{0,0,be,a3,bs,...,0), (ap, by, 0,...,0)} =0
Ty = <R5A5m50> == ((0,0,0, bg3 a4, b4, Ces ,0), (a(), 60,0, N, 0) ={

En realidad, a partir del renglén 4 todas las entradas son 0, pues para que zy =
{R; a5y, 00) sea diferente de 0 es necesario que R;a5, tenga al menos un valor diferente
de 0 en las columnas 1 o 2, pero esto s6lo se cumple para los primeros 3 renglones de
A, porque a partir del cuarto renglén las Unicas entradas diferentes de 0 son ag3 ¥ 445,
as{ que A28, tendré exactamente los 3 primeros renglones diferentes de 0 y los demis
0, de hecho por célculo directo obtenemos que

A%y = (af + b3, aghy + aiby, bob1,0.0,...,0)

£ (&g + bg)(go + (agbg + ay 50)51 + bgby6a

Siguiendo este razonamiento, vemos que
A%8y = A(A250)

tendrd exactamente los primeros 4 renglones difercntes de 0 porque A28, es diferente de
0 sblo en los primeros 3 renglones y A tiene al menos una entrada diferente de 0 en las
primeras 3 columnas sélo en los primeros 4 renglones, nuevamente por céleulo directo
podemos ver que

A8y = (ag(ad + b3) + bo(aoby + arbo), by(ag + b3) + ar(aobe + arbo) + b3,
by (aghy + arby) + ag(boby ), bobr b2, 0, .. ., 0)
es decir
A8y = dody + dib; + daby + daby

donde las d; dependen de ay, ay, aa, by, by, by
Concluiremos esta seccién demostrando que cs posible expresar A%$; como una
combinacién lineal de las primeros k vectores unitarios.
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Proposicion 5.5.1. Sea A una matriz de Jacobi. Es posible expresar A*S; come una
combinacion lineal de las primeros k vectores unitarios

Demostracion. Demostracién por induccién. Hemos visto que el resultado se cumple
para n = 1. Supongamos que es clerto pata n = k, entonces
Ak(Sg = d050 + d351 -+ d252 + .o+ dké-k
luego,
AR5, = A(ARS)
pero A*4, tiene exactamente los primeros k+ 1 renglones diferentes de 0 y todo lo demaés
0, mientras que A tiene al menos 1 valor diferente de 0 en las primeras k + 1 columnas
sélo en los primeros k + 2 renglones, pues a partir del renglén k -+ 3 las nicas entradas
diferentes de 0 son Gpiapie ¥ Gerskiq, 8 decir
<R’EA) Aké()) = D

para toda i > k + 3 y consecuentemente todas las entradas z;; de A*'8) serdn 0 si
iz k+3

Entonces AF*'8; tiene exactamente los primeros k + 2 renglones diferentes de 0 y
todo lo demds 0 Por lo tanto

ARG = di Gy + di by + dydy + ..+ S + di Gk
como se querfa demostrar. 0
Corolario 5.5.1. di = bybyby, .. . by
Demostracién. Tenemos que
AFFIS, = A(AR&) = Adodo + d16y + doby + . .. + d_18x_1 + didg)
= doAdy + d1Ady + doAdg + .. . + dp 1 Abg_1 + dp Ay

pero
© 07
br-1
Abp = | ar | = bpy8p1 + axdp + bpdpa
by
L 0 |
entonces

ALy = doAdy + di A8y + .. 4 di 1 ASk_y + di(br_18k-1 + ardi + bpSrra)

=doAby + ) A8 + . .. F dp 1 Abpy + dpbi1051 + drarby + dibpbe

= dgAdy + d1ASy + . . -+ dp1 A8y + dibpo 1851 + diarbp + (bobiby, . . b bybrir
por hipétesis, por lo tanto dgy1 == bobiba, .. . b 1bk ]




5.6 Vectores y valores propios 73

5.6. Vectores y valores propios
Definicion 5.10. Sea A € M,(R) y 7 € R* . Constderemos la ecuacion
AT =27 (5.6.1)

Con A € R. Si A y un vector no nulo x satisfacen esta ecuacidn decimos que X es un
valor propio de A y T es el vector propio de A correspondiente a A

Podemos interpretar los vectores propios de una transformacion lineal como aquellos
elementos del dominio de la transformacién con la propiedad singular de que su imagen
bajo la transformacién es un miultiplo de sf mismo. Al conjunto de todos los valores
propics X; € R se le llama el espectro de la matriz A y se denota por ¢{A); el nimero
real no-negativo p(A) = max {|X\;|} se le lama el radio espectral de la matriz A.

Proposicion 5.6.1. 5i ¢ es un vector propio, entonces ac, o € R también es un vector
propio.

Demostracion. Como se menciona al inicio de este trabajo, podemos sustituir matri-
ces cuadradas por operadores lineales, en este caso estaremos identificando A con el
operador T que la representa.

Sea @ un vector propio de una transformacién lineal T v & # 0, entonces:

T @) =aoT(7)
porque T es una transformacion lineal, y también
T(?)=r7C
porque ¢ es un vector propio de T, as{ que
T(a?)=al(7)=aX? =xa? = AMa7?)
Por lo tanto o es un valor propio asociado al vector propio z O

Definicion 5.11., Sea A une matriz de mn. Diremos que A es inyectiva si y sdlo si
ker A = {0}, en este caso decimos que la matriz es no degenerada. 8§i m < n la matriz
stempre es degenerada.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. La matriz A es no degenerada

11. Existe la inversa de A

1. El rango de la matriz A esn (rank A =n)
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1v. El determinante de A es diferente de 0 (det A 5 ()
v. Dim {codominio de A} = n
vi. Dim ker A =10
vii. El sistema lineal de ecuaciones Az = 0 tiene tnica solucién z =0

vii. { no es un valor propio de A

5.7. Operadores lineales

(Cabe mencionar que varios de los resultados que se presentan en esta seccién son
estudiados con mmcha mayor profundidad en la teorfa de operadores lineales, pero
aqui solo se mencionan de manera somera y en algunos casos se dardn por hecho varios
de ellos. El concepto de operador o transformacion sobre un espacio de Banach es una
generalizacién natural de la idea de una funcién de variable real. Los operadores lin-
eales sobre un espacio vectorial normado son frecuentemente utilizados para representar
cantidades fisicas y por esto son muy importantes en matemdaticas aplicadas y en fisica
mateméatica.

Definicion 5.12. Sean U,V espacios vectoriales y sea T : U — V . Diremos que T es
una funcidn lineal o un operador lineal st cumple lus siguientes propiedades:

Propiedad 5.12.1. Para toda u,v € U, T{u +v) = T(w) + T(v)
Propiedad 5.12.2. Para toda v € U, o un escalar, T'(au) = o' (u)

Propaosicion 5.7.1. Si T es un operador lineal sobre el espacio vectorial ¥V, entonces
oT = oT (V) también es un operador lineal sobre V.

Demostracion. Sea v,w € V, &, 3 escalares. Entonces
ol (v +w) = ol +T(w) = oT(v) + oT{w)

y también
ol (Bv) = a(8T(v)) = afT(v)
Por lo tanto ol es un operador lineal 0

Definicion 5.13. Sean U y V espacios lineales normados y sea T . U = V una
transformacién lineal. Decimos que T' estd acoteda si existe un nimero real positivo k
tal que |T ()] < k||| para todaz € U.

Definicion 5.14. Sean U y V espacios vectoriales normadoes. El conjunto de todas las
transformaciones lineales T : U — V' se denota por L{U, V). En el caso en que U =V,
escribiremos simplemente L(U)
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Definicion 5.15. Sea T un operador T € L{U, V). Dirernos que T es invertible si existe
un operador Tt € L{V,U) tal que

T2y =z pare teda zelU

TP Hy)=y pare tode yeV

Cuando tal operador exziste se le llama el inverso de T

5.7.1. Operadores Autoadjuntos
Definicion 5.16. Sea T € L(U). Diremos que T es autoadjunto si (Tx,y) = {z,Ty)

Teorema 5.7.1. Teorema de expansion de Neumann. Sea U un espacio de Banach. Si
T es un operador con ||T|| < 1 entonces I =T es invertible y su inversa estd dada por:

(I-T)'= i:r”

n={

Corolario 5.7.1. Sea A;,t = 1,2,...n los valores propios de la transformacion T. Para
[Al > méx|A;| la siguiente igualdad es cierta

(Al —-T)" = 1%::‘*1

Demostracidn. Sea || > méax [\;]. Entonces

_ A max(Al T

T T
]

es decir ~—— < 1; por otra parte

A

(M —T) = M1 - %}
implica que T
oyt L Ty
M=) == 3)

T
y como — < 1 se concluye que

A

1 T, ., 1Tk
PR YRR PPy
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y para cada factor (z® + 26z + )7 se puede determinar una expresion de lo forma
Bl+0133+82+021'+ B, + Cuz
Q Q? Qr

con A;, B;, C; constantes, de tal manera que que la funcion 5{% puede ser representada
como lo suma de estas fracciones

Sigla) = (z — oq){z — a2)... (& — ) con & # o sl 1 # k es decir, si la ecuacién
glz) = 0 tiene sblo reaices simples, y si f(z) es cualquier polinomio de grado menor
al grado de g las expresiones cuadraticas no aparecen, mientras que la expresién para
eada uno de los factores (x ~ o )b tiene la forma (z — o;) porque I; = 1 para toda i
asi que la expresién en fracciones parciales tiene la siguiente forma:

f@) __ m b2, tn
gz - (z—a) (T )

Por otra parte, se obtienen expresiones explicitas para los coeficientes a; multiplicando
ambos lados por (z - ;) y haciendo sucesivamente ¢ = «;; esto es, para ay por ejemplo,
tenemos:

f(2) S S S S
5@3,(,«; —ay) = (z al){g:“ o + G = og) +... (xﬂan)}
_ fz) —(p— M, %, G
ERCErT e L e v e RS ey
_ fl=) ot ax(z —ay)  az{z—ay) an{z — ay)
T @) -an) ) (z—a3) 7 (z-on)
Por lo tanto
an = flz) _ jl_eg_(_-’{_“ a1) | az(r —a1) a{z —a1)
Ve mm) .z z—an (z—oasz) T (z—ap)
v haciendo z = q;
a f(o'l) (581)

. (&1 ——az)...(a1 '“(!n)
por otra parte, recordemos que
gly=(—o)z—ay)...(z — &)

asi que poniendo
v{g) = (. —as}... (2 — 0y)

g(z) = (x — a)v(z)
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v a partir de la regla para la derivada de un producto
g(x) = (z — a)v(x) + vz — au)t = (& —~ e w/(z) + v(z)

evaluando ahora gf en ay

g{ar) = (aq — aYot{on) +vlay) = v{m) = (a1 —aa) ... (s — ) {(5.8.2)
Y combinando 5.8.1y 5.8.2
_ flea)
g/a1)
Por lo tanto
Flo)
a1 glay) _ flan)

T—a c-o gHa)lz—a)
Y se tiene que

f@) s~ S _
9(z) ; gai)(z — o) (5.8.3)

5.8.2. Funciones escalonadas como integradores

Sea {a, b] un intervalo compacto y sean f, a funciones reales v acotadas en [a, b]. Si
@ es constante en todo el intervalo 4, b], 1a integral de Riemann-Stieltjes f; fda existe
y vale 0, ya que cada suma S(P, f,a) = 0. Sin embarpo, si & ¢s constante excepto en
un punto en el que presenta una discontinuidad de salto, la integral fj fda no tienc
porqué existir, y si existe, no ticne porqué valer cero. Una descripeién mas detallada la
da el siguiente teorema,

Teorema 5.8.2. Dados a < ¢ < b, definimos a en [a,b] como sigue:
a(@)=ale) si a<zr<c

alzr) = a(b) st c<xz<h

con ala), ab) y alc) arbitrarios. Sea f una funcidn definida en [a,b] de manera gue
una por lo menos de las funciones f o « sea continua a lo izquierde de ¢ y una por lo
menos lo sea a la derecha de c. Entonces f € R{a) en [a,b] y se tiene

b
/ fda = £(0) Jalet) — ale=)] (5.8.4)
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Reduccién de una integral de Riemann-Stieltjes a una suma finita. El inte-
grador « del teorema anterior es un caso particular de una clase importante de funciones
conocidas con el nombre de funciones escalonadas. Estas funciones son constantes en
todo el intervalo excepto en un nimero finito de discontinuidades de salto.

Definicion 5.18. A4 una funcidn a definida en [e,b] se le lama funcidn escalonado si
existe una particion
g=2 <y <...<xTp=2b

de modo que o sea constante en cada subintervalo abierto (zx_y,zi).

Al niimero af{z;+) — a(zy—) se le llama el salto en z; si 1 < k < n. El salto en 1,
es afz+) — alz;—) y en z, es afr,) — alzg—).

Las funciones escalonadas establecen conexidn entre las integrales de Riemann-
Stieltjes y las sumas finitas como lo enuncia el siguiente teorema.

Reduccién de una integral de Rieman-Stieltjes a una suma finita.

Teorema 5.8.3. Sea a una funcidn escalonada definida en |a,b] con salto alk) en zy,
en donde las z; son una particion. Sea f una funcidn definida en [a,b] tal que f y
no sean ambas discontinuas a la dervecha o a lo izquierda de cada z. Fntonces f: fdo
existe y se tiene

b n
[ 1wyat@) =3 rnen (5.5.5)
¢ k=1
Teorema 5.8.4. Cada suma finita puede expresarse como una integral de Riemann-
Stieltjes

Demostracién. Vemos que dada una suma finita ¥ p_, ax, definimos f en [0, 7] como:
fl@)=a s k—-1l<z<k (k=12,...n) (5.86)
J0)=20

Entonces
k23

Sa=3 5= [ s (581
k=1 k=1 0

en donde [z] es el mayor entero < z O
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