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Einleitung

In J. Weidmann [27] Abschnitt 5 wurde unter recht allgemeinen
Voraussetzungen die absolute Stetigkeit des Spektrums von Sturm-Liouville
Operatoren bewiesen. Dabei wurden Differentialausdriicke der folgenden Gestalt
zugrunde gelegt :

(lu)(x) = —u"(x) + q(x) u(x) fir x€(a,c0)
wobei q reellwertig und in (a,o0) lokal integrierbar ist (—c0=a{eo) .
Neben Bedingungen an q im Intervall (c,o) mit a<c<e, wurden in [27] noch
(implizit) eine Bedingung an das Verhalten von q beim Randpunkt a bendtigt,

genauer : Um die absolute Stetigkeit des Spektrums jeder selbstadjungierten

Realisierung von | in einem Intervall [A,X) zu beweisen, wurde dort gefordert, daB

jede selbstadjungierte Realisierung von | in Ly(a,c) in (A,A) diskretes Spekirum

hat.

In E. Heinz [9] wurde fiir Dirac-Systeme und in J. Weidmann [29] fiir
Dirac—Systeme und Sturm-Liouville Operatoren das gleiche Resultat ohne diese
zusatzliche Bedingung bei a bewiesen. Dabei wurde in [9] das Verhalten der
Resolvente nahe der reellen Achse untersucht (Grenzabsorption), wahrend in [29]
wie schon in [27] Oszillationsmethoden benutzt wurden.

Die Tatsache, daB die absolute Stetigkeit des Spektrums in diesen Fallen
nicht durch das Verhalten am linken Rand gestort werden kann, legt die folgende
Vermutung nahe (siehe [29]) :

"Sei | ein formal selbstadjungierter Differentialausdruck auf (a,b) und A eine

selbstadjungierte Realisierung. Fiir ein ¢ € (ab) seien A, und Ay

selbstadjungierte Realisierungen von | in (a,c) baw. (c,b). Hat A, oder Ay in [AA]

absolut stetiges Spektrum, so gilt dies auch fir A"

In dieser Arbeit wird folgendes gemacht : In Par. 1 werden Beweisideen der




Resultate von [9] und [29] skizziert, sowie eine Verallgemeinerung eines
Resultates von J. Walter [25] angegeben. Walter zeigte die absolute Stetigkeit

eines Sturm—Liouville Problems auf (a,%) in (g(e),») mit g(») := lim q(x) 2 —o |
X300

falls das Problem bei a regular ist ; wir szeigen, daB das Verhalten von q am
linken Rand keine Rolle spielt.

In Par. 2 werden einige Bemerkungen iber die obige Vermutung und einige
Varianten davon gemacht. In Par. 3 werden die Formel fiir die Resolvente und die
Formel von Weyl-Titchmarsh—Kodaira fiir die Spektralfunktion angegeben. Einige
Bemerkungen werden iiber das Problem mit einem regularen Randpunkt gemacht.

In Par. 4 wird gezeigt, daB nur die absolute Stetigkeit aller selbstadjungierten
Realisierungen Ay nicht geniigt um die absolute Stetigkeit von A zu erhalten. Das
beweist, daB die obige Vermutung sicher falsch ist. In Par. 5 wird bewiesen, daP
es reicht zusé’.tzliche Voraussetzungen iiber 2 selbstadjungierte Realisierungen in
(c,b) ansugeben, um die reine absolute Stetigkeit des Spektrums jeder
selbstadjungierten Realisierung zu beweisen. In Par. 6 wird gezeigt, daP die
Resultate von Par. 5 auf Sturm—Liouville Ausdriicke mit in (c,) periodischen und
(a,c) beliebigen Koeffizienten angewendet werden konnen. Die absolute Stetigkeit
des Spektrums dieser Operatoren scheint bisher nicht bekannt gewesen zu sein.
Auch wird eine Verallgemeinerung eines Resultats von Hinton-Shaw [12] fiir
gestorte periodische Potentiale angegeben.

In Par. 7 wird gezeigt wie die obigen Resultate auf Dirac-Systeme
ausgedehnt werden konnen. Als Anwendung wird bewiesen, daB das absolut sietige
Spektrum bei den von Hinton—Shaw [13] untersuchten Dirac—Systemen unabhangig

vom Verhalten der Koeffizienten am linken Rand ist.

1 . Absolut stetiges Spektrum bei Sturm-Liouville Operatoren und

Dirac—Systemen

In diesem Abschnitt werden wir die Resultate aus E. Heinz [9] und
J. Weidmann [29] angeben und die Beweisideen skizzieren. Auch werden wir eine
Verallgemeinerung eines Resultats von J. Walter [25] erhalten.

In [9] und [29] wurde die absolute Stetigkeit des Spekirums von
Dirac-Systemen [9] und Dirac—Systemen und Sturm-Liouville Operatoren [29]
bewiesen. Dabei wurden Differentialausdriicke der folgenden Gestalt zugrunde

gelegt :

(1) Sturm-Liouville Ausdruck
(lu)(x) = —u"(x) + q(x) u(x) fir x € (a,)

wobei q reellwertig und in (a,c0) lokal integrierbar ist.

(2) Dirac—System
(lu)(x) = Ju(x) + P(x) u(x) fir x € (a,)
mit u : (a,0) » C€® und
0 1 pi(x)  pia(x)
J = ; Plx) = )
=1 0 pi2(x) p2lx)
wobei py,pa,p12 reellwertig und in (a,) lokal integrierbar sind.

Wir sagen im folgenden : " der Operator T hat in I absolut stetiges

Spekirum " wenn ||E(A) fI[* in I absolut stetig ist fiir alle f € Ly(a,b), wobei E(A)

die Spektralschar von T ist.



Die Hauptsatze lauten :
1.1 Satz (J. Weidmann [29])
Sei | wie in (1) erklart. Fir ein ¢ € (a,) gelte

q(x) = qy(x) + qq(x)

qi( - ) € Ly(e,»)
qa( - ) in [c,») von beschrankter Variation mit
qa(x) » 0 fiir x » o |
Dann hat jede selbstadjungierte Realisierung H von 1 in L, (a,) rein

absolutstetiges Spektrum in (0,00) .

1.2 Sats (E. Heins [9] , J. Weidmann [29])
Sei | wie in (2) erklart. Fiir ein ¢ € (a,») gelte

P(x) = Py + Py(x) + Pa(x)

#y 0
» My < Mg
0 u

[Py - )l € Ly (o)

Po

Po( - ) ist in [c,) von beschrankter Variation mit Py(x) = 0 fiir
X 5 0o
Dann hat jede selbstadjungierte Realisierung H von 1 in Ly(a,»)? rein absolut
stetiges Spektrum in R \ [m,.] .
In [9] wird Satz 12 bewiesen unter Benutzung geeigaeter
Resolventenabschatzungen in einer komplexen Umgebung der Punktmenge
R\ [#4,1,] :

Sei w eine C"—Funktion mit w’(x) < 0 und
1 fir —0o ¢ x S 1

wix) = g

0 fir 2L x<»

Pa i(x) := W(ll‘-) Pa(x) 0 =12 und jEN .

Mit diesen modifizierten Koeffizienten sei Z; definiert durch
Zij{u) = Ju’ + (Po + Pyj(x) + Pyji(x)) u .
Die selbstadjungierten Realisierungen seien mit H; bezeichnet (falls am linken
Ende Grenskreisfall vorliegt (GKF), ist dort die gleiche Randbedingung zu wahlen
wie bei H ;: am rechten Rand liegt auch fir Z; stets der Grenzpunktfall (GPF)

vor) . Es gilt H; - H im Sinne der starken Resolventenkonvergens.
J-’W

Sei 6>0 und ¢ > max (|gy , |#2) + 8 . Fir f € Lo(a,b)? mit Trager im
[r,s) C (a,%0) wird gezeigt :

max |(Hj-¢)™ f(x)] < K [ifll, fir ¢€D

rSxss
mit .
D = {A+iT€C | A € (R \ [&1-0, p+8]) 0 (-0,0) , — (s—1)'<7<(s-1)7"}
wobei K = K(r,s,0,8) unabhangig von j ist.
Hieraus folgt die Abschatzung
I<f, (Hi=¢)™ £] s K -
Mit der Stoneschen Formel fiir die Spektralschar folgt hieraus fiir

[A1As] € (R \ [14-6, p2+8]) N (-0,0)

Ay
IB8) - B = lim L {fl Im(f,(H-A-iT)™" ) dA

A

L K-\ I

Mit der starken Resolventenkonvergenz H; » H folgt Ej(A) i E(A) und somit
IE(A2) - E(A) £ < -117 K(Az-Ay) I -

Da 6>0 und o > max(|gy, |@el) + 6 beliebig waren, folgt hieraus die absolute

Stetigkeit (Lipschitzstetigkeit) von |JE(A) f]* in R \ [g,40] fir alle f € La(a,)

mit kompaktem Trager in (a,»). Da der absolut stetige Teilraum abgeschlossen ist,

folgt daraus die absolute Stetigkeit von [[E(A) fl* in [AAg] fir alle f € Ly(a,)* ;

das ist die Behauptung des Satzes.
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Unter der zusatslichen Annahme, daB jede selbstadjungierte Realisierung von
1 in Lg(a,c) (bsw. Lg(a,c)®) mit a<c<oo, in (0,%) (bsw. R \ [#21,422]) nur diskretes
Spektrum hat, sind Satz 1.1 und 1.2 in [27] baw. [30] bewiesen worden. In [29] wird
diese susatsliche Annahme nicht mehr gebraucht. Die Beweisidee dieser Resultate
ist die folgende :
Sei a = b < d < o . Es werden selbstadjungierte Operatoren, Hy in (b,») und
Hyq in (b,d) erklart (man beachte, daB Hy bei b, und Hyg bei b und d regular sind)
mit folgenden Eigenschaften :
Hpg » Hy fir d » o
Hy, »H fir b-a
im Sinne der starken Resolventenkonvergenz. Daraus folgt fiir die Spektralscharen

Epd,Ee bzw. E von Hy,, Hy baw. H :

s
Epa(A) = Ep(A) fiir d » oo
(falls A nicht Sprungstelle von Ey( - ) ist)

s
Ey(A) - BE(A) fir b > a
(falls A nicht Sprungstelle von E( - ) ist ) .

Da Hypq regular ist, besteht sein Spektrum nur aus Eigenwerten. Aus dem

Spektralsatz haben wir

IBba(Ae) = BoaA) fIE =11 > <Pban,t> Pranll’
A<AbanSA,

wobei @yqn die normierten Eigenfunktionen zu den Eigenwerten Apgp sind.

Wir betrachten f mit kompaktem Trager und ein kompaktes Intervall
[}‘,X] € R \ [p,n] im Fall des Dirac—Systems, [A,A] C (0,0) im Fall des

Sturm-Liouville Operators. Es wird versucht die Spektralschar Epq, genauer, den

oben angegebenen Ausdruck fiir [|[Epg(As) — Epa(A,) fI* , absuschatzen.

Es wird bewiesen, daB fiir die normierten Eigenfunktionen @pqm von Hpg gilt

7

1
l(pbd,,(x)l S C(d-c)” 7 fiir x € supp f

mit bSc<d , fiir d hinreichend groB.

Unter Verwendung von Ossillationsmethoden wird die Zahl der Eigenwerte
von Hypg die in (A,A;] liegen abgeschatzt durch
Npa(A,Az) £ C; A=Ayl d + Cp + o(d)
wobei C; von b und d, Cy von d und der Term o(d) von b unabhangig sind.
Dann folgt fiir (Ay,Ag] C [i,X]
IEva(A2) — Exa(Ay) FII°

> <Pran.> Pranll’

A <A panS=Ae

2
Z |<¢hdm.f>l

Ai{ApanSA,

A

{C Aa=Ay| d + Cp + o(d)} C*d-c)™" |Ifll* meas (supp f)
SC(f) A=Ayl + Cy d_l)

fiir hinreichend groBe d, wobei die Konstanten nicht von d abhangen.
Fir d » o folgt hieraus
IEs(A2) — En(A)) £I* < C(f) Ap=Ail
und hieraus fir b » a*
IE) £ = IB(A) £ = IE(A2) - E(A) AP S C(F) Ao=Ad
d.h. |[E(A) f||* ist absolut stetig in [A,X] fir alle f mit kompaktem Trager. Da der
absolut stetige Teilraum abgeschlossen ist, folgt die absolute Stetigkeit von

IE(A) fI* in R \ [gy,1,] bsw. (0,w) fir alle f. Das ist was die Satse 1.1, 1.2




behaupten.

Jetzt mochten wir folgenden Satz beweisen :

Satz 1.3 |
Sei (lu)(x) = —u"(x) + q(x) u(x) fiir x € (a,), wobei q(x) in (a,») zwei mal
differenzierbar ist und gq(») := lim q(t) existiert, (a = -» und gq(w) = -

{200

zugelassen) . Fiir ein ¢ € (a,) gelte :

ot
& fvm‘”

Cc

b) jf |Q[t,,)\)| dt < w fiir A € (q(®), »)
C

Gl d o 2 E
(A-q)* (A-q)?

Dann hat jede selbstadjungierte Realisierung H von | in Ly(a,) rein absolut
stetiges Spektrum in (q(ee),%) .
Unter der zusatslichen Annahme, daB der linke Punkt a regular ist, ist dieser

Satz in [25] bewiesen worden. Diese Bedingung ist jedoch nicht notlig.

Zuerst beweisen wir folgenden
Hilfssatz 1.4

Sei | wie im Satz 18. Fiir jedes Kompaktum G C (a,») und jedes Intervall
[A,X2] € (q(e),) , gibt es ein C>0 und Ty>0 so, daB fir jede Losung u von
(I-A) u = 0 mit A € [A,A,] gilt :

9
T, 1
) co( f—t )t weo
2 - —
( J/‘ lu(t)f* dt )% T, (Ro—qt))?

Ty
a<Ty<Ty<oo, T, groB genug, Ty > To .

Sei G C (a,») und A € [AA,] . Sei g>a so, daB G C (g,0) .
Da (I-A) u(x) = 0 fiir x € (a,0) gilt, gilt auch (I-A) u(x) = 0 fir x € [g,) .
Hieraus folgt
—v" + q(t) v(t) = Av(t) fir t € [0,0)
wobel
¥(t) :
a(t) :

u(t+g)

q(t+g) .

Es gilt auch

T
J _— = ©

——

Vq(t)
und
Bt <o

wobei d(h) = Qt+g) .
Aus [25] (Satz 2 und Formeln (19), (20), (21), (22), (28), (82)) folgt

2]
L < M, (8M,)7 ([ —=—~ )"? Fir & € [0,»)
2 ~ o
by
(mit t;, t, groB genug) , deshalb
b
BTICEE) PR VIPYVAY iy (R
2 Ao [z
( f WHsrg) ds )% t, (A2-q(s+g))
by
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ta+g

u(x)| dt .
e < M; 8M, ( e ) z fiir x € [g,»)

S ——
' d g (Ramq(t)?
(7o

ty+g folgt die Behauptung.
to+g

I

Q.E.D.

Beweis des Satzes 1.3

Fiir jedes b € (a,) sei der Operator Hy erklart durch

D(Hp) = { v € Ly(a,) | v,v’ absolut stetig in [b,)
-v" 4+ q v € Ly(b,e)
[v,w]y = 0 falls GKF bei a
v(b*) = 0 falls GPF bei a }

-v'(x] + q(x) v(x) x € (bo)
Hy =
0 x € (a,b)

wobei w die Losung von lw = 0 ist, mit der die Randbedingung von H bei a
gestellt ist.

H, ist selbstadjungiert und es gilt Hy, » H fir b » a im Sinne der starken
Resolventenkonvergenz. (Es gibt ein core von H so, daB fir jedes f aus diesem
core gilt f € D(H) fir b hinreiched nahe bei a und Hyf = Hf . (Siehe [29] und
[26] Satz 9.16 (i) )) .

Da H in (g(),») keine Eigenwerte hat (siehe [25] Satz 2) folgt

EyA) o EQ) fir A € (q(s))
b-a”*

wobei E, die Spektralschar von Hy, (E die Spektralschar von H) ist. (Siehe [27]

Satz 1,2")

11

Fiir b,d mit a < b < d < = sei der Operator Hp4q erklart durch
D(Hpga) = { v € Lg(a,») | v,v’ absolut stetig in [b,d]

—v" + q v € Ly(b,d)

[v,w]e = 0 falls GKF bei a

v(b) = 0 falls GPF bei a

v(d) =0}

-v"(x) + q(x) v(x) bisSx S d
Hyq =
0 sonst

(man beachte, daB bei « stets der GPF vorliegt, vgl. [25] ) .
Dann gilt Hyg » Hyp fiir b > o im Sinne der starken Resolventenkonvergenz

und

Evi(A) > Eo(A) fir A € (q(so)o)

wobei Epq die Spektralschar von Hypq ist.

Wir zeigen die absolute Stetigkeit des Spektrums von H in (q{),%). Dazu sei
f € Ly(a,») mit kompaktem Trager G C (a,») . Da die Operatoren Hypg regular
sind, ist das Spektrum o{Hpq) diskret. Aus dem Spektralsatz wissen wir, daB fir
(A"A'] € [AgR5] € (g(),0)

Vbdm

<Bpa(A) - BoalW) £, B> = s

A'<{ApgnSA"
gilt, wobei vyan die Eigenfunktionen von Hyq sind, die zu den Eigenwerten Apdm

gehoren .

Zusammen mit Hilfssatz 1.4 folgt fiir (A", A"] € [A;,A;] C (g(e0),%)

w fVbdm ? w () Vhdm(t‘) dt
)\,<Aﬁmél" ’ ‘ Toeall I A’a':_d;gx" I ‘([ t
(1.1)
d
< f(t) dt )2 C? N U L S
( { yo { (A"—q(nn%) N EA"

e S SRR SR ST TR
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falls d hinreichend groB.

Jetst mochten wir Z 1 abschatzen. Fir jedes Apqm gilt

A'<ApanSA"
~Vpdm + Q%) Veam(x) = Apan ¥(x), bsx=sd
und deshalb auch
—ug(t) + q(t) un(t) = Apan ualt), 0st=sd-b,
wobel .
un(t) := vpan(t+b)
q(t) = q(t+b) .

Aus [25] wissen wir, daB in diesem Fall

d-b
¥ lanei= e
N<ApanSN" t, (A"—q(t))?
gilt, M unabhangig von d (aber im allgemeinen nicht von b) . Deshalb folgt
d
¥ 1§M+)\';N f L T
N<ApanSA" t,+b (A"—q(1))?
Wir konnen t, so groR wahlen, daB t,+b = T; gilt. Setzen wir diese

Ungleichung in (1.1) ein, dann erhalten wir

<Epa(A") — Epg(X) £, £>

Fiir d » oo folgt hieraus, da
d

(=}

T, (A\'—q(t))7

gilt und die Konstanten nicht von d abhangen :

IEs(A") - By(A") fII? S 'A_;L' ( { f(t) dt )’c?

und hieraus fiir b » a*

13

IIE(A") = E(X’) ]l £ C(f) A"-A|
d.h. IE(A))I® ist absolut stetig in [Ay,Ag] fiir alle f mit kompaktem Trager. Da der
absolut stetige Teilraum abgeschlossen ist, folgt daraus die absolute Stetigkeit
von |IB(A) I in [Ay,A,] fiir alle f € Ly(a,») .
QED.

__ |
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2. Einige Vermutungen

Die Tatsache, daB die absolute Stetigkeit des Spektrums in den Satsen 11,
1.2, 13 nicht durch das Verhalten des Differentialausdrucks am linken Rand

gestort werden kann, legt die folgende Vermutung nahe (siehe [29]) :

(V1) Seil ein formal selbstadjungierter Differentialausdruck auf (a,b) und A eine
selbstadjungierte Realisierung. Fiir ¢ € (a,b) sei Ay, eine selbstadjungierte

Realisierung von | in (c,b). Hat Ay in [)\,X] absolut stetiges Spektrum , so

gilt dies auch fir A . (Eine entsprechende Aussage ware fiir den Randpunkt
a statt b zu erwarten.)

Wenn es fir alle A € [)\,X] keine Lj,(a,b)-Losung von (I-A) u = 0 gibt, dann

liegt in [A,X] kein Eigenwert vor und das Spektrum ist stetig. In allen uns

bekannten explizit losbaren Problemen liegt dann stets absolut stetiges Spektrum

vor (siehe [20]) . Dies kdnnte die folgende Vermutung nahelegen :

(V2) Sei |l ein formal selbstadjungierter Differentialausdruck auf (a,b). Existiert
fir kein A € [A,X] eine Lj(a,b)-Losung von (I-A) u = 0, so ist das
Spektrum jeder selbstadjungierten Realisierung von | in (a,b) absolut stetig

in [A,X] i

Die erste Vermutung wird in Par. 4 widerlegt, sogar in der abgeschwachten

Form :

15

(V1’) Hat jede selbstadjungierte Realisierung Ay von | in (c,b) absolut stetiges

Spektrum in [A,A], so gilt dies auch fir A.

DaB dies auch die zweite Vermutung widerlegt, kann man folgendermafBen
sehen : Nehmen wir an, daB alle selbstadjungierten Realisierungen Ay, in [E,X]
absolut stetiges Spektrum haben, wahrend A auch einen singular stetigen Teil
besitzt.

Fiir kein A € [bi] existiert eine Lj(c,b) Losung von (I-A) u = 0, sonst hatte
eine geeignete selbstadjungierte Realisierung A, den Eigenwert A. Deshalb
existiert keine Ly(a,b) Losung von (I-A) u = 0.

Da A in [E,X] singular stetiges Spektrum hat und fir A € [A,X] keine Losung
von (I-A) u = 0 in Ly(a,b) liegt, ist damit die sweite Vermutung widerlegt.

Eine modifizierte Form der ersten Vermutung, bei der iiber zwei
selbstadjungierte Realisierungen in (c,b) starkere Annahmen gemacht werden, wird
fir Sturm—Liouville Operatoren und Dirac-System in Par. 5 und Par. 7 bewiesen.

Das absolut stetige Spektrum eines selbstadjungierten Operators T ist
definiert durch
0se(T) := 0(Tsc)
wobei T,. die Einschrankung von T auf den absolut stetigen Teilraum H,.(T) ist.

(Siehe [16] S. 519 und [26] S. 196). Die Aussage "[)\,X] C 04(T)" ist offensichtlich

schwacher als die Aussage "T hat in [A,X] absolut stetiges Spektrum". Deshalb ist

die folgende Vermutung eine Abschwachung von (V1) :

(V8) Hat Ay in [AX] absolut stetiges Spektrum (fiir eine selbstadjungierte

Realisierung A, in (c,b)), so gilt ,.(A) > [AA]. Diese Vermutung ist

leicht zu beweisen :
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Sei M := A, ® A ; M ist selbstadjungiert in Lj(a,c) ® Ly(c,b) = Lg(a,b),
da A, undA, selbstadjungiert sind. Da auch A selbstadjungiert ist, haben
wir R(i+A) = R(i+M) = Lyab). Wir wollen beweisen, daB
R[(i+A)" - (i+M)™] endlichdimensional ist. Sei 1 := i+l und r € Le(a,b)
beliebig.
TI+A) ' - (+M)7'] = TG+A)"r - TGE+M)'r .

Da (i+A)'r € D(A) und (i+M)™'r € D(M) gilt, kann der obige Ausdruck
auch in der Form

(i+A) ((+A)'r - (+M)E+M) ' r =1 -1 =0

geschrieben werden, d.h. die Elemente y von R[(i+A)" - (i+M)™'] sind.

Losungen der homogenen Gleichung Ty = 0. Also ist die Dimension dieses
Teilraums hochstens gleich der Ordnung von T, (siehe [19] ).

Aus [21] Satz XI1.9 (Kuroda—Birman) folgt, daB 0,(M) = 04(A), da
die Wellenoperatoren eine unitare Aquivalenz  zwischen den
Einschrankungen von M und A auf die entsprechenden absolutstetigen
Teilraume darstellen.

Sei H,c C Lg(a,b) der absolutstetige Teilraum besziiglich M und
Hie C Lg(a,c), HY. c Ly(c,b) die absolutstetigen Teilraume beziiglich A,
und Ay Aus der Definition von M, wissen wir, daB E(A) = E,(A) @ Ey(A)
gilt, wobei E, E, und E, die Spekiralscharen von M, A, und A sind.
Hieraus folgt
Hqe = Hi; © Hy,
M

He T O

aQAb

ac

b
Hae

und deshalb
Ouc(A) = 0,(M) = o(M

H") = U(A:

® Ay
(3

Hi i)

= o(A,

wa ) U alAs] b ) = 0ulA) U ou(AL) ‘
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Da in den Satzen 1.1, 1.2, 1.3 die starkere Eigenschaft der Lipschitzstetigkeit
statt der absoluten Stetigkeit vorliegt, und da dies die absolute Stetigkeit der
Spektralfunktion (siehe Par. 3) implisiert, wie der nachste Hilfssatz szeigi, konnte

vielleicht folgende Modifikation der ersten Vermutung gelten :

(V4) Seil ein formal selbstadjungierter Differentialausdruck auf (a,b) und A eine

selbstadjungierte Realisierung. Fiir ein ¢ € (a,b) sei A, selbstadjungierte

Realisierung von 1 in (cb). Ist die Spektralfunktion von Ay in [}\,X]

Lipschitzstetig, so hat A in [)\,X] absolut stetiges Spektirum .

Hilfssatz 2.1
IE(A) fl* Lipschitzstetig fiir alle f mit kompaktem Trager => die
Spektralfunktion (siehe Par. 3) p(A) ist auch Lipschitzstetig.

_Beweis

Wir wissen, daB (siehe Par. 3)

A d
IEQ) - BQ) fIF = [ | [ ulxm) f00) dx |* dp(a)
Ao c
gilt, falls der Trager von f in (c,d) enthalten ist.
Wahlen wir
u(x,Ao) fiir x € [c,d],
f(x) := g
0 sonst ,
so folgt
A d
IEQ) - B) £ = [ | [ uGm) ulxho) dx |* dp(s)
Ao c
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A d d
= f [ f IU(X,K0]|2 dx + f (m) u(x,Ao) dx ]2 dp(p)
Ao c c

- fl C + o(—Ao) |2 dp(u)

0
= C* (p(A) = £(Xo)) + o(A-Xo) (A(A) - p(Ao)) -

Aus der Lipschitzstetigkeit von ||E(A) f||* haben wir

e [ —

A — W
c’+o(>\-;\‘,)l o

also ist p Lipschitsstetig.
QED.

Es 1st tbrigens einfach zu sehen, daB fir Multiplikationsoperatoren (i.e.
Differentialoperatoren der Ordnung 0) die erste Vermutung nicht stimmt, wie

folgendes Beispiel zeigt :

aSx<0

0Sx< o

Seien T und T, erklart durch
D(T) = {f € Lyam) | uf € Ly(am)}
(TE(x) = u(x) £(x)
D(Ta) = {f € Lyloso) | id( - ) () € L0}
(Twf)(x) = xf(x) .

T und T, sind selbstadjungiert. Sei [A,A;] € (0,%) so, daB k € (A,Az).
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Es gilt [ALAq] € 0(Ts). Der Wertebereich von E.(\) (die Spektralschar von Ta)

ist die Menge der u so, daB u(x) = 0 fiir x > A gilt. Deshalb
B ulf = [ [uw]? ax= [ o)
) S

id7'(s
und das Spektrum von T, ist rein absolut stetig. Das Spektrum von T enthalt

2 dx

jedoch k als Eigenwert.
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3. Spektraltheorie fur Sturm-Liouville-Operatoren

Sei | der folgende Sturm-Liouvillesche Differentialausdruck
(3.1) lu = —u" + q(x) u a<xSb

Die Funktion g ist reellwertig und in (a,b) lokal integrierbar.

Wir sagen:

— bei b liegt der Grenzkreisfall (GKF) vor, falls fir jedes A € C jede Losung von
(I-A) u = 0 in Ly(c,b) enthalten ist, (mit ¢ € (a,b)).

— bei b liegt der Grenzpunktfall (GPF) vor, falls fir jedes A € C mindestens eine
Losung von (I-A) u = 0 nicht in Ly(c,b) enthalten ist. (¢ € (a,b)) .

Der Weylsche Alternativsatz besagt, daB die beiden Falle eine echte
Alternative darstellen. Siehe [26]. Die entsprechende Fallunterscheidung ist am
Endpunkt a moglich.

Der Endpunkt a (bzw. b) heiBt regular, wenn a (bzw. b} endlich ist und q_in
[a,b), (bzw. (a,b]) lokal integrierbar ist. Andernfalls nennen wir den Endpunkt a,
(bzw. b) singular. Wenn beide Endpunkte regular sind, heift der Ausdruck I(u)
regular. An einem regularen Endpunkt liegt stets der Grenzkreisfall vor.

Sei L der Differentialoperator, der durch (3.1) und getrennte selbstadjungierte
Randbedingungen definiert ist. Wir wissen (siehe [26] S. 241), daB fir z € C \ R
die Resolvente die Form :

R,(L) g(x) = (3-L)™" g(x) =
X b

Wiaau)™ {0 [ ) gy) dy + wd [ wly) 60y) d)
3 X

hat, wobei W( -, - ) die Wronskideterminante ist und u,, uy bis auf einen Faktor

eindeutig bestimmte Losungen von lu = zu sind, mit
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bei a quadratisch integrierbar
falls GPF bei a

u
' bei a die Randbedingung von L erfiillt ,
falls GKF bei a
bei a quadratisch integrierbar ,
falls GPF bei a
Up

bei b die Randbedingung von L erfillt ,
falls GKF bei b

u, und up konnen in € \ R holomorph gewahlt werden.
Sei {uy(x,z),u5(x,2)} fiir jedes z € C ein Fundamentalsystem von Losungen der
Gleichung
lu = zu
das holomorph von z abhangt.
Sei G, := {z € €\ R | uy ,2) linear abhangig zu u,( -,3)}
Da uy, u, holomorphe Funktionen von z sind, gilt entweder G, = @ oder
G, =(C\ R)\ A, wobei A eine abzahlbare Menge ist.
Falls G, # @ gilt, existiert eine Funktion
my, : G, » C

m, holomorph in G, so, daB

(3.2) ug(x,2) = my(z) u(x,2) + ua(x,2z)

gilt. Entsprechend konnen wir schreiben, falls Gy # §
(3.3) up(x,2) = my(z) uy(x,2) + uy(x,z)

wobei

mb:Gh—’C

my holomorph in
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Nehmen wir an, daB p € (a,b) und daB u,u, folgende Anfangsbedingungen bei
Gy = {z € €\ R | yy( -3) linear unabhangig zu uy( -,2)}
p erfiillen :
Fir 2 € G, n Gy gelten beide Gleichungen (3.2) und (3.3). Die Falle G, = §§
und Gy = @ konnen durch geeignete Wahl des Fundamentalsystems ausgeschlossen oyl = i tislpis) = 08 @
werden. (5) VizeCQ
Dann konnen wir schreiben : T — wlfis]) == win, e
(34)  Ry(L)g(x) = [W(my(z) w(x,3) + us(x,2), my(z) uy(x,z) + uy(x,3))]™" .
" ! dann haben wir folgenden
i
*{(me(2) uilx,3) + uy(x,5)) f (ma(3) wiy,s) + ualy,5)) gly) dy | _Hilfssats 3.1
ba. Firz€ € ={z€ C|Imz>0}gil:
+ (m(a) wlxa) + wlxa) [ (myla) wlya) + uly.2) ely) dy) | Im my(z) < 0
= Im m,(z) > 0
Dieser Integraloperator hat den Kern
(siehe [17] S. 134) .
2
Z mix(z) ui(x,2) up(y,z) fir y<x
ik=1
(384) R(xyz) = % Beweis
Z‘mi_.k(z) uj(x,2) ux(y,z)  Fir x<y Mit der Greenschen Formel (siehe [15]) folgt
ik=t b
wobei | (z—2) f up(x,2) up(x,z) dx
N m,y(z) my(z)  my(z) ‘ p
my;(z) mia(z) W(u,,up)(z) W(u,,up)(z) b _ _
= = Jf {lup(x,3) up(x,3) — up(x,2) lup(x,3)} dx
m3i(z) mze(z) My 1
Wlu,,up)(z) W(u,,up)(z) p "
= W(u(xa), w(xa)) |*
m,(z) my(s) m,(z) Unter Benutzung von (3.5) erhalten wir nach einer kleinen Rechnung
my(z) mp(a) W, u)(z) W(u,,u)(z) _ -
- Win(xa), wlxa) | = mafa) - m()
may(z) myy(z) my(z) ! P E
Wlusw)z] Wlusw)e Nehmen wir zunachst an, daB b<e ein regularer Punkt ist. Da uy(x.z), up(x,3)
die Randbedingung bei b erfiillen, haben wir, daB
Wlu,w) = [my — mp] W(uy,u,) . - .
Y 2 b 1, U2 W(up(x,2), up(x,3)) Ib =0 gilt.

: : - Hieraus folgt
Die Matrizen (mﬁ) werden wir die charakteristischen Matrizen beziiglich des ¢

Fundamentalsystems u;,u; nennen.
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0 — [my(z) — my(z)]

b
(z-2) f up(x,2) up(x,s) dx
P

my(z) - my(s) .
Da unser Differentialausdruck 1 und die getrennten Randbedingungen reell sind,
haben wir
m(z) = m und  up(x,z) = up(x,2) .
Hieraus folgt, daB
} lup(x,2)* dx = my(a)-my(a)
> z—3

__ Im my(s)
- Im 2

gilt, also
Im my(z) < 0 fir Imz > 0 .

Jetst nehmen wir an, daB b kein regularer Punkt ist. Sei ¢ € (p,b) und sei m,
so, daB mc(z) u;+u, eine selbstadjungieljl.e Randbedingung bei c¢ erfilllt. Mit
derselben Uberlegung wie oben, erhalten wir, daB Im m.(z) < 0 fiir 3 € €* gilt. . Wir
wissen (siehe [3], [17]), daB m.(z) einen Kreis umlauft, wenn wir die
Randbedingungen bei ¢ variieren. Dieser Kreis ist in € ;= {3 € € | Im z < 0}
enthalten und my(z) liegt im Innefen dieses Kreises (siehe [3], [17]). Hieraus folgt,
daB Im my(z) < 0 gilt, falls z € C*.

Um die Behauptung fiir m, zu beweisen, machen wir genau dasselbe wie 6ben,

jetzt mit dem Intervall (a,0) und erhalten

0
f lua(x,2)l* dx = I—mm’?;j@
a

Hieraus folgt Im m,(z) > 0 fir z € C* .
Q.ED.
Sei p : R » €**2 eine 2x2 matrixwertige Funktion mit :
a) Fiir A S u ist die Differenz p(u) — p(A) eine positiv semidefinite Matrix, i.e.
p ist nichtfallend .
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b) Alle Funktionen p;j(A), i,j = 1,2 sind rechtsseitig stetig.
Mit Hilfe von p konnen wir einen Hilbertraum von (Aquivalenzklassen von)

C%-wertigen Funktionen definieren.

Fir beschrankte, stiickweise stetige Vektorfunktionen f : R = €% , mit
kompaktem Trager, erklaren wir das Skalarprodukt
92 00
) = 3 f 1) @) dpld)
k=1 oo
und identifizieren alle Funktionen, die sich nur um ein h mit (hh) = 0

unterscheiden. Die Vervollstandigung dieses Raumes ist ein Hilbertrq.um, der mit
Ly(R,dp) bezeichnet wird.

Die Funktion p(A) des nachsten Satzes charakterisiert das Spekmun des
Differentialoperators L vollstandig. Die Menge der A mit p(A+&) — p(A-¢€) £ 0
V & > 0, bildet das Spektrum von L. Die Unstetigkeitsstellen von p(A) sind die

Eigenwerte.

Satz 3.2 (Weyl-Titchmarsh—-Stone—Kodaira)

Sei L der oben erwahnte selbstadjungierte Differentialoperator. Seien uy,u,
und {mﬁ) wie in Formel (3.4) . Dann gibt es eine rechtsstetig nichtfallende 2x2
Matrixfunktion

P(A) = (pij(A))ij=1.2 —0 ¢ A < o
so, daB
ULU™ = M,
gilt, wobei M, der Multiplikationsoperator mit der Funktion id in Ly(R,dp) ist, U
ﬁnit'a'r

U : Lg(a,b) » Ly(R, dp)
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. X 2 b 2
8 S |Boya)| ay <o, [ |Reya)| dy <o
lim, w10 dx a A
Bb « (Siehe [19], [14], [17] ) .
whm=| "
Lim.
ik f ug(x,A) f(x) dx o
f - Allgemein gilt fir jede Borelmenge A
2
. (36) E@) L= [ 3 F) G dpald)
K . A jk=1
U = Lim [ 3 uxd) eld) dpuld) , b
Now —-N ]k=1 wobei
Fy(A) Gy(A)
Uf = Ug =
p(A) heiBt Spektralfunktion und ist gegeben durch die Formel von Titchmarsh Fa(A Ga(A)
A+S und U wie im Satz 3.2 erklart ist. '
i . - .
Pxi(A) = Kyj - 5 lim lim f [mii(s+ie) - my;(s—ie)] ds Sei my(A) := ||E(A)|®. Wenn wir in (3.6) g=f wahlen, folgt sofort, daR my

2mi 640 &0 )

) . absolut stetig beziiglich ist, fir alle f. (Fir die Definition d —Stieltj
Ki; € R Konstanten. Da der Differentialausdruck 1 reell ist, haben wir J g p r alle f. (Fiir die Definition des Radon-Stieltjes

A+d Integrals siehe [23]) : )" 1 ) ‘
pri(A) = Ky + = (IST(l) LT(I) ~Im mj; (s+ie) ds . Wir konnen in (3.6) f und g so wahlen; daB — O A
6 " e YRl 2 BNk
(Wir konnen py; normieren, indem wir p(0) = 0 setzen und deshalb auch Ky; = 0). <E(8) f, g> = JAr dpix(A) = pi(8)
Fiir die Spektralschar E(X) von L und die Resolvente R,L := (3-L)" gilt gilt. Hieraus folgt, daB p absolut stetig beziiglich mq ist.
b
(BAW)x) = [ Exy.4) uly) dy 1
a Aus diesen Uberlegungen folgt sofort folgender
b
Hilfssatz 3.3
(RLu)x) = [ Rixys) u(y) dy) Milfoseia 5.5
a Das MaB my¢ ist absolut stetig beziiglich dem Lebesguesche MaB fiir alle
wobei f € Ly(a,b) <=> pix ist absolut stetig beziiglich dem Lebesgueschen MaB fiir alle
2
ik
Boyd) = [ 3 uiA) wlyA) dea(d)
A jk=1 Spater werden wir unter Benutzung der Formel von Titchmarsh (siehe
i Satz 8.2) die absolute Stetigkeit von p untersuchen. Aus obigem Hilfsatz wird
N 2 ,
o < uj(x,A) u(y,A) _ dann die absolute Stetigkeit fiir m; folgen .
R(x,y,s) = lhl_“_ fN -i"l et dpje(A) . f
=% ], =

Fir alle x € (a,b) gilt i Wenn das Problem regular am linken Randpunkt a > —o ist (d.h. q in [a,b)
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lokal integrierbar), konnen wir uy(x,3) = u(x,2) ersetzen. Die Resolvente sieht dann u(a,3) = sin a ug(a,z) = cos a
S0 aus (3 g)
(Re(L)g)(x) = W(uy(x,3), mp(z) uy(x,3) + uy(x,3))™ uj(a,z) = — cos a uy(a,3) = sin a

X
{ms(a) wlxs) + walxs) [ ulys) ely) dy
‘ a gilt. Die Funktion wu; erfillt offensichtlich die Randbedingung bei a und

b
+uxa) [ (m) ulr) + ulya) ely) dy) Wluug)z) = 1 fir alle z € €.
X In diesem Fall hat die Resolvente Ry(L), 2 € C \ R den Kern (man beachte,

Di . . .
ie charakteristischen Matrizen sehen so aus : daf Winguy) =1 ¢l

my
( mp mp ) i ( W) ) [m(z) w(x2) + wlxa)] ulys) ¥y Sx
mii mis t 5 WP S Y ) i) el ) - 3 S

W(uy,u,)

wobei m(z) so gewahlt ist, daB
(3.9 m(z) ui(x,2) + ua(x,2)

mp 1
my  my, w(“i,uzj wtui,‘lnj
= — bei b quadratisch integrierbar falls GPF bei b vorliegt
Mgy Mgy 0 0
— die selbstadjungierte Randbedingung von L erfillt, falls GKF bei b vorliegt.

und die Spektrsifunktion Andererseits gilt (siehe Satz 3.2)

oo
u(x,A) u(y,A
| Rixy) = [ AEN GO 40
g A+é | —0o
3.7 A) = py(A) = = lim i ~ 0 et i =
(8.7) p(A) = pu(A) =~ JTEIJ e'l% f m m(u'ﬂe) du + Ky (p(A) = pp(A)).
Deshalb haben wir, falls uy(a,s) # 0, ie. falls a # nm
*© 2
pix(A) = Ky Konstanten fiir (ik) # (1,1). In diesem Fall ist das Spektrum einfach, [m(z) u(a,z) + uy(a,2)] uya,z) = [Lz(;a_%l]— dp(A)
d.h. fiir die Spektraldarstellung von A wird nur eine Komponente benotigt. ::o
. 2
Sei weiterhin | regular bei a. Wenn die selbstadjungierte Randbedingung bei a [m(2) sin a + cos a] sin a = f sxzn—)\a dp(A) .
durch : -
Hieraus folgt
[+ ]
(8.8) u(a,3) cos a + u'(a,z) sin a = 0 m(s) = - cot a + 'd‘zg_g}TM’
—00

. und deshalb fiir z = u+ie , £ £ 0
gegeben ist, konnen wir v, und u, so wahlen, daB
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Wenn u(a,z) = 0 gilt, haben wir u’(a,s) = + 1 und konnen schreiben

[m(z) ia) + wiea)] wias) = [ LENL g0

—00

Analog wie oben folgt auch in diesem Fall Formel (3.10).

Satz 3.4

Sei | regular bei a. Bei b liege der GPF vor. Sei die selbstadjungierte
Randbedingung bei a und u;, up, m(z) genau wie in (3.8), (8.9) und (8.9). Wenn wir
statt u, eine andere zu u; linear unabhangige Funktion '1\1’2( -z) wahlen, die
holomorph von z abhangt, erhalten wir unter Benutsung der Formel von

Weyl-Titchmarsh—Kodaira, die gleiche Spektralfunktion.

Beweis

Sei Ug(x,2) = Cy(z) uy(x,2) + Ca(z) us(x,2) so, daB W(uy,us)(z) # 0 gilt. Cy(z) und
Ca(z) hangen holomorph von z ab, da Uo( -,2), uy( -,2) und uy( -z) holomorph von z
abhangen.

Sei my(z) so, daB

mp(z) us(x,8) + ua(x,5) € Ly(c,b) gilt .

c € (a,b) .

Dann folgt
(my(z) + Ci(2)) wi(x,z) + Calz) us(x,z) € Lyfc,b)

und

( mb(é]:fl(ﬂ ) u(x,2) + up(x,2) € Ly(e,b) . (Calz) # g

Hieraus folgt

also
Auch haben wir, daB

gilt.

Hieraus folgt
mp(z) Cy(z) mp(z)+C(z)
AL =

W(uy,uz) W[Ux,r\\;z] Calz)W(uy,u,)

C, m(z) m(z)
= = = m(z) .
Cp W(uy,u,) W(uy,uz)
Cy(z)
Da ——— holomorph und reell fiir z € R ist, aus (8.7) folgt die Behauptung.

W(uy,uz)(z)

QED.
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4. Widerlegung der Vermutungen (V1) und (V1)

Jetzt werden wir zeigen, daB die absolute Stetigkeit aller selbstadjungiesten
Realisien;ngen Ay, nicht reicht, um die absolute Stetigkeit von A zu erhalten (vgl.
Vermutung (V1) in Par. 2).

Seien p; : R » R i= 19
nicht abnehmende Funktionen, die folgende Bedingungen erfiillen :

a) pi(A) ist absolut stetig in einem Intervall I’ € R

dp,
ol >N’
ax AE]._N >0

p, singular stetig in I’ |
b) Die Funktion po := p;+p, erfille die Bedingungen des Satzes von
Gelfand—Levitan (siehe [19]) : '

A) Fiir beliebiges reelles x existiert das Integral
0
[ "™ dapgn)
—00

B) Setzt man

2 —
poA) — TV a0
T(A) =

po(A) fiar A < 0

so existiert das Integral

.--\.\ 8
o
o
w
<
>
»

fur alle x aus dem Intervall 0 £ x < o und die Funktion

aff = J[‘ cos ;\/)\ X
1

hat in 0 < x £ o stetige Ableitungen bis sur vierten Ordnung einschlieBlich.

d7(A)

Wir konnen zum Beispiel p; (i = 1,2) wie folgt wahlen :
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P = [0,1]
0 fir A € (~0,0]
ailA] = 2x ot A€o
2 VX fiir k€ (1)
w
0 A € (—,0]
pa(A) = F(A) A € (0,1]
1 A € (1,)

wobei_F‘()\) eine singularstetige nichtabnehmende Funktion ist mit
B0} =08 E(d)i="1
Siehe z.B. [22] S. 48.

Da p, offensichtlich die Bedingungen des Satzes von Gelfand-Levitan erfiillt
(man beachte, daB 7 nur in [0,1] wachst), gibt es einen Differentialoperator Lo mit
Cpektralfunktion po, der durch einen Differentialausdruck

(lou)(x) = —u"(x) + qo(x) u(x) 0= x < e
mit stetigen reellwertigen Koeffizienten qo und Randbedingungen der Form
u(0) cos a@ + v'(0) sin a = 0
definiert ist.
Jetzt wahlen wir {u,(x,z), us(x,z)} so, daB
—up(x) + qolx) ug(x) = 2z uy(x) k=12, 0sx<o

gilt und

uy(0,2) cos a + ui(0,3) sin @ = 0

uy(p,z) cos 8 + uj(p,z) sin 8 = 0

wobei 0 < p < © und 8 € R.
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_Bemerkung

Alle folgenden Uberlegungen gelten auch, wenn wir p < 0 wahlen. In diesem

Fall ist das Potential beliebig in [p,0) und gleich qg in [0,0).

Die Funktionen uy(x,z) und uy(x,z) hangen fir festes x holomorph von z ab,
deshalb ist auch die Wronskideterminante W(uy,u,)(z) eine holomorphe Funktion
von z. Diese Funktion W(u,,u;)(z) kann nicht identisch Null sein, sonst ware jedes
z ein Eigenwert des Problems mit obigen Randbedingungen in [0,p], aber dies ist
unmoglich, weil das Problem in [0,p] regular ist. (Siehe [26], Satz 8.29 (c)). Hieraus
folgt, daB wuy(x,2) und uy(x,z) linear unabhangig sind, abgesehen von isolierten

Punkten z.

Sei Ig € I’ ein Intervall, das keinen dieser Punkte enthalt, I kompakt.

I) Die charakteristische Matrix des Operators Lo beziiglich uy(x,z), us(x,2) ist
my

- . 0
+ + - 1 -
Mgy Mgy 0
W(u,,uzj

Aus (3.10) folgt, fir z = u+ie € C\ R

oo

_Imm(z):fa_:}‘_‘;w

m
W(Eﬁ;)— (Z) =t H(Z) S
H(z) ist holomorph in € (vgl. Satz 3.4). Da der Differentialausdruck reell ist,

dpo(A)

wobei m(z) =

haben wir Im H(z) = 0 fir 2 € R. Deshalb konnen wir fir jedes M > 0 ein
k" > 0 wahlen so, daB

Im H{u+ie)] < M fiir & < k" .
Dies gilt gleichmaBig fiir u € Iy (I ist kompakt) .

Genau wie in Behauptung b des Satzes 5.3 folgt

[41] = Im m (u+1
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0o

f €
()\—u)"'ﬂz2

—00

k’ klein genug.

firu € lp,0<ce <k,

Da p. nichtfallend ist, gilt

T e

~Im —T——T(W 5 z) - Im H(z) = :]m houyee?

0o
£ fruels DEeik.
dpy(A) > 2N fir u o,
;f (A—u)?+&’ '

dpo(X)

Deshalb haben wir, fiir u € I, 0 < e <k, k hinreichend klein

g) >N >0.

durch den oben gefundenen

11) Sei Lpg der Differentialoperator, ~der

Differentialausdruck
Uo“)(x]
und durch die Randbedingung
u(p,z) cos 8 + «(p,z) sin 8 =0

= —u"(x) + qo(x) ux), 0<p=x<™

definiert ist. Die Funktion u, erfiillt diese Randbedingung bel p.

Die charakteristische Matrix des Operators Lpa beziiglich u(x,2),

ug(x,3) ist :

-~
( mj; my2 )
2 m32

Moy

1

1
( ¢ - Wi Uy,Uz i )
g B Wi Uy,U2 imb

. B . i
Hieraus folgt nach der Formel von Weyl—Tlchmarsh Kodaira m
Mpp := Mpp , dap flr ¥ < A
u+é .
ppal7) = L jim lim — Im mpg(u+ig) du
p

posli) - T 8% e g



s -
it . . .
gllt, wobei [y+4, L+4] C I, Ppe st die Spektralfunktion von L

Jetzt wollen wir beweisen, daB Pre In Ip absolut

hatten wir, daB L,

stetig ist. Damit

pé In Iy absolut stetiges Spektrum hat, wihrend dies fir
Lo nicht gilt.

Sei mq := b - Wenn wir die ch isti
Wﬁu,,uz le charakteristischen Matrizen von [
0

und L, vergleichen, sehen wir daB

- _ [Wluup))?
fan (u[;l\:a)] = = K(z) [mo(s)]"

it . _ -
gilt, (wobei K(z) := [W(u,,uz)(z]] 3. (Bs ist klar, dap K(z) und my von @
abhangen) . Auch wissen wir aus (4.1), daB
- Immg2Nsg
gilt.
Sei ~mg(z) = u(z) + i v(z)
(wobei u(z) := - Re me , v(z) := -Im my)
Dann gilt
|

_ i
mole) e

und

T 1 = ¥(z) el
mo(z u¥(z)+v¥(z) - V(z) -
Da v(z) 2 N >0 gilt, haben wir

1 1
" SN

Andererseits gilt

1
I 1
N2y = 1"'* & < N
(Re Pallmi—l 2 o 1 a°
mo(z) ( Tmolz) ) (Re m)z |
N =< * 2 1
N(Re T also N* < g :
mO(Z]) (Re me(z ]

und somit

7o ol < 5

111)
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Diese Ungleichungen gelten fiir z = u+ie mit u € Is , 0 < & < k ,

k klein .
Betrachten wir jetzt die Spektralfunktion pye des Problems in (p,) ,
1 P 1
- =— lim Ii - Im [K - d
Posli) = proly) = lim m [K(3) (- -yl du
. y+4
1 ”7‘6 1 1
= JIST(IJ 211(1) {6 [Re K(z) Im (m—o(a] + Re [m_o(ZT) Im K(z)] du .
0/

Aus der Holomorphie von K(z) und der Beschranktheit von Im m—lﬁf und
o

Re W:ET folgt die absolute Stetigkeit von p,p in Ip.

Hiermit ist schon die erste Vermutung (V1) aus Par. 2 widerlegt, wenn

wir ¢ = p, Ay = Lpg, A = Lo, a = 0, b = o setzen, und Hilfssatz 3.3

benutzen.

Jetst zeigen wir noch, daB der Operator Lps in I’ rein absolut stetiges
Spektrum hat. Dies gilt dann fir alle 8 € R, wahrend L, dort singulares
Spektrum hat. Damit ist dann auch (V1’), die abgeschwachte Form der
Vermutung (V1) (vgl. Par. 2) widerlegt.

Da pyg in jedes Ig C I’ (das im Sinne der obigen Konstruktion zulassig
ist) absolut stetig ist, gibt es nur isolierte Stellen, namlich die Punkte
Ai € I' mit W(u,up)(A;) = 0, die noch zu untersuchen sind. Da p,s monoton
ist, genugt es fir die absolute Stetigkeit in I’, die Stetigkeit in diesen
Punkten A; zu beweisen.

Nehmen wir an, daB p,s in einem der Ausnahmepunkte XA; nicht stetig
ist. Dieser Punkt muR Eigenwert von Lpg sein. Sei 'I]‘i die Eigenfunktion zum
Eigenwert A;. Da

—u3 + qo(x) uz = Aj Uz
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gilt (siehe Def. von u,), folgt, dap 'ﬁ'i und u,(x,A;) linear abhangig sind weil

beide dieselbe Gleichung mit deréelben Randbedingung erfiillen 5. Unabhangigkeit des absolut stetigen Spekirums vom linken Rand

Hieraus
folgt, daB Uz auch Eigenfunktion Zu A; ist.
Ds Wlu,u)(A)) = o gilt, sind Up,u, linear abhangig, ie sl
u(xAj) = K u(x,A;) . Hieraus folgt, dap u, Eigenfunktion von Lo zum | e e x e B
0
Eigenwert A

q reellwertig und in (a,b) lokal integrierbar. Bei b liege der Grenzpunkifall vor.

mmen
haben, daR L, keine Eigenwerte in I’ hat (siehe Konstruktion von L, ) Seien die Operatoren Ly und L erklart durch :
. il .
Hieraus folgt, dap Prs absolut stetig in I ist, fiir alle 8. Zusammen mi D(Lg) = {u € Ly(0,b) | u,w’ absolut stetig in (0,b)
Hi
ilfssatz 3.3 folgt daB der Operator L,g in I’ absolut stetiges Spektrum hat lu € L,(0,b)

u(0,z) cos 8 + u’(0,2) sin 8 = 0}
(der Endpunkt O ist regular und deshalb liegt dort der GKF vor)
Lgu = lu
D(L) = {u € Ly(a,b) | u,w’ absolut stetig in (a,b)
lu € Ly(a,b)
[u,v], = 0 falls GKF bei a}
(v reelle Losung von lv = 0)
Lu = lu .
Die so definierten Operatoren Lg bzw. L sind selbstadjungiert in Ly(0,b) bzw.
Ly(a,b). Seien py bzw. p die entsprechenden Spektralfunktionen.
Sei mg(z) so, daB
me(z) uf(x,2) + u3(x,2) € Ly(0,b)

gilt, wobei {u’ uf} ein Fundamentalsystem von Lgu = zu ist mit

w?(0,2) = sin 8 ud(0,2) = cos 8
(5.1)
u?(0,2) = - cos @ ud'(0,2) = sin 8
8 € [027) .

a4 ir ei i llen
(Fir 3 € € \ R ist u’( -3) ¢ Ly(0,b), denn sonst hatten wir einen nicht reelle

Eigenwert von Lg).
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_Hilfssats 5.1 Cy = cos (a-8) Ci2 = sin (a-8)
Seien a,8 zwei verschiedene Werte yon 8 Le. a € [0,2m) B € [02m) Cy = - sin (a—B) Caz = cos (a-B) .
s P g ’ ,&T ),
x#h. Dann gilt Da wir fir z € C \ R stets Im m(z) # 0 haben, gilt auch mg(z) Cyy(z) + Cpylz) £ 0

fir 2 € C \ R und die Gleichung (5.2) ist bewiesen.
(52)  mg(z) = Malz) cot y-1
S e Tk RED.

Beweis_ Sats 5.2
Es gilt Existieren k > 0, N > 0, M > 0 so, daB
Img(u+ie)] < N und |Im mg(u+ig)] > M
(5:3)  ufxs) = Cua) ufiixa) + Ca) uBxz) | gilt, fiir 0ceck, ¥V uwe P = [AN].
Dann fovlgt
(5.4)  uf(x,z) = Calz) uf(x,3) + Coalz) uf(x,2) . p(A) ist absolut stetig in I' .
Hieraus folgt Beweis
[mg(z) Cylz) + Ca(2)] uia(x,z) + [mg(z) Cualz) + Cas(2)] ug(x %) Sei m,(z) so, daB fir z € € \ R gilt :
= ma(z) uf(x,z) + us(x,z) € L(0,b) ’ m,(z) uff(x,3) + uj(x,z) entweder bei a in L, liegt, falls GPF bei a, oder bei a die

selbstadjungierte Randbedingung von L erfiillt, falls GKF bei a. (Fiir z € € \ R

und f : - .
nd falls mg(z) Cio(s) +Casl2) # 0 gilt kann uf( -,z) nicht bei a in L, liegen bzw. bei a die Randbedingung erfiillen, sonst

hatte das selbstadjungierte Problem in (a,0) einen nicht reellen Eigenwert.)

Ma(2) Cy(s) + Cypyls) i _ .
ma(z) Cyyz) + Cpyla uf(x,z) + ub(x3) € Ly(0,b) . Sei my(2) ;= mq(z). Es gilt

my(z) uf(x,z) + ui(x,3) € Ly(0,b) .

Die Konstanten ol

(5.3) und (5.4) ableiten, x

. - . Sei jetzt
onnen wir z.B. ausrechnen indem wir die Gleichungen

= 0 einsetzen und (51) benutzen. Wir erhalten a(z) = Re m,(z) c(z) = Re my(z)

b(z) = Im m,(3) d(z) = Im my(z)

- P’ y - 1 g 5 = = 1 = 1
- 2 S O o R OO RO B GO o)
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- —Im (a—c)—(b—d)i b-d
(a.—c)z-o-(b—d) (a ¢)?+(b— d)? -

Wir wissen aus Hilfssatz 31, daB b(z) > 0 und d(z) < 0 fir 3 € C* gilt. Deshalb

haben wir
b—d 1 1
0o g 1 o 1 _ 4 .
(a—c)2+(b—d)2 b-d = 7 g Imm,(z) %€ e -
also -
l m.iu+|ei—mbiu+xeil [Im mbiuﬂeil
fir 0 < ¢

Jetzt wissen wir, daB fir & < kuerp
’— Im i ’ <4
m,(z)—my(z)

H+6

f;—lmm +.1 .zdu
i a(u 1ei—mbiu+1ei w

|Im my(u+ig) > M gilt, also
fir v € I, 0<eck
Damit folgt

Peeltt) = poay) = L tim i
640 &40

IA
,...

< Sr
&

Le. Py ist absolut stetig.

Jetzt betrachten wir

Im mjy(z) = - [ Ma M
Mmy—my
Im— _ [ L
= b m,
(Re oy ~Re o+ (im L _ 1 1
a m,
(>0fiirz€C‘),
< : 1 = L __Im| _N
T 1 L Immy, = M -
m T Im ¢ Im e
Also gilt
_ 1 N
Pul(p) puly) £ f du - v

und deshalb gt P11 absolut stetig.

Es ist auch einfach zy sehen, daB (siche [17] S. 155 und [24] s. 66)

-;
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1 m,my
m my 2 I )
o s = 4P Ty % O ) (O ey
gilt . Hieraus folgt die absolute Stetigkeit von p;, undp, .
QED.
Sats 53
= a und 8

Sei pg absolut stetig in I = (AA) C R fir 8

verschiedene Werte von 8). Seien M,N N" Konstanten so, daB

dpa

O TS o ey € =
und
., dpp
0<N< HX A€l

gilt. Dann folgt :
p(A) ist absolut stetig in I.

Beweis

a) Behauptung :
Es existiert ein k > 0 so, daB fir 0<e<k gilt

00
| f =
(A—u)?+&?
—00

= [i',i’] cl= Q.X) .

dpa(A)| < C = konstant
gleichmaBig fir u € I

Beweis der Behauptung :
Zuerst betrachten wir das Integral iiber I = [A,A] .

A
rdoa)| = | [ GSage 0 A
A

(A~ U)’

>

= B (zwei



4 -
A _ _
A—u A'-u
: M f — £ S My :
p A-urse T od dv
_ - N [ L a=N [ LN ¥ >Ng =D
Jetzt sei u € I'. Dann gilt T (A-u)"+e oy ¥ H sy VH
> k

f & d (Cy > 0 falls & < k).
4 - A= u)2+£ pa(A)I S ¢ f LU\]

R\I R\I (A-u)*+e? Oben haben wir v = i

eingesetzt. Auch haben wir

& . .
——————dpa(r) 2 0 (da p, nicht fallend ist).
(A-u)+e?

R\I’

SeC f
l 1+ A2 dPa(A) = & ¢, Ca Aus diesen Ungleichungen folgt die Behauptung.

weil eine Konstante Ci > 0 existiert so daB

_t < & fir alle u € I’ yng Indem wir die Formel (3.10) benutzen, konnen wir schreiben :
_ (A-w)®* " 14A7 firalle A € R\ |
gilt und
00
7 i s
1 (5.5) D £ |-Im ma(u+1£]| = ’ oy
Jr Y dpa(A) = - Im mg(i) < Cp < o :}w (A—u)®+&?
—oo

(Siehe Formel (3.10)). Hieraus folgt die Beluuptong Wenn wir Ug = Re mg(z), Vg = Im mg(z) setzen und entsprechend fiir mg,

erhalten wir aus Hilfsatz 5.1

b) Behauptung :

[(cot 7)*+1]V 4(z)
(U 4(3)+cot ¥)*+Vi(z)

Es existiert ein k 50, daB fiir O<e<k gilt (5.6) Vp(z) =

’ f z Da, nach Voraussetzung, pa(A) > N' > 0 fiir A € (A,A) gilt, haben wir, genau wie
— _ d _ ’ ’ g s
v (A—u)+e? Pa(A) | 2D = konstant > 0 . . o
gleichmiBig fij in der Behauptung b), daB ein R > 0 existiert so, daB
1Ig fur u € "
|V,[z]| = ’Im mg(u+ie)l 2 R > 0

Beweis der Behauptung : gilt, gleichmaBig in & fir u € I,

7 Hieraus und aus (5.5) und (5.6) folgt, daB eine Konstante ¢ existiert so, daB
uerst betrachten wir das Integral tber I’

’f o el | - If amT PN dn gilt.

‘Ua(u+i£)| <¢  gleichmaBig fiir u € I

Bis jetzt haben wir bewiesen, daB

ma[u+ia)| <N und |Im m,,(u+ie)| >M

gilt fir u e I’ = [ 2] gleichmaBig fiir & klein. Zusammen mit Satz 52 und der

— |
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atsache, daB die absolute Stetigkeit in jedem abgeschlossenen Teilintervall von

() =

46

I di N
die absolute Stetigkeit im ganzen Interval] I impliziert, ergibt sich die

Behauptung des Satges.

Q.ED.
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6. Anwendungen

.1 Sturm-Liouville Operatoren mit periodischen Koeffizienten

Als Anwendung von Satz 5.2, betrachten wir jetzt folgendes Problem
(lu)(x) = —u"(x) + q(x) u(x), 0Sx<mw
u(0,z) cos a + u’(0,3) sin & = 0

mit q(x) = q(x+c), i.e. q periodisch mit Periode c¢. Der Endpunkt 0 ist regular. Bei
o liegt in diesem Fall der Grenzpunktfall vor (siehe [3] S.231).
' Seien uy(x,2), ug(x,s) linear unabhangige Losungen der Gleichung lu = zu die
folgende Anfangsbedingungen erfiillen :

uy(0,2) = sin uy(0,3) = cos a

uj(0,2) = — cos « uj(0,z) = sin a

Da q periodisch ist, sind auch uj(x+c,z) und ug(x+c,z) linear unabhangige

Losungen der Gleichung lu = zu. Deshalb konnen wir schreiben
(6.1)  w(x,3) = cy(3) ulx+e,z) + cya(3) ug(x+c,z)
(6.2)  us(x,2) = caz) wx+c,3) + c20(z) ug(x+c,z)

cij(z) konnen wir z.B. ausrechnen indem wir die Gleichung 6.1 und 6.2 ableiten und

X = 0 einsetzen. Wir erhalten :
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( O = Uyc,3) cos a + u3(c,z) sin a
¢z = —[uy(c,3) cos a + ui(c,z) sin «]
(6.3) J
Ca1 = —uy(c,z) sin a + uz(c,z) cos a
. Ce2 = ulc,z) sin a — uj(c,z) cos a
\

Da bei © der GPF vor]iegt, gibt es ein eindeutig bestimmtes m(z) mit
m(z) uy(x,z) + Ug(x,2) € Ly(0,00) v
Aus den Gleichungen (6.1) und (6.2) folgt
[m(z) cy(z) + c2(2)] uy(x+c,z) + [m(z) cip(z) + C22(2)] ug(x+c,3)
= m(z) u(x,z) + Uz(x,2) € Ly(0,00) .

Andererseits haben wir

m(z) uy(x,z) + up(x,2) € L,

= m(z) u(x+c,z) + Up(x+c,3) € L,

= m(z) [m(z) ¢,y + C22] wy(x+c,z) + [m(z) ) + Caz] Up(x+c,z) € L, .
Da nur eine Losung von lu = zy fir z€C\RinL, liegen kann folgt
m(z) c(z) + ¢21(z) = m(z) [m(z) Cia + Cgpl.

Deshalb erfiillt m(z) die Gleichung

012["1(2)]2 + [cgp — cy] m(z) - C2p =0

d.h. m(z) muB die Gleichung

(64)  m(z) = [oul@)cosla)] + V[22:‘(:)z-cu(zn"‘“iié;;thc,.(z)‘

erfiillen, (wobej das Vorzeichen zy wahlen ist).

Aus der Spektraltheorie periodischer Differentialpperat.oren (siehe [18],

[7] S.27) wissen wir, daB fiir 3, € S

4> (culzo) + cag(z0))?
gilt, wobei S dije Menge innerer Stabilitatspunkte ist.
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i iIF i tzen und die Gleichung W(u,u,) = 1
ir dic Ausdriicke (6.3) fir cj; benu '
Indem WIr dic '
konnen wir sehen, daB cj ¢ — cj2ce = 1 gilt.
Hieraus folgt fir z € S
[y + cg2]® < 4lcy caa — ©12 Cai
= [cp — cul’ < —4 iy o
= [ca0(z) - cu(2)]® + 4 cia(z) calz) <0
(cij(z) sind holomorphe Funktionen von z) .
‘ i us der
Da ¢i{z) € R fir z € R gilt, folgt, daB | Im m(z) | > 0 fir z € S.
ij

te' kelt von I]H mi{z io gt da iul’ Iede Z eine KOI]StaHte 19 > 0 und eln
18 )

els [] mib Mlttelpunkt Z existleren so da.B Iﬂl miz 0 ful a“e
| K (o} ) I [ )l > Nlo >
rel 10

5 € Uy,
' Auch existieren k > 0 und § > 0 so, daB
[20—-6, 2o+8] X [20,20+ik] C Uy, gilt.
i € [20-8, 20+6].
Hieraus folgt [Im m(u+ie)l > N,y > 0 fir 0 < & < k, ¥V u € [z o R
Wir wissen, daB m(z) fir z € € \ R stetig ist. Aus (6.4) folgt die Stetig
ir wissen,
von m(z), fur alle z € R so, daB |[Im m(z)| > 0 gilt. -
| i ig)| < ur
Hieraus folgt, daB es eine Konstante M > 0 gibt so, daB |m(u+ie)]
€ S) gilt.
0<e<k , YV u € [30-8, 30+68] (20 | ‘
Hi nd aus Satz 52 folgt, daB S im absolutstetigen Spekirum jeder
ieraus u i .
ist (—20=a=0) :
selbstadjungierten Realisierung des folgenden Problems enthalten ist (
Tu:—u"+a'[x)u a<x<w

mit q € Lyjoc (8,2) , (ie. q lokal integrierbar)

a(x) s e

ax) = beliebig  Hin &< X% 0

i trum absolub
Als Speszialfall haben wir ¢ = 0 in (0,%0). Dann ist das Spektru

stetig in (0,%). Dies folgt jedoch auch aus [29].

i i Itat neu.
«  Fiur den allgemeinen Fall (q periodisch in (0,)) ist das Resu
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62 Veraligemein i
erung eines Resultats von Hinton-Shaw fiir gestorte gleichzeitig Null sein (siehe [12] S. 184 (3.18)) . Fiir A, € S gilt Im mb? (A) > 0.

periodische Potentiale. halb haben wi
Deshalb haben wir

In d : bA) - aA) mEIA) £0 VA €S,
n der Arbeit [12] werden folgende Differentialausdriicke behandelt b

Hieraus folgt die Beschranktheit von m
(A) Toy = —y" + q(x]y ~o0 ¢ X < o

DaB m!*) die zweite Bedingung des Satzes erfiillt, folgt aus (siehe [12], S. 189)

a(x) ist reell, stiickweise stetig und periodisch. Im mi*) = 1M Mo
(B) 7y = -y + { - |b—am ’lla
q(x) * P(X]}Y =0 { x < o
mit p(x) € Ly(-m,0) . je und der Tatsache, daB Im mg > 0 gilt.
% Unter Anwendung des Satzes 5.2 konnen wir sofort folgendes Resultat erhalten :
f Ip(x)] dx < o ‘ Die Menge innerer Stabilitatspunkte S liegt im absolut stetigen Spektrum des
—00
Diese Ausdriicke erzeugen folgende selbstadjungierten Operatoren Pmblem's
To : Do(Ty) Lj(~00,0)
i A A
T :D(T) » Ly(~o0,00) (6.5) lu=-u"+ q(x)u —o0d x<00
mit A
mit q € Ll,loc (—oo,oo)
f Do(To) = {f € Ly(—00,00) | f diffferenzierbar' £ lokal absolut skelig G(X] : g q(x) + p(x) fir 0Sx<e
~"+qf € Ly(~oo]} ’ beliebig sonst
D(T) = . ) q(x) periodisch, p € L;(0,00) .
(T) {f € Ly(~o0,) | f differenzierbar, ' lokal absolut stetig A
TE € Ly(~w,)} Dies verallgemeinert unser letztes Resultat und auch Satz 1 aus [12] wobei q

bestimmte Voraussetzungen in (—,0) erfiillen muB.

(Tof)(x) = ~F'(x)+q(x) f(x) , (TH)(x) =

- P(x)
m{(A) bav. m x) + {q(x) + p(x)} f

. Die Umkehrung gilt nicht, d.h. das Spektrum des Problems (6.5) muf nicht in
Koeffizienten (beziiglich x = +00)

“\) sind die Titchmarsh-Weyl

Yon 7, bzw. 7. S enthalten sein, wie folgendes Beispiel zeigt :
Aus der oben genannten Arbeit ist zy sehen, daf m!*! gie Bedingungen dog Sei
Satzes 52 erfillt, i.e. ml*) jgt beschrankt und Im mf*) >0 (6.6) lu — —u" + q(x) u X € (~o,0])
Es gilt (siehe [12] S. 188 unten) mit q(x) periodisch. Nehmen wir an, daB S eine endliche oder abzahlbare Menge

von endlichen getrennten Intervallen ist. (Siehe [26]).

lim mH(Ar"iAz) = _ 9)-c(ry) m{f’(k,] ;
Ag~0 b(A,)-a(A,) ms;l(Al) .
{Menge innerer Stabilitatspunkte} =qlx} xe (==0]

3,b,c,d hingen steti
i 8 von A ab und sj s (x) :=
und sind reell fir A € R ; b und a kdnnen nicht i 0 x € (0,)
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Genau wie in Satz 52 konnen wir die Absolutstetigkeit des Spektrums des
Sei . . Problems (6.7) in (0,0) beweisen. Da S eine Menge von endlichen Intervallen ist,
(6.7) Tu=-u"+ q(x) y X € (-o0,00) folgt (0,) ¢ S .
mit S(XJ =q(x) + q_(x) . : d Weidmann
Sowohl in (6.6) als auch in (6.7) liegt der GPF bei — o ypng bei oo yor 635 Kip nensr Beweis des Resuliats you Hoins un
Siehe [12] . £

Seien uy(x,A) und ug(x,A) Losungen von

Wir werden jetzt den Satz 5.3 anwenden auf den Sturm-Liouville Ausdruck
oo

u - y i € (a,o0) .

u(OA) = sin a Uz(0,A) = cos a oy = —w'0) + () u(x) o e e

u(OA) = - cos o

w(0A) = sin a : 0 setzen)
o n wWir ¢ = setzen
Wir werden m(A) berechnen, wobei : R o= ls=lierliono B ¢ s
X(xy) = mA) wxA) + uy(x ) Ly(~w,0) gilt, |
€ Ly(c,e)
Fir x € (—,0) X(x,A) ist eine Losung von - X"(x,A) = AXx(x,A). Hieraus o i
folgt, dap

q(x) = qi(x) + qo(x)

q2 von beschrankter Variation in (c,e)

mit qa(x) » 0 fir x » oo .
(68,) m(A) u,(x,A) + uz()(,A) = C][A) eix\/;

- ( » )-

+ C A e VA Se e L 1 1,2 zwel Se]bshadlu]lgle”‘e ReallSlelungell von [6 9) In (C,o° Dle
1en & »

2( )

o Randbedingungen bei dem regularen Punkt c sind

u(c) cos a; + u(c) sin a; = 0 .
Fir A € € mit Im A 5 ¢ und x € (~w,0) gilt i

« ¢ Ly(-00,0), deshalb

Bei oo liegt der GPF vor. Siehe [27] . Wir miissen bewe;icleln,n diaeB dd;;
R A Spektralfunktionen ps; von Lg; die Bedingungen des Satzes erfiillen i.e.
Indem wir (6.8) ableiten ung X = 0 setzen, kdnnen wir Ci(A) berechnen ung
erhalten

Konstanten M,N,N existieren so, daR

0= ) - [ iVA sin a: cos a ] HIAY 1 [ N sm_a ] ;
2iVA 2 iVA 0 ¢ N ¢ 3Pt <M <o
Hieraus folgt dA  |aeic(o,=)
sin @ - iV cos a (6.10)
m(A) = T . dpa,

~ €08 & + iVA sind « 0 <N < —x Kelc(om)
Es gilt Im(A) < N und  |Im mA) > M fir A = utie , 0 < & klein und
u€El]c (0,00) .

gilt.
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Damit haben wir einen neuen Beweis des Satzes 3.1 Wobei lediglich die

Uberlegungen aus der fritheren Arbeit [27] benutzt werden. (Interessant ist

insbesondere, daB dieses mit Hilfe von Satz 5.7 erzielte Resultat nicht schwacher

b 1
on = [ Wlxay)f x) 7
c
ist, als das_in [29] direkt bewiesene Ergebnis.)

Operatoren Ly o in Ly(c,b) wie folgt :

Fiir f € Ly(c,b) gilt die Parsevalsche Gleichung
b ° b
f lf(x)|2 dx = Z (f f(x) Vbi(x) dx)2
=19
Um die obigen Bedingungen fiir ps; 1 = 1,2 nachzuweisen, beweisen wir - 4
tatsachlich viel mehr, namlich, daB fiir die Spektralfunktion p, einer beliebigen o b
L - R = S0 a2 (] f(x) ulxAp) dx)? .
selbstadjungierten Realisierung L, (6.10) erfullt ist, d.h. = /4, b 150}
ol i
dpa . !
Sl a < M firdelc(0m). Dies kann geschrieben werden in der Form
Sofort aus [27] Satz 5.1, und Hilfssatz 2.1 folgt b o9
i J oo ax - [ P00 dpnan)
a
dA  [aeic(o.=) c —o0
b
mit FA) = [ fx)Ju(xA) und
Die andere Bedingung namlich, die Beschranktheit nach unten durch eine c
positive Konstante, ist auch erfillt. Um dies su sehen, definieren wir zuerst die

_ Z‘ C:i fir A =0
A<y =0
pha(x) = W )
D(Lp.a) = {u € Ly(c,b) | u,u’ absolutstetig in [c,b] Z Cb; fir A > 0
. <
lu € Ly(e,b) , u(c) cos a + u’(c) sin @ = o OCAy X
: o 2 H
u(b) = 0} Pua ist die Spektralfunktion fir Lya und hat einen Sprung der Hohe cp; bei
Lyqu = lu fiir u € D(Lpq) - Ay, Siehe [17] , [3] .
Sei u(x,A) Losung von (I-AJu = 0 Es gilt
mit u(c,A) = sin a Pba >  Pa,
b-oo
WleA) = -cosa. wobei p, die Spektralfunktion des Problems
Da 1 in (c,b) regular ist, hat Ly, ein reines Punktspektrum, d.h. die _u*(x) + q(x) u(x) = Au(x) x € (c,)
orthonomierten Eigenfunktionen bilden eine Orthonomalbasis. u(x) cos & + w(c) sin & = 0
Jede normierte Eigenfunktion des Operators Ly, zu Eigenwert Mj hat die et
Form
Vb
mit

= cbi U(X,Abi]

Fiir A € 1 gilt Ju(x,A\)| S C fiir x € [¢,0), C> 0. Siehe [27). Hieraus folgt
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b
(6.11) o = { f lu(xAs ) dx}" 7 2 € (b-c) T .
[+

Sei N(c,b,A) die Zahl der Nullstellen von u(x,A) in (¢,b). Aus Lemma 5.3 von
[27] folgt

(6.12) N(e,bA2) = N(eb,A)) = @ (b—c) {VAs = VA, + o(1)}
wobei o(1) fiir b » o zu verstehen ist.
Ist M(A) die Zahl der Eigenwerte von Lypg; die kleiner oder gleich A sind, so
gilt
(6.13) N(c,b,Az) — N(c,b,A;) — 3 = M(A;) - M(A)) .
Dies folgt aus Par. 13 in [28]. Aus (6.12) und (6.13) folgt

(6.14)  M(Ag) - M(A) 2 7 (b—c) {VAz — VA, + o(1)} - 3 .

Aus (6.11) und (6.14) und aus der Definition von der Spektralfunktion von
Lyq; folgt

(615)  poaAd) - praM) =y bz Y

: C? (b-c)™!
iAb;€(ALAL] FAb;E(ALAL]

(1%

C™? (b-c)! {m(b—c) (VAz — VA, + o(1)) - 3}

C % m {VA, - VA, + o(1)} - 3C"% (b-c)™

Wenn wir auf beiden Seiten der Ungleichheit (6.15) lim anwenden, erhalten
b-oo

wir :

57

lim ﬂhai(}\al - pbaio\l) = Pui()\a) - Pai(kl)

b-o00
27 C? (VA - VAY)
1

Z T 0_2 ———— (A'z—)\l)
\/A,-H/J\.
T
= ——— (A2 = Ay .
VN,
Hieraus folgt, daB
dpa.(A
Pai(M) 2 "__ = Konstante , i =12
dA 2C*V A,

gilt und deshalb wird die Bedingung der Beschranktheit nach unten durch eine
positive Konstante erfiillt. Unter Anwendung von Satz 5.8 erhalten wir sofort

einen neuen Beweis des Satzes 3.1 von Weidmann [29] .
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7. Dirac—System

A) Selbstadjungierte Realisierungen vom Dirac-System

Betrachten wir jetzt fir —»SasSxSbsw Differentialausdriicke der Gestalt

(7.1) L(v) = Iv’ + P(x) v .

Vl(x]
Dabei ist v = v(x) = ( ) c ¢t
Vz[x)

0 1 pi(x)  pia(x)
= und P(x) =
—1 0 pi2(x)  pa(x)
mit reellwertigen, meBbaren und lokal integrierbaren Koeffizienten py,ps,piz. Solche
Ausdriicke heiBen Dirac—Systeme (weil sie bei der Separation der Dirac—Gleichung

auftreten).

Zur Abkiirzung setzen wir

-

(pv) = @1 vi + @2 v2, [u] = (uu)Z
und fassen Z als einen linearen Operator im Hilbertraum Ly(a,b)? mit dem

Skalarprodukt

b
LP¥> = f (;,v] dx auf .
a
Der Differentialoperator Z ist formal selbstadjungiert. Die Weylsche

Alternative (siehe [28]) erlaubt es, wie bei Sturm-Liouville—Operatoren einen sehr
vollstandigen Uberblick itiber alle selbstadjungierten Realisierungen von Z szu

gewinnen.

Wenn es bekannt ist, welcher Fall (Grenszkreisfall GKF oder Grenzpunktfall
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GPF) bei a bzw. b vorliegt, ist es moglich, die Defektzahlen des minimalen
Operators zu berechnen (fiir die Definition des minimalen bzw. maximalen
Operators siehe [19]) und die Definitionsbereiche der verschiedenen
selbstadjungierten Realisierungen von Z su bestimmen. Diese sind Einschrankungen
des Definitionsbereichs des maximalen Operators und sind durch Randbedingungen
(an Randpunkten an denen der GKF vorliegt) bestimmt.

Wenn bei a und b der GKF vorliegt, sind diese Randbedingungen im
allgemeinen gekoppelt. Wir werden nur getrennte Randbedingungen betrachten. Dies
bedeutet jedoch keine Einschrankung fir unsere Untersuchungen, da bei den hier
betrachteten Operatoren an mindestens einem Randpunkt der GPF vorliegt.

Wenn Z regular bei a bzw. bei b ist, konnen wir die Randbedingungen wie
folgt schreiben :
uy(a) cos a + uy(a) sin a = 0
bzw.
uy(b) cos B + ug(b) sin 8) = 0 .

Sei jetzt L der selbstadjungierte Differentialoperator der durch obiges
Dirac—éystem und getrennte Randbedingungen definiert ist.

Wir wissen (siehe [30]), daB fiir z € C \ R die Resolvente die Form
Ry(L) g(x) = (-L)™" g(x)

b X
- Wiy @ [ w0 &y + w0 f @) a
X a

hat, wobei

W(us,up) = up ul - uj uj

u: UL
Uy = ) , Up = 2 .
Ug up

U, und up sind die bis auf einen Faktor eindeutig bestimmten Losungen von

Z{u) = zu mit
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ist bei a(b) quadratisch integrierbar,
falls GPF bei a(b)

erfillt bei a(b) die selbstadjungierte Randbedingung von L,
falls GKF bei a(b) .

Ua(b)

u,(x,2) und ‘uy(x,z) sind holomorph in € \ R (bzw. kdnnen so gewahlt werden) .
Jetzt sei {uj(x,3), us(x,z)} fir jedes z € C, ein Fundamentalsystem von
Losungen der Gleichung Lu.= zu das holomorph von z abhangt.
Sei Gyppy:= {2 € €\ R | y; ( -,2) und uyp) ( -2) sind linear unabhangig} .
Da u;, u, (bzw. up) holomorphe Funktionen von z in € \ R sind, gilt entweder
G, = § oder G, = (C \ R) \ A,p), wobei A,y eine abzahlbare Menge ist.
Falls Gapp) # § gilt, existiert eine Funktion mypp) : Gap) » € , mypp) holomorph
in Ggqp) 50, daB
Uypy(x,2) = mypy(z) wi(x,3) + up(x,3) gilt .
Unter Benutzung dieser Gleichungen konnen wir fir z € G, n G, die Resolvente

wie folgt schreiben :

(72)  Ry(L) g(x) = (2-L)™" g(x)

= [W(mq(8) u(x,8) + uy(x,8) , my(z) us(x,3) + uy(x,2)]™"
X
* {(mp(z) wyx,2) + ug(x,z)) f (mq(z) uwi(y,z) + ualy,z), g(y)) dy

a

b
+ (mufa) u(xa) + ualxs) [ (ma) wlya) + ulya), ely) dy}
X

Dieser Integraloperator hat den Kern
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2
( Z miy(3) uj(x,2) wy(y,z) fir y < x
R(x,y,2) = J bEsE
2
Z‘ mji(z) uj(x,3) ux(y,z) fir x < y
k=1
wobei
u,-uk:=( Ujj Uy Uy Uka)' u,'=( ujp ) uk=( Upy
Ujz Upy Uje Uy Ujo } , Uy
und
) N m,(3) my(z) my(z)
( my(z)  mip(z) ( W(ug,up)(z) W(u,,up)(z) '
mie) mi) )\ m) 1 )
Wu,,up)(z) W({u,,up)(z)
) . my(z) my(z) m(z)
( my(z)  myg(z) ) ( Wlu,wllz)  Wlu,u)@)
mz(z) may(s) - my(z) 1 )

W(u,,up) = [my — m,] w(ul,uz) .

Wenn das Problem regular am linken Randpunkt a > —oo ist, (d.h. P(x) in
[a,b) lokal integrierbar), konnen wir uy(x,2) = u,(x,2z) setzen.
Die Resolvente sieht dann so aus :

Ro(L) g(x) = (z-L)" = [W(uy, my(z) u(x,3) + ug(x,2))]"

X
{mafa) wlxs) + ua(xa) [ (uly.a), gly)) dy
a3

b
+ uy(x,z) f (mp(2) uily,s) + ugly,z), g(y)) dy}
X

Die charakteristischen Matrizen sind




my(3) 0
( mi; mj, ) B ( W{uy,u,)(3) )
s 1
e Wiara)&
my(z) 1
( my My ) B ( W(uy,up)(z) Wluy,u,)(3) )
My m;2 0 0 .

Jetzt nehmen wir an, daB u,, u, folgende Anfangsbedingungen erfiillen
uy(0,2) sin a
uy(0,2) = =
u5(0,2) - cos a
um(O,z] cos a
uy(0,3) = = .
Ug4(0,2) sin a

Dann gilt folgendes Resultat (vgl. Hilfssatz 3.1) :

(1.3)

Hilfssatz 7.1
Firze€ € :={z€ C / Im z > 0} gilt
Im my(z) > 0

Im my(z) < 0.

Beweis
Analog zu dem, was in Hilfssatz 3.1 gemacht worden ist, haben wir

(b < o regular)

b
[z—;) f up(x,2) ub(x,;) dx
0
~ b .
= (z-3) f [ub(x,z) uL(x,;) + uf(x,8) u%(x,;)] dx
0

u(x,2) ub(x,5) - ub(x,5) ul(x,z) :
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(nach der Greenschen Formel)
= W(us(xa), wix) |°

=W(n(xa), u(xa)) |, - Wlaxs), wixs) |
up u:
(wobei up = ( ) , Ug = ( ) e
ul ?

Da up(x,2) und up(x,z) die Randbedingung bei b erfillen, gilt

W(us(x2), w(x2) | = 0.
Unter Benutzung der Anfangsbedingungen (7.3) und nach einer kleinen
Rechnung erhalten wir
= Wlup(xz), w(xz) | = my(a) - my(a) .
Da der Differentialausdruck Z reell ist, gilt

my(z) = mp(z) , up(x,2) = wp(x,2)

also
;f lup(x,5)* dx = my(s)-my(s) _ Im my(s)
0 o B z-3 T Imz

Hieraus folgt, daB fiir z € €, Im m(z) > 0 gilt.

Sei nun b ein singularer Randpunkt. Fiir ein ¢ € (0,b) erfiille m.(z) u;+uy eine
selbstadjungierte Randbedingung bei c¢. Mit derselben Uberlegung wie oben,
erhalten wir, daB Im mc(z) > 0 fiir 3 € €* gilt. m.(z) liegt in einem Kreis in €.
Dieser Kreis wird kleiner, wenn ¢ groRer wird, und ist immer in € enthalten.

my(z) ist in einem solchen Kreis enthalten (siehe [17] S. 174). Hieraus folgt, daB

Im my(z) > O gilt, falls z € C*. Entsprechend wird die Behauptung fiir a bewiesen.

QED.
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A+d
B) Spektraldarstellung und inverses Problem fur Dirac—System pii(A) = Kj; - % lim lim [mfi(s+ie) — mfi(s—ie)] ds
810 &l0
é

Kii € R Konstanten .

Viollig analog zu Satz (3.2) gilt folgender Spektraldarstellungssatz : o
Fiir die Spektralschar E(A) von L und die Resolvente Ry(L) = (z— L) gilt

Sats 7.2 (siehe [28], [17]) .

Sei L der oben erwahnte selbstadjungierte Differentialoperator. Seien uyu, (E(A)u)(x) = f E(x,y,A) u(u) dy
und mi*i wie frither. Dann gibt es eine rechtsstetig nichtfallende 2x2 Matrixfunktion ﬁ
p(A) = (Pii(N)ijsr.2 —w <Aoo (Ri(L)u)x) = f R(x,y,2) u(y) dy , z€ C\R
a
so, daB wobei
ULU™ = Mp 9
gilt, wobei Mp der Multiplikationsoperator mit der Funktion id in Ly(R,dp) ist, U E(x3,4) := f Z uj(x,A) u(y,A) dpje(A)
' A jk=1
unitar !
N 2 (xA)
1 < uilx,A) u(y,A
U: La(a,b)? =+ La(R, dp) R(xys) = Lim s z_;(y ) do]
-N jk=1
8 . ( Ujy Uk Uji Ukg )
Uj Ug =
), 1G) ax i e
a-s o
whw = | 7
fm. 8 Fir alle x € (a,b) , 3 € C \ R gilt
[ (walxA), () dx g .
a
f [E(x,y,A)* dy < o, f IR(x,y,2)]* dy < o .
2 a
N 2
U = Lim [ 30 uxA) e deal) -
- S ot In Analogie zur Losung des inversen Problems von Gelfand-Levitan, wurde
von Gasymov-Levitan die folgende Losung des inversen Problems fiir
p(A) = (pij(A)) ist reell und symmetrisch. Fir A < u ist die Differenz Dirac—Systeme angegeben.

p(#) — p(A) eine positiv semidefinite Matrix.

p(A) heiBt Spektralfunktion und ist gegeben durch
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Satz 7.3 (Siehe [8])
p: R » R erfiillt folgende Bedingungen :

1. p ist eine monotone wachsende Funktion .
0o
2. Ist G(A) = f {g: sin Ax — gg cos Ax} dx
0
mit zwei Funktionen g, und gy aus L,(0,%), so gilt :

Adis f IGE(A) dp(A) = 0 folgt G(A) = 0

—0o

(und deshalb gy(x) = ga(x) = 0) .
I\}- sin Ax ) {
3. lim J (sin Ay , — cos Ay) d [p(A) - = Al
N-eo O — cos Ax
= F(x,y) existiert und ist beschrankt fiir x,y aus einem beschrankten Gebiet.

Dann existiert ein

( p(x)  q(x)
Plx) =

q(x)  -p(x)
so, daB p die Spektralfunktion des folgenden Problems ist :

Lu = Ju + P(x) u 0Sx<oo

mt der Randbedingung
uy(0,2)

u(0,2) = 0 wobei u(0,z) = ( 04(0.2)

Dieses Problem ist regular bei Null.

Alle Satze, die wir fiir Sturm-Liouville Operatoren bewiesen haben, stiitzen
sich wesentlich auf die Darstellung der Resolventenformel (3.4), Satz 8.2 und den
Satz von Gelfand-Levitan (siehe [19]) .

Die Darstellungsformel (7.2), der Satz 7.2 und der Satz 7.3 von
Gasymov-Levitan sind Resultate fiir Dirac—Systeme, die den oben genannten
Resultaten fiir Sturm-Liouville Operatoren voll entsprechen.

Fiir Dirac-Systeme gelten Resultate, die vollig analog zu den Resultaten in

67

Par. 4, Par. 5 und Par. 6 sind.

Wie in Par. 4 konnen wir zeigen, daB auch fiir Dirac—Systeme die Vermutung

in [29] (siehe Par. 2) nicht gilt.
Dazu wahlen wir die entsprechenden Funktionen p;, i=1,2 folgendermapen :

PR} = % X firalle k €R

0 A € (-2,0]
pa(A) = F(A) A € (0,1]
1 A € (1,0)

wobei F wie in Par. 4 | ie. p, ist genau dieselbe Funktion wie in Par. 4 .

Die Funktion po wird, wie in Par. 4, als die Summe von p; und p, definiert,

ie.
[ 1, A € (—»0]
= :
Po = Pi+p = < F(A) + % A A €[01)
15y A € [1,m)
n

Direkt aus dieser Definition ist zu sehen, daB po(A) strikt zunimmt fir alle
A € R . Aus dieser Tatsache folgt, daB po die erste Bedingung des Satzes von
Gasymov-Levitan erfiillt. Die zweite Bedingung ist erfillt, weil aus

f |G (M) dpo(A) = 0 folgt G(A) =0

—00

an allen Stellen, an denen po zunimmt und deshalb G(A) = 0 .
Auch ist direkt aus der Definition von p, zu sehen, daB das im Integral der'
Bedingung 3 des Satzes von Gasymov-Levitan auftretende MaB auBerhalb von

[0,1) verschwindet. Hieraus folgt, daR po auch diese Bedingung erfiillt.
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Mit Hilfe der Funktion po konnen wir genau wie in Par. 4 Operatoren Ly und
Lps konstruieren und beweisen, daB Lps rein absolut stetiges Spektrum fiir alle
8 € [0,2n) hat, wahrend L, singular stetiges Spekirum hat. Dies widerlegt die
Vermutung.in [29] auch fiir Dirac—Systeme.

Wie in Par. 5 konnen wir zeigen, daB in vielen Fallen die absolute Stetigkeit
eines Dirac—Systems vom- Verhalten der Koeffizienten am linken Rand nicht
beeinfluBt wird. Dazu wahlen wir ein Fundamentalsystem {u;u;} von Zu = Au so,

daB W(u;,uy) = 1 gilt. Unter Benutzung des Satzes 7.1 erhalten wir wie im Satz 5.2

1 1
' L e e o [ B T R
und
[ s M | my | _
Mp—My I Im my |

Indem wir die Formel fir die Spektralfunktion
A+

i) = - = lim lim [ Im mi(s+ie) ds
5

i
T 540 &40

benutzen, konnen wir genau wie in Satz 5.2 folgendes beweisen :

Satz 7.4
Existiert k > 0, N > 0, M > 0 so, daB
| mp(u+ie) | < N und | Im myp(u+ig) | > M
gilt fiir O<e<k , fiir alle u € I (Intervall), dann folgt : Der Operator L hat in I

rein absolut stetiges Spektrum . (Fiir ein verwandtes Resultat vgl [11] Satz 3.2).

Auch gilt, vollig analog zu Satz 5.3 fiir Sturm-Liouville Operatoren das

entsprechende Resultat fiir Dirac—Systeme, i.e. :
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Satz 7.5
Sei pg die Spektralfunktion des Differentialoperators Ls, der durch das
Dirac—-System (7.1) in Ly(0,)* und die Randbedingung bei Null
u;(0,2) cos 8 + uy(0,z) sin 8 = 0
definiert ist. Sei pg absolut stetig in I = (Z\_,X] CR fir 8 = a und 8 = B (zwei

verschiedene Werte von 8) . Seien M,N,N" Konstanten so, daR

dpa
0< N % |aet < M<w
. dp,
Oet X S et

gilt. Dann folgt : p(A) ist absolut stetig in I, wobei p die Spektralfunktion des

Dirac—Operators L in Ly(—o,0)? ist.

C) Anwendungen

Cl Als Anwendung des Satzes 7.4 betrachten wir jetzt
Lu) =Ju + P(x)u, 0SS x<w

( uy(x) ) )
U= . uy(0) cos a + uy(0) sin a@ = 0
u,(x)

mit P(x) = P(x+c) , i.e. P(x) periodisch.
Der Endpunkt O ist regular. Bei = liegt der Grenzpunktfall vor, (dies ist
immer der Fall fir Dirac—Systeme, siehe [17] S. 179).
Genau wie in Par. 6 konnen wir die Koeffizienten m(z) abschatzen. Wir
erhalten auch, daB
| Im m(u+ie) | > M und | m(u+ie) | < N

gilt fir 2 € S, wobei S die Menge innerer Stabilitatspunkte ist.

P
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Hieraus und aus Satz 7.4 folgt genau wie in Par. 6, daB S im absolutstetigen
Spektrum des Problems
Zu=Ju + Px)u a<x<w

wobei

- . - P(x) fiir 0 < x < o
Bl € Lusoc o), BOO=§
beliebig fiir x € (a,0)

enthalten ist.

Spesialfall : P( - ) = Po konstant in (0,0), g2y < ft2, Bigenwerte von Py ; dann hat
L absolut stetiges Spektrum in R \ [p4,2] .

_C2  Unter Anwendung des Satzes 7.4 bzw. 7.5 konnen wir sofort zeigen, daB in
den drei Satzen aus Hinton und Shaw [13] das absolut stetige Spektrum
unabhangig vom Verhalten der Koeffizienten des Dirac—Systems am linken Rand
ist (in [13] sind susdtzliche Voraussetzungen an das Verhalten des Koeffizienten
am linken Rand erforderlich) .

In den Satzen 1 und 2 aus [13] wird unter bestimmten Voraussetzungen an
den Koeffizienten bei o bewiesen, daB die Spektralfunktion ps des Operators Lo,
definiert wie in Satz 7.5, stetig differenzierbar in R \ [Ay,A;] (Satz 1), baw. in R
(Satz 2) ist, und daB p3(A) > O gilt. In [A,Ag] liegt diskretes Spektrum vor
(Satz 1) .

Unter Anwendung von Satz 7.5 folgt sofort die absolute Stetigkeit des
Spektrums in R \ [A,A;] baw. R, auch wenn der linke Randpunkt a ein singularer
Punkt (z.B a = —oo) ist.

Der Satz 3 aus [13] lautet (in einer an unsere Bezeichnungsweise angepaBten

Form) : Fiir das Dirac—System
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(14) Zv= Jv+P)v

0 1 pi(x) X

J:( ),F(x):(l p”)

-1 0 p(x)  po(x)

gelte
pe(x) =2 Ap, x>0, A <A,
X0 k=12

P(x) erfillt geeignete Voraussetzungen in (0,0), (wobei ein gewisses
oszillatorisches Verhalten der Koeffizienten gulassig ist).

Entsprechend fiir x < 0 gelte

Pe(x) > mk, My < p,
X-+—00 k=1,2

P(x.) erfillt die entsprechenden Voraussetzungen in (-e,0) .
Dann gilt :

Die selbstadjungierte Realisierung des Dirac—Systems (7.4) in Ly(— o,%)? hat
diskretes Spektrum in Ioo und stetig differenzierbares Spektrum in Ik, (i,k) # (0,0),
wobei I = If n 1) 160 = (A 8,), T = (oA ), I = (Rgm), I6) = (p4m20),
{7 = (o), 1) = () .

Es wird in [13] bewiesen, daB m* (der m-—Koeffizient fir [0,)) die
Voraussetzungen des Satzes 7.4 in I{*) und I erfiillt (siehe [18] S. 210 und S. 208,
(4.7) und (4.8)). Also folgt, daB die absolute Stetigkeit des Spektrums in II*’ u Iy]
bewiesen werden kann, ohne die zusatzlichen Voraussetzungen (7.4) an den
Koeffizienten in (-w,0]. Entsprechend folgt die absolute Stetigkeit in v (o

Am Ende der Arbeit [13] wird bemerkt (S. 211 unten, Bemerkung 2), daP es
wichtige Besiehungen gibt, swischen dem Spektrum des Operators T in (—%,%) und
dem Spektrum der selbstadjungierten Realisierungen Tg bzw. Ta des
Dirac—Systems in (-w,0] bzw. [0,0). (Diese Operatoren sind regular bei Null).

Wenn in einem Intervall J ¢ R, T oder T, diskretes Spektrum hat, wahrend die

i
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andere stetig differenzierbares Spektrum in J hat mit #’(A) > 0, dann hat T stetig
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