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Resumen

En esta tesis estudiamos las propiedades espectrales del operador de
Schrödinger en la semirecta. Primero, damos un ejemplo de un potencial que
genera espectro singular continuo sumergido en el espectro absolutamente
continuo y el espectro singular continuo esta soportado en un conjunto den-
so. Esto nos da el primer ejemplo conocido de espectros realmente mezclados.

En la segunda parte estudiamos promedios de la función espectral corre-
spondiente al operador de Schrödinger para diferentes condiciones de fron-
tera. Como consecuencia obtenemos condiciones que implican existencia del
espectro singular continuo sumergido en el espectro absolutamente continuo
para conjuntos de condiciones de frontera de medida positiva y potenciales
nulos en el intervalo [0, N ]. Estas condiciones estan relacionados con las esti-
maciones de la medida de conjuntos donde la densidad espectral es positiva.
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Introducción

La ecuación de Schrödinger en la semirecta

−y′′(x) + V (x)y(x) = Ey(x), x ∈ [0,∞) (1)

describe el movimiento de una part́ıcula cuántica en un caso particular e
importantes propiedades f́ısicas de este sistema dependen directamente de
la estructura espectral del operador asociado a esta ecuación. Esta tesis
esta dedicada al estudio de diferentes partes del espectro del operador de
Schrödinger, especialmente al espectro singular continuo.

Aunque desde ya bastante tiempo por el teorema espectral inverso de
Gelfand–Levitan se sabe que existen operadores de Schrödinger con espectro
singular continuo, como usualmente se suponia que este tipo de espectro no
admite una interpretación f́ısica los trabajos en el estudio del espectro se
concentraban en la tarea de dar criterios que garantizan ausencia de este
tipo de espectro. El punto que cambio la dirección en el estudio del espectro
fue en 1978 el trabajo de Pearson [1], donde por primera vez se da un ejemplo
expĺıcito de un potencial con espectro singular continuo y una interpretación
f́ısica de este tipo de espectro.

En 1997 Remling en [2] dio el primer ejemplo de potencial con espectro
singular continuo sumergido en el espectro absolutamente continuo. En este
ejemplo tenemos el espectro absolutamente continuo, igual al espectro esen-
cial, que llena todo el semieje positivo. No tenemos el espectro puntual en
el semieje positivo y para un conjunto de condiciones de frontera de medi-
da positiva tenemos el espectro singular continuo sumergido en el espectro
absolutamente continuo (ver sección 2.6).

En relación con la construcción de Remling surgen dos preguntas:
Primero, en este ejemplo el espectro singular continuo esta soportado en un
conjunto denso en ningún lado. Entonces es interesante obtener un ejemplo
con espectros realmente mezclados, donde el espectro singular continuo esta
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soportado en un conjunto denso.
Segundo, no se da ninguna caracteŕıstica del conjunto de condiciones de fron-
tera para cuales tenemos el espectro mixto. No se sabe por ejemplo si es un
conjunto grande, probablemente que contiene todas las condiciones de fron-
tera o un conjunto realmente pequeño.

Los resultados de esta tesis contestan estas dos preguntas. En el caṕıtulo 3
damos una construcción explicita de un potencial con espectro singular con-
tinuo sumergido en el espectro absolutamente continuo y el espectro singular
continuo esta soportado en un conjunto denso, lo cual nos da un ejemplo de
espectros realmente mezclados.

Los resultados del capitulo 4 estan relacionados con el estudio de com-
portamiento de diferentes partes de espectro cuando la condición de frontera
vaŕıa. Hay varios resultados conocidos en esta dirección. Por ejemplo se sabe
que no podemos tener un conjunto de eigenvalores denso en un intervalo para
todas condiciones de frontera; ver [3, 4]. En cierta forma el espectro esencial
impide la existencia del espectro denso puntual para muchas condiciones de
frontera. Por otro lado, es posible tener el espectro singular continuo para
todas condiciones de frontera. En este contexto en el caṕıtulo 4 estudiamos
como la existencia del espectro absolutamente continuo afecta las posibili-
dades de existencia del espectro singular continuo y damos un criterio que
caracteriza el conjunto de condiciones de frontera donde tenemos el espec-
tro mixto. En particular este criterio nos permite describir el conjunto de
condiciones de frontera para cuales tenemos el espectro singular continuo
sumergido en el espectro absolutamente continuo en [2] y caṕıtulo 3.

Además de los nuevos resultados de caṕıtulos 3, 4 esta tesis incluye pre-
liminares reunidos en los capitulos 1, 2. En el capitulo 2 presentamos una
breve descripción de bases de la teoŕıa de operadores de Schrödinger en la
semirecta y en el caṕıtulo 1 estan reunidos varios resultados que usamos a lo
largo de la tesis.



vi INTRODUCCIÓN



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo estan reunidas las principales herramientas que se usan
en el resto de la tesis, salvo la teoŕıa de los operadores de Schrödinger en la
semirecta que se describe en el siguiente caṕıtulo. Aqúı se discutan elementos
de los siguientes temas: Dencidad de los conjuntos, Teoŕıa de la medida, Es-
pacios Lp, Convergencia de series, Transformadas de Fourier, Representación
integral de Herglotz, Formula de inversión de Stieltjes y Probabilidad. El
material de cada sección es tomado de la referencia que indicamos al inicio
de la sección, salvo cuando en el texto se da otra referencia.

1.1. Definiciones sobre la densidad de con-
juntos (Ver [5, section 5.2])

Sean A y B dos subconjuntos de un espacio métrico R. A es la cerradura
del conjunto A en R.

Definición 1.1 (Conjuntos densos). El conjunto A es denso en B, si
A ⊃ B.

Definición 1.2 (Conjuntos densos en ningun lado). El conjunto A es
denso en ningun lado, si es denso en ninguna bola, i.e. ∀ bola B ⊂ R existe
otra bola B′ ⊂ B tal que B′ ∩ A = ∅.

Sea R = R los números reales y | · | la medida de Lebesgue

Definición 1.3 (Conjuntos esencialmente densos). Un conjunto A es
esencialmente denso en B, si ∀ intervalo abierto B′ ⊂ B tenemos que |A ∩
B′| 6= 0.
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2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

1.2. Elementos de la teoŕıa de la medida (Ver
[27, Cap. 11])

Definición 1.4 (σ− algebra). Sea X un conjunto arbitrario. Una colección
A de subconjuntos de X es una σ − algebra si:

(i) X ∈ A,

(ii) para todo conjunto A que pertenece a A el conjunto Ac pertenece a A,
donde Ac = X \ A es el complemento de A en X, y

(iii) para cada sucesión {Ai} de conjuntos que pertenecen a A, el conjunto
∪∞i=1Ai pertenece a A.

Entonces una σ− algebra en X es una familia de subconjuntos de X que
contiene X y es cerrada respecto al complemento y a la formación de uniones
numerables. El σ − algebra más comun es el σ − algebra de Borel B(R) en
R. Esta σ − algebra es generada por la colección de todos los subconjuntos
abiertos de R. Un conjunto de Borel es un conjunto que pertenece a σ −
algebra de Borel.

Definición 1.5 (Medida). Sea X un conjunto y sea A una σ− algebra en
X. Una medida en A es una función µ : A → [0,∞] que satisface siguientes
condiciones;

(i) µ(∅) = 0, y

(ii) µ(∪∞i=1Ai) =
∑∞

i=1 µ(Ai), para cualquier colección numerable disjunta
de conjuntos {Ai} que pertenecen a A. (Como µ(Ai) ≥ 0 para todo i,∑∞

i=1 µ(Ai) siempre existe como un número real o como +∞.)

Los conjuntos en A se llaman medibles respecto a µ.

Si X un conjunto, A es una σ − algebra en X y µ es una medida en A,
entonces la tercia (X,A, µ) es un espacio medible. Muchas veces se refieren
al par (X,A) como a un espacio medible.

Definición 1.6 (Medidas absolutamente continuas). Sean (X,A) un
espacio medible, µ y ν dos medidas en (X,A). Entonces ν es absolutamente
continua respecto a µ, si para todo conjunto A que pertenece a A y satisface
µ(A) = 0 tenemos que ν(A) = 0.
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Cuando decimos que una medida es absolutamente continua, nos referi-
mos a una medida absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue.

Definición 1.7 (Medidas singulares). Sea (X,A) un espacio medible.
Una medida µ esta comcentrada en un conjunto E ∈ A, si µ(Ec) = 0.
Suponemos que µ y ν son dos medidas en (X,A). Entonces µ y ν son mu-
tuamente singulares, si existe un conjunto E ∈ A tal que µ esta concentrada
en E y ν esta concentrada en Ec.

Decimos que una medida es singular, si es singular respecto a la medida
de Lebesgue.

Teorema 1.1 (De descomposición de Lebesgue). Sean (X,A) un espa-
cio medible y µ una medida en (X,A). Entonces existen únicas medidas µac
y µs en (X,A) tales que

(i) µac es absolutamente continua,

(ii) µs es singular, y

(iii) µ = µac + µs.

La descomposición µ = µac + µs se llama la descomposición de Lebesgue de
µ; µac y µs son las partes absolutamente continua y singular de µ.

Sea ρ una función con las siguientes propiedades:

(i) ρ(λ) es una función monótona creciente,

(ii) ρ(λ) es continua por la derecha, i.e.

ĺım
ε→0+

ρ(λ+ ε) = ρ(λ),

entonces podemos definir una medida µ en el algebra de Borel de la siguiente
manera

µ((a, b]) = ρ(b)− ρ(a).

La medida µ se llama la medida de Borel-Stieltjes generada por ρ. Para
una medida de Borel-Stieltjes un punto singular λ0 puede tener la medida
positiva, si y solo si la función ρ(λ) es discontinua en λ0. La medida de un
punto singular λ0 esta dada por

µ({λ0}) = ρ(λ0)− ĺım
ε→0+

ρ(λ0 − ε).
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Puntos que tienen una medida estrictamente positiva se llaman puntos dis-
cretos de la medida. Una medida de Borel-Stieltjes puede tener a lo mas
un número numerable de puntos discretos. Si no hay puntos discretos, en-
tonces la función ρ(λ) es continua y la medida µ es una medida continua.
Para cualquier medida continua de Borel-Stieltjes, la medida de un conjunto
numerble de puntos es cero.

Por el Teorema de descomposición de Lebesgue 1.1, una medida de Borel-
Stieltjes dada µ puede descomponerse en partes absolutamente continua y
singular respecto a la medida de Lebesgue, µ = µac+µs. A su vez, la parte sin-
gular µs puede descomponerse en partes singular continua y discreta. Aśı µsc
es una medida singular continua en el sentido de que los puntos singulares
tienen medida cero. Por otro lado, la parte discreta µd de la medida µ esta
concentrada en aquellos puntos (un número finito o numerable) que tienen
medida positiva. Tomando µs = µsc+µd, podemos escribir la descomposición
completa

µ = µac + µsc + µd.

Una función f se llama la función de escalera si es una función monótona,
continua salvo un conjunto numerable de puntos y f es constante en trozos en
el complemento de este conjunto. Una función f se llama singular continua
si f ′ existe a.e. y es igual a cero a.e. La función f se llama absolutamente
continua si para cada ε > 0 existe un δ > 0 tal que

n∑
i=1

|xi − x′i| < δ ⇒
n∑
i=1

|f(xi)− f(x′i)| < ε.

En correspondencia con la descomposición de Lebesgue, cualquier función
monótona ρ(λ) se descompone (de manera única) en suma de funciones ab-
solutamente continua, singular continua y de escalera (parte puntual):

ρ(λ) = ρac(λ) + ρsc(λ) + ρp(λ).

1.3. Espacio Lp ( Ver [6, p.66] )

Definición 1.8 (Funciones medibles). Sean (X,A) un espacio medible y
A un subconjunto de X que pertenece a A. Una función f : A→ [−∞,+∞]
es A-medible, si para todo número real t el conjunto {x ∈ A : f(x) < t}
pertenece a A.
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Definición 1.9 (Espacio Lp). Sea (X,A, µ) un espacio medible. Lp(X,µ)
es el espacio de todas las funciones medibles en X tales que

∫
X
|f |p dµ <∞,

considerando dos funciones equivalentes si son iguales salvo un conjunto de
medida cero (a.e.)

Lp es un espacio métrico completo, con la norma

||f ||p =

(∫
X

|f |p dµ
)1/p

.

Si p = 2, en el espacio L2 podemos definir el producto escalar:

(f, g) =

∫
X

fg dµ

Teorema 1.2. Si {fn(x)} es una sucesión de funciones en Lp 1 ≤ p ≤ ∞
convergente en la métrica de Lp a una función f̂(x) y, además, fn(x) converge

a f(x) puntualmente para casi todo x, entonces f̂(x) = f(x) a.e.

Demostración. La sucesión {fn(x)} contiene una subsucesión que converge
a f̂(x) puntualmente a.e. ([6, Th.3.12, p. 70]). Como fn(x) converge a f(x)
puntualmente, esto implica que f̂(x) = f(x) a.e.

A continuación presentamos algunos de los fundamentales resultados de
la teoŕıa de la integración que vamos a usar repetidamente.

Teorema 1.3 (Teorema de convergencia monótona de Lebesgue).
Sea {fn} una sucesión de funciones medibles en X y suponemos que para
cada x ∈ X

(i) 0 ≤ f1(x) ≤ f2(x) ≤ · · · ≤ ∞,

(ii) fn(x) −−−→
n→∞

f(x).

Entonces la función f(x) es medible, y∫
X

fn dµ −−−→
n→∞

∫
X

f dµ

Demostración. Ver [6, Teor. 1.26, p.22]
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Teorema 1.4 (Lema de Fatou). Si fn : X → [0,∞] son medibles, entonces∫
X

(
ĺım inf
n→∞

fn

)
dµ ≤ ĺım inf

n→∞

∫
X

fn dµ.

Demostración. [6, Teor. 1.28, p.24] Sea gk(x) = inf
i≥k
fi(x). Entonces gk ≤ fk y

tenemos que∫
X

gk dµ ≤
∫
X

fk dµ y ĺım inf

∫
X

gk dµ ≤ ĺım inf

∫
X

fk dµ (1.1)

Tambien tenemos que 0 ≤ g1(x) ≤ g2(x) ≤ . . . , cada gk es medible y

gk(x) −−−→
k→∞

ĺım inf
n→∞

fn(x).

Por el Teorema de convergencia monótona 1.3 tenemos que∫
X

gk dµ −−−→
k→∞

∫
X

(
ĺım inf
n→∞

fn

)
dµ

y usando (1.1) obtenemos el enunciado del Teorema.

Teorema 1.5 (Teorema de convergencia dominada de Lebesgue).
Sea {fn} una sicesión de funciones medibles en X tales que

f(x) = ĺım
n→∞

f(x), ∀x ∈ X.

Si existe una función g ∈ L1(X,µ) tal que

|fn(x)| ≤ g(x)

entonces f ∈ L1(X,µ),

ĺım
n→∞

∫
X

|fn − f | dµ = 0

y

ĺım
n→∞

∫
X

fn dµ =

∫
X

f dµ.
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Demostración. [6, Teor. 1.34, p.27] Como |f | ≤ g y f es medible, tenemos
que f ∈ L1(X,µ). Además tenemos que |fn − f | ≤ 2g. Vamos a aplicar el
Lema de Fatou 1.4 a las funciones 2g − |fn − f |:∫

X

2g dµ =

∫
X

ĺım inf (2g − |fn − f |) dµ

≤ ĺım inf
n→∞

∫
X

(2g−|fn− f |) dµ =

∫
X

2g dµ+ ĺım inf
n→∞

(
−
∫
X

|fn − f | dµ
)

=

∫
X

2g dµ − ĺım sup
n→∞

(∫
X

|fn − f | dµ
)
.∫

X
2g dµ es finita y obtenemos

ĺım sup
n→∞

(∫
X

|fn − f | dµ
)
≤ 0.

Esto implica que ĺımn→∞
∫
X
|fn−f | dµ = 0 y, usando que

∣∣∫ f dµ∣∣ ≤ ∫ |f | dµ,
obtenemos ĺımn→∞

∫
X
fn dµ =

∫
X
f dµ.

Definición 1.10 (Espacio medible σ-finito). Sea (X,A, µ) un espacio
medible. Si X es una unión numerable de conjuntos Ei tales que µ(Ei) <∞,
entonces el espacio (X,A, µ) se llama σ-finito.

Teorema 1.6 (Teorema de Fubini). Sean (X,A, µ) y (Y,B, ρ) dos espa-
cios medibles σ-finitos y f(x, y) una función integrable en el espacio (X ×
Y,A× B, µ× ρ). Entonces∫

X×Y
f(x, y) d(µ× ρ) =

∫
X

(∫
Y

f(x, y) dρ

)
dµ

=

∫
Y

(∫
X

f(x, y) dµ

)
dρ

Si existe por lo menos una da las integrales∫
X

(∫
Y

|f(x, y)| dρ
)
dµ o

∫
Y

(∫
X

|f(x, y)| dµ
)
dρ

entonces f(x, y) es integrable en (X × Y,A × B, µ × ρ) y las igualdades se
cumplen.

Demostración. Ver [6, Teorema 7.8, p.150].
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1.4. Transformada de Fourier ( Ver [6, Cap. 9, p.192])

Si f ∈ L1(−∞,+∞) podemos definir la integral

f̂(t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f(x)e−ixt dx

para cada t real. La función f̂ se llama la transformada de Fourier de f .
Para las funciones en L2(−∞,+∞) tenemos el siguiente resultado prin-

cipal:

Teorema 1.7 (Teorema de Plancherel). A cada función f ∈ L2 le pode-
mos asociar una función f̂ ∈ L2 tal que se cumplen las siguientes propiedades

(a) Si f ∈ L1 ∩ L2, entonces f̂ es la transformada de Fourier de f previa-
mente definida.

(b) Para todo f ∈ L2, ||f̂ ||2 = ||f ||2.

(c) El mapeo f → f̂ es un isomorphismo del espacio de Hilbert de L2 sobre
L2.

(d) f y f̂ estan relacionadas de la siguiente manera simétrica: si

ϕA(t) =
1√
2π

∫ A

−A
f(x)e−ixt dx y ψA(x) =

1√
2π

∫ A

−A
f̂(t)eixt dt (1.2)

entonces ||ϕA − f̂ ||2 −−−→
A→∞

0 y ||ψA − f ||2 −−−→
A→∞

0

La propiedad (d) define la transformada de Fourier inversa.

Demostración. Ver [6, Teor. 9.13, p.200]

También podemos definir la transformada de Fourier para las funciones
f(x) ∈ Lp(−∞,+∞), 1 < p < 2 (ver [7]):

Teorema 1.8. Si f ∈ Lp(−∞,+∞), donde 1 ≤ p < 2, entonces la integral

f̂(t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f(x)e−ixt dx

converge para casi todo t y la función f̂(t) se llama la transformada de Fourier
de f(x).

Demostración. Ver [7, Teor. A]



1.5. CONVERGENCIA DE SERIES 9

1.5. Algunos criterios de convergencia de se-
ries ( Ver [10, Cap. 3, p. 51])

Vamos a necesitar los siguientes criterios de convergencia de series:

Teorema 1.9 (Criterio de comparación). Si |an| ≤ cn para n ≥ N0(N0 ∈
N) y si la serie

∑∞
n=1 cn converge, entonces también converge la serie

∑∞
n=1 an.

Demostración. Ver [10, Teor. 3.2, p. 52].

Teorema 1.10 (Criterio de la razón). La serie
∑∞

n=1 an

(a) converge si ĺım supn→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ < 1,

(b) diverge si
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ ≥ 1 para n ≥ n0, donde n0 es un número natural fijo.

Demostración. Ver [10, Teor. 3.34, p. 57]

Teorema 1.11. Suponemos que a1 ≥ a2 ≥ a≥ · · · ≥ 0. Entonces la serie∑∞
n=1 an converge si y solo si converge la serie

∞∑
n=1

2ka2k = a1 + 2a2 + 4a4 + 8a8 + . . . .

Demostración. Ver [10, Teor. 3.27, p. 53]

Observación 1.
N∑
n=1

n−1 ≥ lnN

Demostración.
N∑
n=1

n−1 ≥
∫ N

1

1

x
dx = lnN

Teorema 1.12 (Expansión de Taylor). Suponemos que f(x) es una fun-
ción real en el intervalo [a, b], n ∈ N, f (n−1)(x) es continua en [a, b], f (n)(x)
existe para cada t ∈ (a, b). Sean α, β dos puntos de [a, b] y definimos

P (t) =
n−1∑
k=0

fk(α)

k!
(t− α)k.



10 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Entonces existe un punto x entre α y β tal que

f(β) = P (β) +
fn(x)

n!
(β − α)n.

Demostración. Ver [10, Teor. 5.15, p. 95].

1.6. Representación integral de Herglotz
( Ver [25, Sec. II])

Para demostrar la representación integral de Herglotz primero necesita-
mos una serie de resultados preliminares:

Teorema 1.13 (Teorema de selección de Helly). Sean fn(x) funciones
reales monótonas no-decrecientes y k una constante positiva tal que

|fn(x)| < k (n = 1, 2 . . . ; a ≤ x ≤ b).

Entonces existe una sicesión de números n0 < n1 < . . . y una función acotada
no-decreciente f(x) tal que

ĺım
i→∞

fni
= f(x), (a ≤ x ≤ b).

Demostración. Ver [22, p. 165]

Teorema 1.14. Sea W (z, t) una función continua de dos variables, la vari-
able compleja z pertenece a un conjunto abierto G y la variable real t pertenece
al intervalo [a, b]. Entonces la función

H(z) =

∫ b

a

W (z, t) dt

es continua en el conjunto G.
Si, además, para cada t ∈ [a, b] la función W (z, t) en cada punto z ∈ G

tiene la derivada parcial W ′
z(z, t), continua respecto a ambas variables z y t,

entonces la función H(z) es anaĺıtica en G y

H ′(z) =

∫ b

a

W ′
z(z, t) dt

Demostración. Ver [23, Teor. 3.1, p. 107]
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Teorema 1.15 (Teorema de Cauchy sobre la expansión de una fun-
ción anaĺıtica en una serie de potencias). Sea f(x) una función anaĺıtica
en un dominio G, sea z0 un punto arbitrario de G y ∆ = ∆(z0) la distancia
entre z0 y la frontera de G. Entonces existe una serie de potencias

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)
n

convergente a f(z) en el disco {z ∈ G : |z − z0| < ∆}.

Demostración. Ver [24, Teor. 16.7, p. 361]

Teorema 1.16. Sean u(x, y) una función harmónica en el dominio G, v(x, y)
su conjugado harmónico y z0 algún punto de G. Sea ∆ = ∆(z0) la distancia
entre z0 y la frontera de G. Entonces u(x, y) y v(x, y) tienen las siguientes
expansiones

u(x, y) = u(r, θ) = α0 +
∞∑
n=1

(αn cosnθ − βn sinnθ)rn (1.3)

v(x, y) = v(r, θ) = β0 +
∞∑
n=1

(βn cosnθ + αn sinnθ)rn (1.4)

en el disco |z − z0| < ∆, donde z − z0 = reiθ.

Demostración. Sea f(z) una función anaĺıtica en G tal que su parte real es
igual a u(x, y). Por el Teorema 1.15 la finción f(z) tiene la expansión en serie
de potencias

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)
n

en el disco {z ∈ G : |z − z0| < ∆}. Sustituimos en esta expansión an =
αn + iβn, z − z0 = reiθ y tomando las partes real e imaginaria de

f(z) =
∞∑
n=0

(αn + iβn)r
n(cosnθ + i sinnθ)

obtenemos (1.3) y (1.4).
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Lema 1.1. Las series

ρ2 − r2

ρ2 + r2 − 2ρr cos(θ − φ)
= 1 + 2

∞∑
n=1

(
r

ρ

)n
cosn(θ − φ)

2ρr sin(θ − φ)

ρ2 + r2 − 2ρr cos(θ − φ)
= 2

∞∑
n=1

(
r

ρ

)n
sinn(θ − φ)

convergen uniformemente en cada subconjunto compacto del disco |z−z0| < ρ.

Demostración. Ver [26, p. 149].

La integral

1

2π

∫ 2π

0

f(ρ, φ)
ρ2 − r2

ρ2 + r2 − 2ρr cos(θ − φ)
dφ

con el nucleo

ρ2 − r2

ρ2 + r2 − 2ρr cos(θ − φ)
= Re

[
ρeiφ + reiθ

ρeiφ − reiθ

]
se llama la integral de Poisson. Vamos a demostrar que una propiedad carac-
teŕıstica de las funciones harmónicas es la representación en forma de integral
de Poisson:

Teorema 1.17. Sea u(x, y) una función harmónica en el dominio G con
el conjugado harmónico v(x, y). Sean z0 algún punto de G y ∆ = ∆(z0) la
distancia de z0 a la frontera de G. Entonces u(x, y) y v(x, y) pueden repre-
sentarse en forma de integrales de Poisson de la siguiente manera

u(r, θ) =
1

2π

∫ 2π

0

u(ρ, φ)
ρ2 − r2

ρ2 + r2 − 2ρr cos(θ − φ)
dφ (1.5)

v(r, θ) =
1

2π

∫ 2π

0

v(ρ, φ)
ρ2 − r2

ρ2 + r2 − 2ρr cos(θ − φ)
dφ (1.6)

para r < ρ < ∆ y cualquier θ. Además

v(r, θ) = β0 +
1

2π

∫ 2π

0

u(ρ, φ)
2ρr sin(θ − φ)

ρ2 + r2 − 2ρr cos(θ − φ)
dφ

en términos de u(r, θ).
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Demostración. Usamos la fórmula (1.3) reemplazando r por ρ (ρ < ∆), θ
por φ y n por m:

u(ρ, φ) = α0 +
∞∑
m=1

(αm cosmφ− βm sinmφ) ρm (1.7)

Usando la convergencia uniforme de (1.7) para todo ρ < ∆, multiplicamos
(1.7) por cos(nφ) e integramos término por término respecto a φ entre 0 y
2π. Como resultado obtenemos

α0 =
1

2π

∫ 2π

0

u(ρ, φ) dφ

αn =
1

2ρn

∫ 2π

0

u(ρ, φ) cos(nφ) dφ (n ≥ 1). (1.8)

De la misma manera, multiplicando (1.7) por sin(nφ) e integrando término
por término obtenemos

−βn =
1

2ρn

∫ 2π

0

u(ρ, φ) sin(nφ) dφ (n ≥ 1). (1.9)

La sustitución de (1.8) y (1.9) en (1.3) y (1.4) nos da

u(r, θ) =
1

2π

∫ 2π

0

u(ρ, φ) dφ+
∞∑
n=1

1

π

∫ 2π

0

u(ρ, φ)

(
r

ρ

)n
cosn(θ − φ) dφ

v(r, θ) = β0 +
∞∑
n=1

1

π

∫ 2π

0

u(ρ, φ)

(
r

ρ

)n
sinn(θ − φ) dφ

Por el Lema 1.1 obtenemos

u(r, θ) =
1

2π

∫ 2π

0

u(ρ, φ)
ρ2 − r2

ρ2 + r2 − 2ρr cos(θ − φ)
dφ

v(r, θ) = β0 +
1

2π

∫ 2π

0

u(ρ, φ)
2ρr sin(θ − φ)

ρ2 + r2 − 2ρr cos(θ − φ)
dφ.

Como (1.5) se cumple para cualquier función harmónica en G, podemos reem-
plazar u(r, θ) por v(r, θ) y obtenemos (1.6).
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Teorema 1.18. Una función anaĺıtica en el ćırculo |z| < 1 satisface la condi-
ción Ref(z) ≥ 0 para |z| < 1 si y solo si f(z) tiene la representación integral

f(z) =

∫ 2π

0

eiψ + z

eiψ − z
dρ(ψ) + ic (1.10)

donde ρ(ψ) es una medida de Borel positiva y finita en el intervalo [0, 2π] y
c es un número real.

Demostración. La función f(z) definida por (1.10) es anaĺıtica en el ćırculo
|z| < 1 por el Teorema 1.14. Si ponemos z = reiθ

Ref(z) =

∫ 2π

0

1− r2

1− 2r cos(θ − ψ) + r2
dρ(ψ) ≥ 0

para r < 1. Entonces la representación (1.10) es suficiente para que f(z)
tenga las propiedades indicadas en el Teorema.

Sea f(z) una función anaĺıtica en el ćırculo |z| < 1 y tal que Ref(z) ≥ 0
para |z| < 1. Vamos a considerar las funciones fn(z) = f(n−1

n
z). Las funciones

Refn(z) son harmónicas y no-negativas en el ćırculo cerrado |z| ≤ 1 y su
valor un(θ) = Re fn(z) en la frontera z = eiθ es no-negativo y continuo. Por
la fórmula integral de Poisson (Teorema 1.17) tenemos

Re fn(z) =

∫ 2π

0

1− r2

1− 2r cos(θ − ψ) + r2
dρn(ψ)

donde ρn = 1
2π

∫ ψ
0
un(θ) dθ es una función continua y monótona creciente

para 0 ≤ ψ ≤ 2π. Cuando z = 0 obtenemos

Ref(0) = Refn(0) =

∫ 2π

0

dρn(ψ) = ρn(2π)− ρn(0) = ρn(2π).

Entonces la sucesión {ρn(ψ)} satisface las condiciones del Teorema de Helly
(Teorema 1.13). Esto implica que existe una sucesión de números enteros
{nk} y una función monótona creciente ρ(ψ) tal que

ĺım
k→∞

nk = ∞, ĺım
k→∞

ρnk
(ψ) = ρ(ψ), 0 ≤ ρ(ψ) ≤ Ref(0).

Pasando al ĺımite en la fórmula para Refn(z) cuando nk →∞ obtenemos

ĺım
n→∞

fn(z) = f(z), |z| < 1 y

Ref(z) =

∫ 2π

0

1− r2

1− 2r cos(θ − ψ) + r2
dρ(ψ)



1.6. REPRESENTACIÓN INTEGRAL DE HERGLOTZ 15

para |z| < 1.
La función Imf(z) es harmónica en |z| < 1 y podemos determinarla

usando el hecho de que es conjugada a Ref(z) y asume el valor Imf(0) para
z = 0:

Imf(z) =

∫ 2π

0

2r sin(θ − ψ)

1− 2r cos(θ − ψ) + r2
dρ(ψ) + Imf(0).

Combinando las expresiones para Ref(z) y Imf(z), encontramos que

f(z) =

∫ 2π

0

eiψ + z

eiψ − z
dρ(ψ) + iImf(0)

Definición 1.11 (Funciones de Pick). Una función de Pick es una función
anaĺıtica en el semiplano superior con la parte imaginaria positiva.

Teorema 1.19 (Representación integral de Herglotz). Una función de
Pick F (ς) admite la representación integral en forma

F (ς) = aF + bF ς +

∫ +∞

−∞

[
1

t− ς
− t

t2 + 1

]
dµ(t) (1.11)

donde bF ≥ 0 y aF son dos constantes reales y µ(t) es una medida de Borel
en [−∞,+∞] tal que

∫
(t2 + 1)−1 dµ(t) es finita.

Demostración. Las transformaciones dadas por

z(ς) =
ς − i

ς + i
y ς(z) =

1

i

z + 1

z − 1
(1.12)

son transformaciones lineales fraccionarias, inversas una a la otra. ς(z) mapea
el disco unitario |z| < 1 en el semiplano superior, mientras que z(ς) transfor-
ma el semiplano superior de regreso al disco. Si f(z) es una función anaĺıtica
en el disco |z| < 1 con la parte real positiva, la función φ(ς) = if(z(ς)) es
una función de Pick; inversamente, si φ(ς) es una función de Pick, la función
f(z) = −iφ(ς(z)) es anaĺıtica en |z| < 1 con la parte real positiva. Entonces
existe una biyección entre estos dos clases de funciones.

Podemos encontrar la representación integral de Herglotz de φ(ς) usando
la representación para f(z) dada por el Teorema 1.18:

f(z) =

∫ 2π

0

eiψ + z

eiψ − z
dρ(ψ) + iImf(0).
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Si la medida dρ da peso positivo α > 0 al punto θ = 0, separamos este punto

f(z) =
1 + z

1− z
α− iβ +

∫ 2π

0

eiψ + z

eiψ − z
dρ′(ψ).

Vamos a formar if(z(ς)). Los primeros dos términos se reducen a ας + β y
la integral es igual a ∫ 2π

0

ς cos θ/2− sin θ/2

ς sin θ/2 + cos θ/2
dρ′(θ).

vamos a introducir el cambio de variables t = − cot θ/2 que mapéa el ćırculo
en el eje real y el punto z = 1 que quitamos al infinito. La medida dρ′ se
transforma en una medida finita υ(t) en el eje real y obtenemos

φ = ας + β +

∫ +∞

−∞

tς + 1

t− ς
dυ(t) donde

∫
dυ(t) < +∞

Finalmente tomando dµ(t) = (t2 + 1)dυ(t) obtenemos (1.11).

Lema 1.2. Sea F (ς) una función de Pick con la representación integral

F (ς) = aF + bF ς +

∫ +∞

−∞

[
1

t− ς
− t

t2 + 1

]
dµ(t) (1.13)

Entonces las constantes aF y bF estan determinadas por

aF = ReF (i), bF = ĺım
s→∞

ImF (is)

s
.

Demostración. De (1.13) tenemos que

F (i) = aF + i

(
bF +

∫
R

1

1 + t2
dµ(t)

)
entonces ReF (i) = aF . Tambien tenemos que

ImF (is)

s
= bF +

∫
R

1

s2 + t2
dµ(t).

Como 1
s2+t2

≤ 1
1+t2

(s ≥ 1) y la función 1
1+t2

es integrable respecto a µ,
podemos aplicar el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue 1.5 y en
el ĺımite cuando s→∞ obtenemos

ĺım
s→∞

ImF (is)

s
= bF .
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Lema 1.3. Sean F (ς) una función de Pick con la representación integral

F (ς) = aF + bF ς +

∫ +∞

−∞

[
1

t− ς
− t

t2 + 1

]
dµ(t) (1.14)

y V (z) = ImF (z). Normalizamos la medida µ de la siguiente manera:

µ(0) = 0 y µ(t) =
µ(t+ 0) + µ(t− 0)

2
.

Entonces para cualquier intervalo finito a < x < b

µ(b)− µ(a) = ĺım
ν→0

1

π

∫ b

a

V (x+ iν) dx.

Demostración. Ver [25, Lema 1, p. 24].

Ejemplo: Consideramos la función F (ς) = log ς. El logarifmo esta deter-
minado de tal manera que es real en el semieje positivo. Es una función de
Pick. Entonces

aF = Re log i = 0

bF = ĺım
s→∞

Im log is

s
= ĺım

s→∞

π/2

s
= 0

µ(b)− µ(a) = ĺım
ν→0

1

π

∫ b

a

Arg(x+ iν) dx =

{
0 en el semieje positivo

b− a en el semieje negativo

Entonces

log ς =

∫ 0

−∞

1

t− z
− t

t2 + 1
dt.

Teorema 1.20 (Teorema de Fatou). Sea f(z) una función anaĺıtica aco-
tada en el disco unitario |z| < 1. Entonces el conjunto de los puntos donde
el ĺımite

ĺım
r→1

f(reiθ)

no existe es de medida de Lebesgue cero.

Colorario 1.1. Sea F (z) una función de Pick. Entonces casi siempre respec-
to a la medida de Lebesgue existe el ĺımite

ĺım
y→0+

F (x+ iy).
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Demostración. Si la función F (z) es acotada, el resultado sigue del Teorema
de Fatou 1.20 usando las transformaciones (1.12).

Si la función F (z) no es acotada, entonces la función

G(z) = − 1

F (z) + i

es una función de Pick acotada y existencia de valores en la frontera de G(z)
implica la existencia de valores en la frontera de F (z).

1.7. Elementos de la teoŕıa de la probabilidad
(Ver [28, Cap. 5])

Un espacio de probabilidad es la tercia (Ω,F , P ), donde Ω es un conjunto,
F es una σ-algebra en este conjunto y P una medida en esta σ-algebra tal
que P (Ω) = 1. Vamos a llamar P la medida de probabilidad y los elementos
de F eventos.

Definición 1.12 (Variables aleatorias). Una variable aleatoria X en un
espacio de probabilidad (Ω,F , P ) es una función Borel-medible de Ω a R. Si
X, Y son dos variables aleatorias llamamos a X + iY una variable aleatoria
compleja.

Definición 1.13 (Veriables aleatorias independientes). Las variables
aleatorias X1, . . . Xn son independientes si ∀ B1, . . . Bn ∈ B(R) (σ-algebra de
Borel) tenemos

P{X1 ∈ B1, . . . Xn ∈ Bn} = P{X1 ∈ B1} . . . P{Xn ∈ Bn}

Definición 1.14 (Esperanzas matemáticas). Si X es una variable aleato-
ria en (Ω,F , P ), la esperanza matemática de X esta definida por

E(X) =

∫
Ω

X dP

si la integral existe.

Teorema 1.21 (Desigualdad de Chebyshev). Sean X una variable aleato-
ria no-negativa, 0 < p <∞ y 0 < ε <∞. Entonces

P{X ≥ ε} ≤ E(Xp)

εp
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Demostración. Ver [28, Teor. 5.10.7, p. 227].

Teorema 1.22 (Lema de Borel-Cantelli). Si A1, A2, · · · ∈ F y
∑∞

n=1 P (An) <
∞, entonces

P [
∞
∩
k=1

∞
∪
n=k

An] = 0.

Sean T1, T2, . . . y T variables aleatorias. Decimos que Tn convergen a
T casi seguro si P [Tn → T cuando n → ∞] = 1 y usamos la anotación
Tn → T a.s.

Teorema 1.23. Suponemos que

∞∑
n=1

E|Tn|p <∞

para algun p > 0. Entonces Tn → 0 a.s.

Demostración. [9, Teor. 2.1.3, p.13] Por el Teorema de convergencia monótona
de Lebesgue 1.3

∑∞
n=1E|Tn|p <∞ implica que E

∑∞
n=1 |Tn|p <∞ y

∑∞
n=1 |Tn|p <

∞ a.s. Entonces Tn → 0 a.s.

Teorema 1.24. Sea Tn una sucesión de variables aleatorias. Suponemos que
existe una variable aleatoria T y una sucesión de números nk → ∞ tal que
Tnk

→ T a.s. y

máx
nk−1<n≤nk

|Tn − Tnk−1
| → 0 a.s. cuando k →∞.

Entonces Tn → T a.s.

Demostración. [9, Lema 2.3.1, p.17] Para un número n dado escogemos nk
tal que nk−1 < n ≤ nk.

|Tn − T | ≤ |T − Tnk−1
|+ |Tn − Tnk−1

| ≤ |T − Tnk−1
|+ máx

nk−1<n≤nk

|Tn − Tnk−1
|

en la suma final ambos miembros convergen a cero a.s. cuando k →∞. Esto
implica que Tn → T a.s.

Teorema 1.25. Sean Xn (n ∈ N) variables aleatorias complejas. Suponemos
que existen números ρn ≥ 0 tales que

∑∞
n=1 ρn ln2 n <∞ y

E|Xn|2 +
n−1∑
m=1

|EXmXn| ≤ ρn.

Entonces ĺımN→∞
∑N

n=1Xn existe casi seguro.
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Demostración. Este resultado sigue esencialmnte de [9, Teor. 2.4.2]. Nosotros
necesitamos una versión para Xn complejas.

Sean g(j,N) = 2
∑j+N

n=j+1 ρn y h(j,N) = 2
∑j+N

n=j+1 ρn ln2 n. Tenemos que

E

∣∣∣∣∣
j+N∑
n=j+1

Xn

∣∣∣∣∣
2

≤
j+N∑
n=j+1

E|Xn|2 + 2

j+N∑
n=j+1

n−1∑
m=1

|EXmXn|

≤ 2

j+N∑
n=j+1

ρn = g(j,N) (1.15)

y

g(j, k) + g(j + k,m) ≤ g(j, k +m) (1.16)

h(j, k) + h(j + k,m) ≤ h(j, k +m) (1.17)

h(j, n) ≤ C (C es una constante que no depende de j y n) (1.18)

g(j, n) ≤ Ch(j, n)/ log2(j + 1) (1.19)

Usando (1.15), (1.18) y (1.19) obtenemos

E

∣∣∣∣∣
j+N∑
n=j+1

Xn

∣∣∣∣∣
2

≤ g(j,N) ≤ Ch(j,N)/ log2(j + 1)

≤ C2

log2(j + 1)
→ 0 cuando j →∞.

Entonces la sucesión {Sn =
∑n

i=1Xi, n ≥ 1} es una sucesión de Cauchy en
la norma de L2. Como L2 es un espacio completo existe S ∈ L2 tal que
E(Sn − S)2 → 0.

Vamos a demostrar que la subsucesión S2k → S a.s. Por el Teorema 1.23
es suficiente demostrar que

∑∞
k=1E|S − S2k |2 <∞. Usando otra vez (1.15),

(1.18) y (1.19)

E|S − S2k |2 = ĺım
n→∞

E|Sn − S2k |2 ≤ ĺım
n→∞

sup g(2k, n− 2k)

≤ C ĺım
n→∞

sup
h(2k, n− 2k)

log2(2k + 1)
≤ C2 log−2(2k + 1)

obtenemos que

∞∑
k=1

E|S − S2k |2 ≤ C2

∞∑
k=1

log−2(2k + 1) <∞
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demostrando que S2k → S a.s.
Para demostrar que Sn → S a.s. vamos a usar el Teorema 1.24. Hace falta

demostrar que

máx
2k−1<n≤2k

|Sn − S2k−1 | → 0 a.s cuando k →∞.

Para eso por el Teorema 1.23 es suficiente demostrar que

∞∑
k=1

E[ máx
2k−1<n≤2k

|Sn − S2k−1|2] <∞.

para demostrarlo vamos a necesitar el siguiente Lema:

Lema 1.4. Sea Mj,n = máxj<k≤n

∣∣∣∑j+k
i=j+1Xi

∣∣∣, entonces

EM2
j,n ≤ (log(2n)/ log 2)2 g(j, n).

Demostración. Ver [9, Teor. 2.4.1, p. 22]

Usando el Lema y (1.18), (1.19) obtenemos

∞∑
k=1

E[ máx
2k−1<n≤2k

|Sn − S2k−1|2] = M2k−1,2k−1

≤
∞∑
k=1

(
log(2k)

log 2

)2

g(2k−1, 2k−1) ≤ C
∞∑
k=1

(
log(2k)

log 2

)2
h(2k−1, 2k−1)

log2(2k−1 + 1)

≤ CĈ
∞∑
k=1

h(2k−1, 2k−1) ≤ C2Ĉ < ∞.

1.8. Fórmula de inversión de Stieltjes. (Ver [21,
cap. 14, sec. 3, p. 502])

Sea dρ(λ) una medida de Borel-Stieltjes tal que∫ ∞

−∞

dρ(λ)

λ2 + 1
<∞. (1.20)
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Entonces podemos definir

φ(x, y) =

∫ ∞

−∞

y dρ(λ)

(x− λ)2 + y2
.

La fórmula de inversión de Stieltjes nos permite expresar ρ(λ) en términos
de φ(x, y).

Teorema 1.26. Sean a y b puntos de continuidad de ρ(λ), entonces

ρ(b)− ρ(a) = ĺım
y→0

1

π

∫ b

a

φ(x, y) dx. (1.21)

Demostración. Ver [21, Teor. 3.1, p. 502]

Teorema 1.27. Si dρ1(λ) y dρ2(λ) son dos medidas de Borel-Stieltjes que
satisfacen la condición (1.20) y∫ ∞

−∞

y dρ1(λ)

(x− λ)2 + y2
=

∫ ∞

−∞

y dρ2(λ)

(x− λ)2 + y2

entonces dρ1(λ) = dρ2(λ).

Demostración. Por el Teorema 1.26 ρ1(b) − ρ1(a) y ρ2(b) − ρ2(a) coinciden
siempre cuando a, b son puntos de continuidad de ρ1 y ρ2. Entonces (asumien-
do que todas las funciones de variación acotada son continuas por la derecha)
obtenemos que ρ1(λ) y ρ2(λ) pueden diferenciarse solo por una constante.

En el siguiente teorema vamos a demostrar la densidad de las funciones
(E − z)−2 que usaremos en el capitulo 4.

Teorema 1.28.

Si

∫
d ρ1(λ)

(λ− z)2
=

∫
d ρ2(λ)

(λ− z)2
∀z ∈ C \ R (1.22)

donde d ρ1(λ) y d ρ2(λ) son dos medidas de Borel tales que ambas integrales
en (1.22) existen, entonces

d ρ1(λ) = d ρ2(λ).
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Demostración. Sean

F (z) =

∫
d ρ1(λ)

(λ− z)2
=

∫
d ρ2(λ)

(λ− z)2
(1.23)

y

v1(x, y) =

∫
y d ρ1(λ)

(λ− x)2 + y2

v2(x, y) =

∫
y d ρ2(λ)

(λ− x)2 + y2
.

Entonces tenemos que

ImF (z) = δv1/δx = δv2/δx

Esto implica que v1(x, y)− v2(x, y) ≡ c(y). Tenemos que

y

(x− λ)2 + y2
−−→
y→0

0

uniforme en el intervalo |λ| ≤ x+ 1 y como∣∣∣∣∫
|λ|>x+1

y dρi(λ)

(x− λ)2 + y2

∣∣∣∣ ≤ |y|
∣∣∣∣∫
|λ|>x+1

dρi(λ)

(x− λ)2

∣∣∣∣ −−→y→0
0

(
∫
|λ|>x+1

dρi(λ)
(x−λ)2

< ∞ por (1.20)) podemos concluir que ĺımy→0 v1(x, y) =

ĺımy→0 v2(x, y) = 0 y ĺımy→0 c(y) = 0. Entonces por el teorema 1.26 ten-
emos que

ρ1(b)− ρ1(a) = ĺım
y→0

1

π

∫ b

a

v1(x, y) dx = ĺım
y→0

1

π

∫ b

a

v2(x, y) + c(y) dx

= ρ2(b)− ρ2(a) + ĺım
y→0

1

π
(b− a)c(y) = ρ2(b)− ρ2(a).

y por el teorema 1.27 obtenemos que d ρ1(λ) = d ρ2(λ).



Caṕıtulo 2

El operador de Schrödinger en
una dimensión

En este caṕıtulo estan reunidos los principales resultados sobre los Op-
eradores de Schrödinger en la semirecta que usamos en el resto de la tesis.
Tambien damos una breve descripción de dos conocidos ejemplos de Pearson
[1] y Remling [2] que motivan los resultados de la tesis y los ponen en el con-
texto de los trabajos que se han hecho en este campo. El material de cada
sección es tomado de la referencia que indicamos al inicio de la sección, salvo
cuando en el texto se da otra referencia.

2.1. Extensión autoadjunta y la alternativa
de Weyl (Ver [30, cap.6, p. 231])

Vamos a considerar el operador diferencial de la forma

Ly = −y′′(x) + V (x)y(x) , 0 ≤ x <∞

donde V (x) es una función real y suponemos que V (x) ∈ L2
loc(0,∞). Es

la mı́nima condición necesaria para garantizar que L sea un operador en
C∞

0 (0,∞), el conjunto de funciones infinitamente diferenciables de soporte
compacto. Observamos que C∞

0 (0,∞) es un subconjunto denso de L2(0,∞).
Para poder aplicar el análisis espectral necesitamos definir una extensión

autoadjunta del operador L. Definimos esta extensión como el operador Hα

de la siguiente manera

Hαu = Lu para u ∈ D

24



2.1. EXTENSIÓN AUTOADJUNTA. ALTERNATIVA DE WEYL 25

donde u ∈ D si

(i) u, Lu ∈ L2(0,∞)

(ii) u, u′ son absolutamente continuas en cualquier subintervalo finito de [0,∞).

(iii) u(0) cosα+ u′(0) senα = 0 para algun α ∈ [0, π)

Segun la llamada alternativa de Weyl en el infinito pueden suceder dos
situaciones:

(i) para cada z ∈ C cada solución de la ecuación Lu = zu esta en L2(0,∞);
este caso se llama el caso de ćırculo ĺımite.

(ii) para cada z ∈ C no mas de una solución de la ecuación Lu = zu,
linealmente independiente, esta en L2(0,∞); este caso se llama el caso
de punto ĺımite y para cada z ∈ C \ R siempre hay una solución en
L2(0,∞).

Si para algún λ0 ∈ C \ R tiene lugar el caso de ćırculo ĺımite, entonces este
caso tiene lugar para cualquier λ ∈ C \ R.

Nosotros vamos a considerar la opción de punto ĺımite, ya que la mayoŕıa
de los casos del interés f́ısico o matemático son de punto ĺımite. En el caso
de punto ĺımite el operador Hα es un operador autoadjunto.

Tenemos el siguiente útil criterio

Teorema 2.1. Si V (x) ≥ −kx2, donde k es una constante positiva, entonces
tenemos el caso de punto ĺımite al infinito.

Demostración. Vamos a demostrar que la ecuación

−y′′ + V (x)y = 0

no tiene dos soluciones linealmente independientes en L2(0,∞). Suponemos
que φ(x) es una solución real de Ly = 0 y φ(x) ∈ L2(0,∞). Como φ′′ = V φ,
para c > 0 obtenemos∫ x

c

φ′′(t)φ(t)

t2
dt =

∫ x

c

V (t)φ2(t)

t2
dt ≥ −k

∫ x

c

φ2(t)dt

y como φ(x) ∈ L2(0,∞) existe una constante positiva k1 tal que

k1 ≥
∫ x

c

φ′′(t)φ(t)

t2
dt. (2.1)
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Integrando por partes (2.1) obtenemos∫ x

c

φ′′(t)φ(t)

t2
dt = −φ

′(x)φ(x)

x2
+

∫ x

c

{φ′(t)}2

t2
dt−

∫ x

c

2φ′(t)φ(t)

t3
dt ≤ k1(2.2)

Sea H(x) =
∫ x
c
{φ′(t)}2

t2
dt. Entonces, usando la desigualdad de Schwartz obten-

emos ∣∣∣∣∫ x

c

2φ′(t)φ(t)

t3
dt

∣∣∣∣2 ≤ k2

(∫ x

c

|φ′(t)||φ(t)|
t

dt

)2

≤ k2

(∫ x

c

(φ′(t))2

t2
dt

)1/2(∫ x

c

(φ(t))2 dt

)1/2

≤ k3H(x)

Entonces podemos reescribir (2.2) como

−φ
′(x)φ(x)

x2
+H(x)− k4H

1/2(x) ≤ k1. (2.3)

Si H(x) →∞ cuando x→∞ de (2.3) podemos concluir que

φ′(x)φ(x)

x2
>

1

2
H(x)

para x suficientemente grandes. Esto significa que φ(x) y φ′(x) tienen el
mismo signo para x grandes, que contradice al hecho de que φ(x) ∈ L2(0,∞),
entonces H(x) es acotada y∫ ∞

c

(φ′(x))2

t2
dt <∞. (2.4)

Ahora suponemos que φ(x) y ψ(x) son dos soluciones linealmente inde-
pendientes de la ecuación Ly = 0 y φ(x), ψ(x) ∈ L2(0,∞), i.e. suponemos
que para L tiene lugar el caso de ćırculo ĺımite. Podemos asumir que estas
soluciones son reales y el Wronskiano

W{φ, ψ} = φ(x)ψ′(x)− φ′(x)ψ(x) = 1.

Dividiendo el Wronskiano entre x, obtenemos

φ(x)
ψ′(x)

x
− φ′(x)

x
ψ(x) =

1

x
.

Por (2.4) y la desigualdad de Schwartz tenemos que la función en la parte
izquierda es integrable en (c,∞), pero la parte derecha no es integrable.
Entonces el caso del ćırculo ĺımite es imposible.
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2.2. Función espectral. Espectro. (Ver [21, Sec.
2.1, p. 38])

Estamos considerando la ecuación

y′′ + (λ− V (x)) = 0 , 0 ≤ x <∞ (2.5)

con la condición inicial

y(0) cosα+ y′(0) sinα = 0 (2.6)

Sea b un número positivo finito, β ∈ [0, π) y para empezar vamos a
considerar el problema de Sturm-Liouville en el intervalo finito

y′′ + (λ− V (x)) = 0 , 0 ≤ x ≤ b (2.7)

y(0) cosα+ y′(0) sinα = 0

y(b) cos β + y′(b) sin β = 0
(2.8)

Definición 2.1 (Valor propio y función propia). Si el problema (2.7)–
(2.8) tiene una solución no trivial y(x, λ0) para un cierto λ0, entonces λ0 es
un valor propio e y(x, λ0) es una función propia de este problema.

El problema (2.7)–(2.8) tiene un conjunto numerable de valores propios
{λn,b} (esto se sabe desde principios del siglo XIX por los trabajos de Sturm
y Liouville) y sean yn,b(x) = y(x, λn,b) funciones propias correspondientes.

Si f(x) ∈ L2(0, b) y

α2
n,b =

∫ b

0

y2
n,b(x) dx

entonces por la igualdad de Parseval∫ b

0

f 2(x) dx =
∞∑
n=1

1

α2
n,b

(∫ b

0

f(x)yn,b(x) dx

)2

(2.9)

Vamos a introducir la función espectral del problema de Sturm-Liouville
en el intervalo finito. Es una función de escalera, monótona creciente dada
por

ρb(λ) = −
∑

λ<λn,b≤0

1

α2
n,b

(λ ≤ 0)

ρb(λ) =
∑

0<λn,b≤λ

1

α2
n,b

(λ > 0).
(2.10)
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Entonces podemos reescribir la igualdad (2.9) en la siguiente forma∫ b

0

f 2(x) dx =

∫ +∞

−∞
F 2(λ) dρb(λ)

donde F (λ) =
∫ b

0
f(x)y(x, λ) dx.

El conjunto de las funciones monótanas {ρb(λ)} (−N ≤ λ ≤ N) es acota-
do. Entonces podemos escoger una sucesión {bk} tal que las funciones ρbk(λ)
convergen a una función monótona ρα(λ) (por el Teorema de Helly 1.13). La
función ρα(λ) es la función espectral del problema (2.5)–(2.6) y además,
para cualquier función f(x) ∈ L2(0,∞) tenemos la igualdad de Parseval∫ ∞

0

f 2(x) dx =

∫ +∞

−∞
F 2(λ) dρα(λ)

donde F (λ) (la transformada de Fourier generalizada) es el ĺımite en L2(0,∞)
de funciones

Fn(λ) =

∫ n

0

f(x)y(x, λ) dx.

Podemos usar la función espectral ρα(λ) para definir el espectro del op-
erador Hα.

Definición 2.2 (Espectro). El espectro del operador Hα es el complemento
de conjunto de los puntos en cuya vecindad la función espectral es constante.

La descomposición de la función espectral en partes absolutamente con-
tinua, singular continua y puntual define en forma similar las partes absolu-
tamente continua, singular continua y puntual del espectro. Aśı, por ejemplo,
el espectro singular continuo es el complemento de conjunto de los pun-
tos en cuya vecindad la parte singular continua de la función espectral es
constante.

Tiene lugar la siguiente fórmula (ver [17, formula A.9])

ĺım
R→∞

1

R1/2

R∫
−R

dρθ(x) =
2(1 + cot2 θ)

π
. (2.11)
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2.3. La función m de Weyl. (Ver [21, Sec. 2.2, p. 44])

Para introducir la función m de Weyl vamos a tomar dos soluciones lineal-
mente independientes u1(x, z) y u2(x, z) que satisfacen las siguientes condi-
ciones iniciales:

u1(0, z) = cosα, u′1(0, z) = sinα

u2(0, z) = sinα, u′2(0, z) = − cosα.
(2.12)

Por la alternativa de Weyl sabemos que para cada z ∈ C \ R existe una
solución uα(x, z) ∈ L2(0,∞). Esta solución la podemos expresar como com-
binación lineal de u1(x, z) y u2(x, z) :

uα(x, z) = u1(x, z) +mα(z)u2(x, z). (2.13)

El coeficiente en esta combinación lineal es una función de z y se llama la
función m de Weyl. La función m de Weyl es una función anaĺıtica en
C \ R y para a.e. x ∈ R tiene el ĺımite finito cuando nos acercamos a x en
forma perpendicular:

mα(x+ i0) = ĺım
y↓0

mα(x+ iy).

Tomamos dos condiciones de frontera distintas α1 6= α2 ( mod π) y sean
u1(x, z), u2(x, z) y v1(x, z), v2(x, z) soluciones de la ecuación de Schrödinger
que satisfacen las condiciones iniciales (2.12) para α1 y α2 correspondientes.
Por la definición de la función m de Weyl tenemos que

uα1(x, z) = u1(x, z) +mα1(z)u2(x, z) ∈ L2(0,∞)

uα2(x, z) = v1(x, z) +mα2(z)v2(x, z) ∈ L2(0,∞).

Por la alternativa de Weyl sabemos que no mas de una solución linealmente
independiente esta en L2(0,∞), entonces el Wronskiano W (uα1 , uα2) = 0.
Esto implica que

uα1(0, z)u
′
α2

(0, z)− u′α1
(0, z)uα2(0, z) = 0.

Usando las condiciones iniciales (2.12) obtenemos

(cosα1 +mα1(z) sinα1)(sinα2 −mα2(z) cosα2)

− (sinα1 −mα1(z) cosα1)(cosα2 +mα2(z) sinα2) = 0 y

cosα1 sinα2 − sinα1 cosα2 +mα1(z)(sinα1 sinα2 + cosα1 cosα2

−mα2(z)(sinα1 cosα2 − cosα1 sinα2))

−mα2(z)(cosα1 cosα2 + sinα1 sinα2) = 0
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Tomando γ = α2 − α1, podemos reescribir la última expresión como

mα1(z) =
1 + cot γ mα2(z)

cot γ −mα2(z)
(2.14)

Hay una estrecha relación entre la función espectral ρα(λ) y la función m
de Weyl. Antes de presentar esta relación vamos a introducir la función de
Green

G(x, y; z) =

{
[u1(x, z) +mα(z)u2(x, z)]u2(y, z), y ≤ x

[u1(y, z) +mα(z)u2(y, z)]u2(x, z), y > x
(2.15)

Tenemos la siguiente representación integral para la función G(x, y; z)

G(x, y; z) =

∫ ∞

−∞

u2(x, λ)u2(y, λ)

z − λ
dρα(λ) (z 6= R) (2.16)

(ver [21, Teor. 2.3.1, p.52]).

Teorema 2.2. Para cualquier z no real y α 6= 0 tiene lugar la siguiente
formula

m(z) = − cotα+

∫ ∞

−∞

dρα(λ)

z − λ
. (2.17)

Demostración. Usando (2.15), (2.16) y condiciones iniciales (2.12) tenemos
que

G(0, 0; z) = {cosα+m(z) sinα} =

∫ ∞

−∞

sin2 α

z − λ
dρα(λ)

y dividiendo entre sinα, obtenemos la fórmula.

Aplicando a (2.17) la fórmula de inversión de Stieltjes 1.21 obtenemos
que

ρα(λ+ ∆)− ρα(λ) =
1

π
ĺım
y→0

∫ λ+∆

λ

{−Immα(x+ iy)} dx. (2.18)
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2.4. Medida espectral y soportes minimales
(Ver [18])

Usando (2.18) podemos dar una clasificación del espectro en términos de
ĺımite da la parte imaginaria de la función m de Weyl. Para poder hacerlo
primero vamos a definir el soporte minimal de una medida.

Definición 2.3 (Soporte minimal). El conjunto S ⊂ R es soporte minimal
de una medida µ dada en R,si

(i) µ(R \ S) = 0,

(ii) S0 ⊂ S y µ(S0) = 0 ⇒ |S0| = 0.

El soporte minimal nos indica donde nuestra medida esta viviendo, salvo
los conjuntos de medida cero respecto a esta medida y medida de Lebesgue.

Sea µα(λ) la medida de Borel-Stieltjes generada por la función espectral
ρα(λ). Esta medida se llama la medida espectral. El análisis del espectro
que vamos hacer es en términos de soportes minimales de la medida espectral
y sus partes absolutamente continua, singular continua y puntual. Tiene lugar
el siguiente resultado.

Teorema 2.3. Los siguientes conjuntos son soportes minimales de la medida
espectral y de sus partes absolutamente continua, singular, singular cuntinua
y puntual:

M ′
µ = {x : 0 < Immα(x+ i0) ≤ ∞}

M ′
ac = {x : 0 < Immα(x+ i0) <∞}
M ′

s = {x : Immα(x+ i0) = ∞}
M ′

sc = {x : Immα(x+ i0) = ∞ y µα(x) = 0}
M ′

p = {x : Immα(x+ i0) = ∞ y µα(x) > 0}

Demostración. Ver [18, Propos.1].

La relación entre el conjunto de los soportes minimales de la medida
espectral y el espectro se aclara en el siguiente resultado

Teorema 2.4. Sea σ(Hα) el espectro del operador de Schrödinger. Entonces
existe un soporte minimal Mµ de la medida espectral µα(λ) tal que σ(Hα) =
Mµ. El mismo resultado tiene lugar para cada una de las partes absolutamente
continua y singular del espectro.
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Demostración. Ver [18, Lema 5].

Observación 2. En general los conjunto M ′
ac y M ′

s no estan contenidos en
los espectros respectivos.

Sean Eac(α) el conjunto de todos los soportes minimales de la parte ab-
solutamente continua y Es(α) el conjunto de todos los soportes minimales de
la parte singular. Hay una notable diferencia en el comportamiento de estos
conjuntos cuando la condición de frontera α varia:

Teorema 2.5. (i) Eac(α1) = Eac(α2) ∀ α1, α2.

(ii) Si para α1 6= α2 tenemos espectro singular, entonces Es(α1) 6= Es(α2).
Aun mas, existen soportes minimales Ms(α1) ∈ Es(α1) y Ms(α2) ∈
Es(α2) tales que Ms(α1) ∩Ms(α2) = ∅

Demostración. Ver [18, Lema 6].

Entonces, si las partes absolutamente continuas del espectro son equiv-
alentes para dos condiciones de frontera, las partes singulares son más bien
ortogonales.

Colorario 2.1. El conjunto S = {x : no existe ninguna condición de frontera
α tal que Immα(x+i0) = 0} es un soporte minimal de la parte absolutamente
continua del espectro.

Vamos a considerar el conjunto

∆0 = {x : Immα(x+ i0) > 0}.

Este conjunto es un soporte minimal de la parte absolutamente continua
del espectro. En efecto, los puntos que sobran aqúı en comparación con
la caracterización que dimos en el Teorema 2.3 son los puntos x donde
Immα(x + i0) = ∞. Este conjunto es de medida de Lebesgue cero y co-
mo se trata de una medida absolutamente continua pueden ser incluidos en
el soporte minimal.

Por el Colorario 2.1 lo único que puede soportar el complemento del
conjunto ∆0 para cualquier condición de frontera es la parte singular del
espectro.
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2.5. Criterios para el espectro absolutamente

continuo

En la sección anterior hemos vinculado la función m de Weyl con el es-
pectro del operador de Schrödinger. Por otro lado, la función m de Weyl
esta relacionada con las soluciones de la ecuación de Schrödinger. Entonces
de algún modo podemos relacionar el espectro con el comportamiento de las
soluciones. Esta conección puede resultar de gran utilidad, ya que muchas
veces es imposible encontrar en forma directa la función espectral o la fun-
ción m de Weyl, sin embargo se puede analizar el comportamiento asintótico
de las soluciones de la ecuación de Schrödinger.

Como un ejemplo de dicha relación vamos a presentar dos criterios que
usaremos en el siguiente caṕıtulo.

Teorema 2.6 (B. Simon). Suponemos que el potencial V (x) satisface la
siguiente condición:

sup
x

(∫ x+1

x−1

|V (y)|2 dy
)
<∞

y sea S = {λ : todas las soluciones de la ecuación (2.5) estan acotadas }.
Entonces el espectro es puramente absolutamente continuo en S en el sentido
de que

(i) ∀T ⊂ S, |T | > 0 tenemos que µacα (T ) > 0,

(ii) µsα(S) = 0.

Demostración. Ver [13, Teorema 1].

Sean H0 el operador de Schrödinger que corresponde a la condición de
frontera dada por α = 0 y Tλ(x, y) la matriz de transferencia, es una
matriz 2 × 2 que transforma

(
u′(x)
u(x)

)
en
(
u′(y)
u(y)

)
para las soluciones u de la

ecuación (2.5). Denotamos con || . || su norma.

Teorema 2.7 (Last, Simon). Sean xi, yi sucesiones arbitrarias en {x ∈
R |x > 0}. Entonces para a.e. λ en la parte absolutamente continua de la
medida espectral de H0 tenemos que

ĺım
j→∞

∫ xj+1

xj−1

dx

∫ yj+1

yj−1

dy||Tλ(x, y)|| <∞ (2.19)
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Demostración. Ver [12, Teor. 3.5C].

De este Teorema podemos obtener el siguiente colorario:

Colorario 2.2. Sea S = {λ : existen soluciones no acotadas de la ecuacion
(2.5)}, entonces µacα (S) = 0.

Demostración. Como ||Tλ(x, y)|| = sup
||u(y)||=1

||u(x)|| donde

||u(x)|| =
√
|u(x)|2 + |u′(x)|2, para λ ∈ S tenemos que

ĺım
j→∞

∫ xj+1

xj−1

dx

∫ yj+1

yj−1

dy||Tλ(x, y)|| = ∞

y por el teorema anterior podemos concluir que S no esta en la parte absoluta-
mente continua de la medida espectral de H0. Como las partes absolutamente
continuas son equivalentes para todas condiciones de frontera, obtenemos el
resultado para cualquier α.

Los siguientes resultados relacionan el espectro del operador de Schrödinger
con el comportamiento de potencial V (x).

Teorema 2.8. Si ĺımx→+∞ V (x) = A, entonces en el intervalo (−∞, A) el
operador Hα puede tener solamente eigenvalores discretos que pueden acu-
mularse solo en λ = A.

Demostración. Ver [11, Teorema 1,Sección 24.1, p.211].

Teorema 2.9. Si ĺımx→+∞ V (x) = 0, entonces el espectro continuo del op-
erador Hα cubre todo el semieje positivo.

Demostración. Ver [11, Colorario 1,Sección 24.1, p.214].

Colorario 2.3. Si ĺımx→+∞ V (x) = 0, entonces σess(Hα) = [0,∞).

Demostración. Por el Teorema 2.8 σess(Hα)∩ (−∞, 0) = ∅ y por el Teorema
2.9 σess(Hα) ⊃ [0,∞) entonces σess(Hα) = [0,∞).
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2.6. Dos ejemplos del espectro singular con-

tinuo

En esta sección vamos a describir brevemente dos ejemplos de poten-
ciales con espectro singular continuo. Estos ejemplos estan estrechamente
relacionados con los resultados de la tesis.

En 1978 Pearson en su trabajo [1] por primera vez dio un ejemplo explicito
de un potencial con espectro singular continuo y dio una interpretación f́ısica
de este tipo de espectro.

Vamos a describir brevemente el tipo de potenciales introducidos por
Pearson. Son potenciales de tipo barrera:

V (x) =
∞∑
n=1

gnVn(x− an)

donde gn > 0 son números, V (x) = χ[−Bn,Bn]W (x), aqúı χ[−Bn,Bn] es la fun-
ción caracteŕıstica del intervalo [−Bn, Bn] y W (x) ∈ Lloc1 (0,∞) Los intervalos
[an−Bn, an+Bn] son disjuntos y Ln = an−Bn−an−1−Bn−1 es la distancia
entre las barreras.

Para obtener un ejemplo de potencial con espectro singular continuo pode-
mos tomar barreras de la misma anchura y altura

Bn = B, gn = 1

y Ln → ∞ suficientemente rápido. Entonces para el operador Hα generado
por el potencial V (x) que acabamos de describir tenemos espectro singular
continuo en el semieje positivo:

σsc(Hα) ∩ (0,∞) 6= ∅.

El tipo de potenciales introducidos por Pearson se anulan en muchos
intervalos y através de la transformada de Prüfer permiten dar asintóticas
no triviales de las soluciones. Este tipo de potenciales fue usado en varios
trabajos. Por ejemplo en [8] se demuestra que cuando Bn = const, gn →
0, W (x) ≥ 0 es una función acotada y an/an+1 → 0 la condición

∑∞
n=1 g

2
n <

∞ es suficiente para tener espectro puramente absolutamente continuo en
(0,∞) para cualquier condición de frontera y la condición

∑∞
n=1 g

2
n = ∞ es

suficiente para que el espectro sea puramente singular continuo en (0,∞)
para cualquier condición de frontera.
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Remling en [2] en 1997 usando potenciales de tipo barrera dió el primer
ejemplo de potencial con espectro singular continuop sumergido en el espectro
absolutamente continuo. En su ejemplo Remling tomó las barreras de soporte
creciente, los gn tales que gn > 0 y

∑∞
n=1 g

2
n = ∞ y las distancias entre las

barreras crecen muy rápido (mas rápido que exponencialmente). Entonces
para el operador de Schrödinger con el potencial que acabamos de describir

σac(Hα) = σess(Hα) = [0,∞)

σp(Hα) ∩ (0,∞) = ∅

(σess(Hα) es el espectro esencial que es el espectro sin eigenvalores aislados)
y para un conjunto de condiciones de frontera de medida positiva tenemos

σs(Hα) ∩ (0,∞) 6= ∅.



Caṕıtulo 3

Ejemplo de potencial con
espectro singular soportado en
un conjunto denso.

En este caṕıtulo vamos a presentar una modificación de la construcción en
[2], que nos permite obtener espectro singular continuo sumergido en espec-
tro absolutamente continuo y donde el soporte del espectro singular es denso
en un subintervalo I del espectro absolutamente continuo, en el sentido que
para cualquier subintervalo de I existen condiciones de frontera (un subcon-
junto de medida positiva) para las cuales tenemos espectro singular en este
subintervalo. Esto nos da un ejemplo de los espectros realmente mezclados.

Para construir un potencial, tal que el correspondiente operador de Schrödinger
tenga regiones del espectro absolutamente continuo y singular continuo es su-
ficiente tomar una función W (x), que va a generar el potencial, tal que su

transformada de Fourier Ŵ (x) sea cero en algún conjunto S. Resulta que el
espectro absolutamente continuo esta soportado en S. Si W (x) es de soporte

compacto, Ŵ (x) no se anula, entonces necesitamos tomar una función de
barreras, donde las barreras son de soporte creciente, que convergen a una
función cuya transformada de Fourier se anula en S. Este ejemplo requiere
una construcción más complicada del conjunto que va a soportar la parte
singular continua que en [2], por que necesitamos un conjunto F tal que
él y su complemento FC (que va a soportar la parte absolutamente contin-
ua) sean esencialmente densos en un intervalo. Las lineas de demostración
siguen las ideas de [2]. La diferencia esta en que tomamos la transformada de

37
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Fourier de la función
∑∞

n=0 cnχFn(t) en lugar de la transformada de Fourier
de la función caracteŕıstica del conjunto F , que lleva a ligeros cambios en
la demostración de Lemas 3.1, 3.6 y se necesitan estimaciones un poco más
laboriosas cuando evaluamos el comportamiento de las soluciones al infinito
(en la demostración de Teorema 3.1, parte B).

3.1. La construcción del conjunto F .

Vamos a considerar, como en los ejemplos de Pearson [1] y Remling [2],
el potencial de tipo barrera

V (x) =
∞∑
n=1

gnVn(x− an) (3.1)

donde gn > 0, Vn ∈ L1([−Bn, Bn], los intervalos [an − Bn, an + Bn] son
disjuntos. Sean Ln = (an − Bn − an−1 − Bn−1) (donde a0 = B0 = 0) las
distancias entre barreras y

In =

∫ Bn

−Bn

|Vn(x)| dx (3.2)

Los Vn tienen siguiente forma

Vn(x) = χ(−Bn,Bn)(x)W (x) (3.3)

donde χ(−Bn,Bn)(x) es la función caracteŕıstica del intervalo (−Bn, Bn), y
definimos

W (x) =

∫
R

∞∑
n=0

cnχFn(t) cos 2xt dt (3.4)

donde cn > 0, tales que
∑∞

n=N cn ≤ C2(1−γ)N aqúı C es una constante, γ > 2
(por ejemplo cn = 2(1−γ)n) y Fn ⊂ [a, b] son conjuntos disjuntos tipo Cantor.
Cada uno de los conjuntos Fn esta construidos en los ”huecos” de algún
conjunto anterior y [a, b] ⊂ (0,∞) es un intervalo finito fijo.

Construimos los conjuntos Fn de la siguiente forma:

1. Vamos a construir el conjunto F0. Sean δn > 0 números suficientemente
pequeños y dados y n ∈ N. Fijamos I0 = [a, b] ⊂ (0,∞) y sea I1 =
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I0 \ (c
(0)
1 − δ0, c

(0)
1 + δ0) donde c

(0)
1 es el centro del segmento I0. En

general, si In es la unión disjunta de 2n intervalos cerrados con centros
en c

(n)
m (m = 1, 2n), sea In+1 = In \∪2n

m=1(c
(n)
m −δn, c(n)

m +δn). El conjunto
F0 = ∩∞n=1In es un conjunto tipo Cantor y tiene medida de Lebesgue
|F0| = b − a −

∑∞
n=0 2n+1δn. Asumimos que δn son suficientemente

pequeños para que
∑∞

n=0 2n+1δn < ∞ y |F0| > 0. Vamos a numerar
los intervalos que quitamos en la construcción del conjunto F0, sean
estos I1k, entonces I1k = (c

(n)
m − δn, c

(n)
m + δn) (para algunos n,m que

dependen de k).

2. En cada uno de los segmentos I1k construimos, como lo describimos en
el paso 1, un conjunto tipo Cantor F1k de medida positiva. Denotamos
los intervalos que quitamos en la construcción de los conjuntos F1k

como I2k. En cada uno de los intervalos I2k construimos un conjunto
tipo Cantor de medida positiva F2k.

3. En general en el paso i tenemos una sucesión de intervalos Iik y en ca-
da uno de ellos construimos un conjunto tipo Cantor Fik y denotamos
los intervalos que quitamos en la construcción de estos conjuntos con
I(i+1)k. Al final tomamos solamente la mitad de los conjuntos constru-
idos, por ejemplo los conjuntos construidos en los pasos impar F(2i+1)k

y los numeramos con un solo ı́ndice n ∈ N: Fn = F(2i+1)k (para al-
gunos i, k que dependen de n) y sea F = ∪∞n=0Fn. Sean Gn = F(2i)k y
G = ∪∞n=0Gn.

Los conjuntos F y G son esencialmente densos en el intervalo [a, b]. En
efecto, sea J ⊂ [a, b] un intervalo, existe Iij (i impar corresponde a F , i par
corresponde a G) tal que Iij ⊂ J y |F | ≥ |F ∩ J | ≥ |F ∩ Iij| ≥ |F ∩ Fij| =
|Fij| > 0 y lo mismo tenemos para el complemento de F .

En las demostraciones que vamos a dar a continuación, por comodidad
vamos a usar la misma letra C para anotar cualquier constante, cuyo valor
particular no tiene relevancia.

Lema 3.1. Sean F,W (x) como arriba. Suponemos que sup δn2
γn <∞ para

algún γ > 2. Entonces W (x) = O
(
(1 + |x|)−1+ 1

γ

)
.

Demostración. Sea Wi(x) =
∫

R χFi
(t) cos 2tx dt y el conjunto Fi = ∩∞n=0F

n
i ,

donde F 0
i es el intervalo en que esta construido el conjunto Fi, F

n+1
i =

F n
i \ ∪2n

m=1(c
n
(i)m − δ

(i)
n , cn(i)m + δ

(i)
n ) es la unión disjunta de 2n+1 intervalos
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cerrados con los centros cn+1
(i)m (m = 1, 2n+1) y 0 < δ

(i)
n ≤ δn son números

suficientemente pequeños, tales que
∑∞

n=0 2n+1δ
(i)
n < ∞ y |Fi| > 0. Vamos

a demostrar que |Wi (x) | ≤ C
(
(1 + |x|)−1+ 1

γ

)
donde C no depende de i y

usando esta estimación

|W (x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
i=0

ciWi(x)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
i=0

ci |Wi(x)| ≤
∞∑
i=0

ciC(1 + |x|)−1+1/γ ≤

≤ C(1 + |x|)−1+1/γ

∞∑
i=0

ci = O((1 + |x|)−1+1/γ).

obtenemos el anunciado de Lema. Aqui podemos intercambiar el orden de
integración y de suma por el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue
1.5.

Sean fni (x) =
∫
χFn

i
cos 2tx dt. Por la construcción de Fi

fn+1
i (x)− fni (x) =

∫
χFn+1

i
cos 2tx dt−

∫
χFn

i
cos 2tx dt

=

∫
(χFn+1

i
− χFn

i
) cos 2tx dt = −

∫
Fn

i \F
n+1
i

cos 2tx dt

= −
2n∑
m=1

∫ cn
(i)m

+δ
(i)
n

cn
(i)m

−δ(i)n

cos 2tx dt

=
−1

2x

2n∑
m=1

(sin 2x(cn(i)m + δ(i)
n )− sin 2x(cn(i)m − δ(i)

n ))

=
−1

x
sin 2xδ(i)

n

2n∑
m=1

cos 2xcn(i)m. (3.5)

Usando (3.5) podemos demostrar que la suma
∑∞

n=0

(
fn+1
i (x)− fni (x)

)
con-
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verge absolutamente a Wi(x):

∞∑
n=0

|fn+1
i (x)− fni (x)| ≤

∞∑
n=0

2n+1δ(i)
n ≤

∞∑
n=0

2n+1δn <∞ y

|fni (x)−Wi(x)| =

∣∣∣∣∫ χFn
i
(t) cos 2tx dt−

∫
χFi

(t) cos 2tx dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ (χFn
i
(t)− χFi

(t)
)
cos 2tx dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫
Fn

i \Fi

cos 2tx dt

∣∣∣∣∣
≤ |F n

i \ Fi| −−−→
n→∞

0.

Entonces tenemos

Wi (x) = f 0
i (x) +

∞∑
n=0

(
fn+1
i (x)− fni (x)

)
|Wi(x)| =

∣∣∣∣∣f 0
i (x) +

∞∑
n=0

(
fn+1
i (x)− fni (x)

)∣∣∣∣∣ ≤ 1

|x|

(
1 +

∞∑
n=0

2n
∣∣sin 2xδ(i)

n

∣∣) .
Para |x| > 2−γ, definimos N (x) ∈ N tal que satisface siguiente condición

2−γ < 2−γN(x) |x| ≤ 1. Ahora, vamos a considerar por separado las sumas∑
n<N(x) y

∑
n≥N(x) :

1

|x|

1 +

N(x)−1∑
n=0

2n
∣∣sin 2xδ(i)

n

∣∣ ≤ 1

|x|

1 +

N(x)−1∑
n=0

2n

 =
1

|x|
(
1 + 2N(x) − 1

)
=

2N(x)

|x|
≤ |x|−1+1/γ

y

1

|x|

∞∑
n=N(x)

2n
∣∣sin 2xδ(i)

n

∣∣ ≤
∞∑

n=N(x)

2n+1δ(i)
n ≤

∞∑
n=N(x)

2n+1δn

≤ C

∞∑
n=N(x)

2n+12−γn = C2
∞∑

n=N(x)

2(1−γ)n

= C2(1−γ)N(x)+1

∞∑
n=0

2(1−γ)n = C2(1−γ)N(x)+1 1

1− 21−γ

≤ C |x|−1+1/γ .
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Entonces, obtenemos |Wi (x)| ≤ C |x|−1+1/γ para |x| > 2−γ.

Para |x| ≤ 2−γ, |Wi (x)| ≤ |Fi| ≤ |F | y sea C = |F | (1 + 2−γ)
1−1/γ ⇒

|Wi (x)| ≤ C (1 + 2−γ)
−1+1/γ ≤ C (1 + |x|)−1+1/γ.

Lema 3.2. Sea f(k) =
∑∞

n=0 cnχGn(k). Existen funciones fN(k) ∈ C∞
0 (R),

fN(k) ≥ 0 tales que∫
R
|f(k)− fN(k)| dk ≤ C2(1−γ)N y∫

R
|f ′N(k)| dk ≤ C2N+1.

Demostración. Tenemos que∣∣∣∣∣f(k)−
N∑
n=0

cnχGn(k)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑

n=N+1

cnχGn(k)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=N+1

cn ≤ C2(1−γ)N .

Para cada conjunto de Cantor Gn n = 1, . . . N tomamos el conjunto GN
n que

obtuvimos en el paso N de la construcción. GN
n es una unión disjunta de 2N

intervalos cerrados:

GN
n = ∪2N

k=1[ak, bk].

Entonces

∣∣GN
n \Gn

∣∣ =
∞∑
n=N

2n+1δn ≤ C
∞∑
n=N

2n+12−γn ≤ C2N(1−γ)

(Ver Lema 3.1). Esto implica que

∫ ∣∣∣∣∣
N∑
n=0

cnχGn(k)−
N∑
n=0

cnχGN
n
(k)

∣∣∣∣∣ dk ≤
N∑
n=0

cn|GN
n \Gn| ≤ C2N(1−γ).

Aproximamos cada una de las funciones caracteristicas χGN
n
(k) n = 1, . . . N

que toman valores 0 y 1 y sus puntos de discontinuidad son ak, bk k = 1 . . . 2N

con las funciones fNn (k) ∈ C∞
0 (R), 0 ≤ fN(k) ≤ 1∫

R
|χGN

n
(k)− fNn (k)| dk ≤ 2(1−γ)N ,
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y tales que para la derivada de la función fNn (k) tenemos la siguiente esti-
mación:∫ ∣∣∣(fNn (k)

)′∣∣∣ dk =
2N∑
k=1

∫ ak+∆

ak−∆

(
fNn (k)

)′
dk −

∫ bk+∆

bk−∆

(
fNn (k)

)′
dk

donde ∆ > 0 es un número suficientemente pequeño. Entonces

∫ ∣∣∣(fNn (k)
)′∣∣∣ dk =

2N∑
k=1

fNn (ak + ∆)− fNn (ak −∆)

− fNn (bk + ∆) + fNn (bk −∆) =
2N∑
k=1

2 = 2N+1.

Esto implica que∫
R

(
N∑
n=0

cnχGN
n
(k)−

N∑
n=0

cnf
N
n (k)

)
dk ≤

N∑
n=1

cn2
(1−γ)N y

∫
R

(
N∑
n=0

cnf
N
n (k)

)′

dk ≤
N∑
n=0

cn

∫
|
(
fNn (k)

)′ | dk ≤ C2N+1

y tomamos fN(k) =
∑N

n=0 cnf
N
n (k).

3.2. Asintóticas de las soluciones.

Fijamos α ∈ [0, π) y, para k > 0, sea y (x, k) la solución de la ecuación de
Schrödinger en la semirecta

−y′′ (x) + V (x) y (x) = k2y (x) , x ∈ [0,∞) (3.6)

con la condición inicial y(0, k) = − sinα, y′ (0, k) = cosα.
Definimos las variables de Prüfer R (x, k) , ϕ (x, k) , tales que R (x, k) > 0,

ϕ (x, k) es continua en x y

y (x) = R (x) sinϕ (x) (3.7)

y′ (x) = R (x) k cosϕ (x)
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R,ϕ satisfacen las siguientes ecuaciones

(lnR)′ =
V

2k
sin 2ϕ (3.8)

ϕ′ = k − V

k
sin2 ϕ (3.9)

Denotamos con Rn(k) = R (an −Bn, k) , ϕn(k) = ϕ(an−Bn, k) y de (3.8),
(3.9) tenemos que

R(x, k) ≡ Rn(k) si x ∈ [an−1 +Bn−1, an −Bn] (3.10)

y ϕn (k) = ϕ (an−1 +Bn−1, k) + kLn (3.11)

Fijamos un intervalo J = [k1, k2] ⊂ (0,∞) . Para k ∈ J, podemos integrar
(3.8), (3.9) sobre el intervalo [an − Bn, an + Bn] y usando la expansión de
Taylor respecto al parámetro gnIn obtenemos

ln
Rn+1 (k)

Rn (k)
=
gn
2k

∫ Bn

−Bn

dxVn (x) sin 2θn (x, k) (3.12)

−g
2
n

k2

∫ Bn

−Bn

dxVn (x) cos 2θn (x, k)

∫ x

−Bn

dtVn (t) sin2 θn (t, k) +O
(
g3
nI

3
n

)
donde θn (x, k) = k(x+Bn) + ϕn (k) .
Suponemos que gnIn ∈ l3. Entonces podemos escribir (3.12) en la siguiente

forma

lnRN+1 (k) =
1

2k
Im

N∑
n=1

Xn (k)− 1

2k2
Re

N∑
n=1

Yn (k) (3.13)

+
1

8k2
Re

N∑
n=1

Zn (k) +
1

8k2

N∑
n=1

g2
n|̂Vn (2k) |2 + ρN (k)

donde |ρN (k) | ≤ C para todos N ∈ N, k ∈ J . Ponemos

V̂n (2k) =

∫ Bn

−Bn

Vn (x) e2ikxdx (3.14)

y

Xn (k) = gnV̂n (2k) e2i(ϕn(k)+kBn) (3.15)
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Yn (k) = g2
ne

2i(ϕn(k)+kBn)

∫ Bn

−Bn

dxVn (x) e2ikx
∫ x

−Bn

dtVn (t)

Zn (k) = g2
n

(
V̂n (2k)

)2

e4i(ϕn(k)+kBn).

Lema 3.3. Sea Cn = máxk∈J

∣∣∣∂ϕ(an−1+Bn−1,k)
∂k

∣∣∣. Suponemos que gnIn → 0

y (Ln +Bn) /Ln+1 → 0. Entonces existe una constante C = C (J) tal que
Cn ≤ CLn−1 y

máx
k∈J

∣∣∣∣d2ϕ(an−1 +Bn−1, k)

dk2

∣∣∣∣ ≤ C

(
1 +

n−1∑
m=1

gmImL
2
m

)

Demostración. Este resultado es de [8, Proposition 5.1].

3.3. Espectro mixto

Para la demostración del teorema principal vamos a necesitar los sigu-
ientes lemas.

Lema 3.4. Sean Bn, αn, βn ≥ 0 números reales tales que

Bn ≤ Bn−1 + 2αn
√
Bn−1 + βn (n ≥ 1)

entonces √
Bn ≤

√
B0 +

n∑
k=1

αk +

√√√√ n∑
k=1

βk.

Demostración. Este resultado es de [8, Lemma 6.2].

Lema 3.5. Sean Xn (n ∈ N) variables complejas aleatorias. Suponemos que
existen números ρn ≥ 0 tales que

∑
ρn ln2 n <∞ y

E |Xn|2 +
n−1∑
m=1

∣∣EXmXn

∣∣ ≤ ρn,

donde EXn =
∫
Xn(k) dP (k) son las esperanzas matemáticas respecto a al-

guna medida de probabilidad dP (k). Entonces ĺımN→∞
∑N

n=1Xn existe casi
seguro, respecto a esta medida de probabilidad.
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Demostración. Este resultado es de [9], ver Teorema 1.25.

Ponemos εn =
(∫

|x|>Bn
|W (x)|2 dx

) 1
2
.

Lema 3.6. a) ĺımn→∞ V̂n(2k) = π/2
∑∞

n=0 cnχFn∪−Fn(k) para casi toda k.

b) Sea f (k) una función acotada, entonces existe una constante C = C(f),
tal que ∫ ∣∣∣∣∣V̂n(2k)− π/2

∞∑
n=0

cnχFn∪−Fn(k)

∣∣∣∣∣
2

f(k) dk ≤ Cε2
n

Demostración. a) Como γ > 2, Lema 3.1 demuestra que W (x) ∈ Lp(R) ∩
L2(R) para algún 1 < p < 2. Entonces, por el Teorema 1.8 la integral∫ Bn

−Bn
W (x)e2ixk dx converge puntualmente a

∫ +∞
−∞ W (x)e2ixk dx, cuando Bn →

∞. El ĺımite puntual coincide con el ĺımite de V̂n(2k) =
∫ Bn

−Bn
W (x)e2ixk dx en

la métrica de L2(R). Por el Teorema de Plancherel 1.7 este ĺımite es la trans-
formada de Fourier inversa de W (x) y es igual a π/2

∑∞
n=0 cnχFn∪−Fn(k),

tomando en cuenta que
2W (x) =

∫ ∑∞
n=0 cnχFn∪−Fn(t)e2ixt dt. Entonces∫ +∞

−∞
W (x)e2ixk dx = ĺım

Bn→∞

∫ Bn

−Bn

W (x)e2ixk dx = π/2
∞∑
n=0

cnχFn∪−Fn(k)

b)Para demostrar el punto b), vamos a usar la fórmula de Plancherel (1.2)
para la función χ|x|>BnW (x) ∈ L2(R) (Lema 3.1).
Sea

∫
χ|x|>BnW (x) e2ikx dx su transformada de Fourier inversa (en el sentido

de L2(R)). Por la fórmula de Plancherel∫ ∣∣∣∣∫ χ|x|>BnW (x)e2ikx dx

∣∣∣∣2 dk = π

∫ ∣∣χ|x|>BnW (x)
∣∣2 dx

= π

∫
|x|>Bn

|W (x) |2dx = πε2
n (3.16)

Ahora, usando a)

V̂n (2k)− π/2
∞∑
n=0

cnχFn∪−Fn (k)

=

∫ Bn

−Bn

χ(−Bn,Bn)W (x)e2ikx dx−
∫ ∞

−∞
W (x)e2ikx dx =

∫
|x|>Bn

W (x) e2ikx dx
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y finalmente usando (3.16)

∫ ∣∣∣∣∣V̂n (2k)− π/2
∞∑
n=0

cnχFn(k)

∣∣∣∣∣
2

f(k) dk

=

∫ ∣∣∣∣∫
|x|>Bn

W (x) e2ikx dx

∣∣∣∣2 f(k) dk ≤ Cε2
n

Ahora podemos demostrar el resultado principal.

Teorema 3.1. Supongamos que el conjunto F cumple con las condiciones
de Lema 3.1 para un γ > 6. Sean gn = n−

1
2 , Bn = nβ donde (1− 2/γ)−1 <

β < γ/8 y Ln tales que nβ/2γLn−1/Ln → 0. Entonces, para el operador de
Schrödinger en la semirecta Hα con el potencial V (x) =

∑∞
n=0 gnVn (x− an)

donde Vn(x) = χ(−Bn,Bn)W (x) y W (x) =
∫ ∑∞

n=0 cnχFn(k) cos 2kx dk ten-
emos que σac (Hα) = σess (Hα) = [0,∞), σp (Hα) ∩ (0,∞) = ∅ y, para un
conjunto (que depende de I) de condiciones de frontera α de medida positi-
va, σsc (Hα) ∩ I 6= ∅ para todo intervalo I ⊂ [a, b].

Demostración. Para demostrar el teorema , primero observamos que V (x) → 0

esto implica que σess (Hα) = [0,∞) (ver Colorario 2.3). En el paso A de-
mostraremos que la ecuación (3.6) no tiene soluciones en L2(0,∞), lo que
implica que no tenemos espectro puntual en la semirecta [0,∞). En el pa-

so B demostraremos que para casi toda k ∈ FC (referimos al conjunto
G∪(R\[a, b]) como el conjunto FC) todas las soluciones de (3.6) son acotadas,

esto implica que el espectro absolutamente continuo esta soportado en
(
FC
)2

y cerrando el conjunto
(
FC
)2

, denso en [0,∞), obtenemos σac(Hα) = [0,∞).

En el paso C se demostrará que para casi toda k ∈ F tenemos soluciones
de (3.6) no acotadas, entonces la parte absolutamente continua de la medi-
da espectral no ve el conjunto F 2, y tenemos el espectro singular continuo
soportado en este conjunto.

A.Demostraremos que no hay soluciones de (3.6) y (x, k) ∈ L2(0,∞). La
clave aqúı es el rápido crecimiento de las separaciones entre las barreras que
no permite tener soluciones en L2(0,∞).
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Usando (3.10) y (3.11), tenemos que∫ ∞

−∞
|y (x, k)|2 dx =

∫ ∞

−∞
|R (x)|2 |sinϕ (x)|2 dx

≥
∞∑
n=2

∫ an−Bn

an−1+Bn−1

|R(x)|2 |sinϕ(x)|2 dx

=
∞∑
n=2

∫ an−Bn

an−1+Bn−1

R2
n |sin(ϕ (an−1 +Bn−1, k) + kx)|2 dx

=
∞∑
n=2

R2
n

2

∫ an−Bn

an−1+Bn−1

1− cos 2(ϕ (an−1 +Bn−1, k) + kx) dx

=
∞∑
n=2

R2
n

2

(
Ln −

1

2k
sin 2(ϕ (an−1 +Bn−1, k) + kx)

∣∣∣an−Bn

an−1+Bn−1

)
≥

∞∑
n=2

R2
n

2
(Ln −

1

k
).

Vamos a demostrar la estimación de Gronwall

R(x) ≤ Rn+1 para x ∈ [an −Bn, an +Bn]. (3.17)

De (3.8) tenemos que R′ (x) = R (x) V (x)
2k

sin 2ϕ (x). Integrando esta ecuación,
obtenemos ∫ an+Bn

x

R′(t) dt =

∫ an+Bn

x

R(t)
V (t)

2k
sin 2ϕ(t) dt y

R(x) = R(an +Bn)−
∫ an+Bn

x

R(t)
V (t)

2k
sin 2ϕ(t) dt

R(x) > 0, W (t) es una función acotada y tenemos que

R(x) ≤ R (an +Bn) + C
gn
2k

∫ an+Bn

x

R (t) dt

≤ R (an +Bn) + C

∫ an+Bn

x

R (t) dt.

Sea φ (x) = R (an +Bn) + C
∫ an+Bn

x
R (t) dt

−φ′(x) = CR(x) ≤ Cφ(x) ⇒(
eCxφ (x)

)′ ≥ 0
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y la función eCxφ (x) es monótona creciente. Entonces,

eC(an+Bn)φ (an +Bn) = eC(an+Bn)Rn+1

≥ eC(an+Bn)φ(x) ≥ eC(an+Bn)R(x)

y R(x) ≤ Rn+1

En particular tenemos que

Rn ≤ Rn+1. (3.18)

Usando (3.18) vamos a demostrar que la serie
∑∞

n=2
R2

n

2
(Ln − 1

k
) diverge

∞∑
n=2

R2
n

2
(Ln −

1

k
) ≥

∞∑
n=m

R2
n

4
Ln (Ln →∞)

Por el criterio de la razón

ĺım
n→∞

R2
n+1Ln+1

R2
nLn

≥ ĺım
n→∞

Ln+1

Ln
= ∞

esta suma diverge. Entonces
∫∞
−∞ |y (x, k)|2 dx ≥

∑∞
n=2

R2
n

2
(Ln − 1

k
) = ∞.

B. Para probar que para casi todo k ∈ F c todas las soluciones de (3.6)
son acotadas demostraremos, usando Lema 3.5 y (3.13), que |lnRN | <∞ si
N →∞ para casi todo k ∈ F c.

Primero vamos a demostrar algunas estimaciones que usaremos a lo largo
de la demostración. Usando Lema 3.1, obtenemos:

In =

∫ Bn

−Bn

|Vn (x)| dx =

∫ Bn

−Bn

|W (x)| dx ≤ C

∫ Bn

0

(1 + x)−1+1/γ dx

= Cγ
(
(1 +Bn)

1/γ − 1
)

= Cγ
((

1 + nβ
)1/γ − 1

)
≤ Cnβ/γ

Entonces tenemos

In ≤ Cnβ/γ (3.19)

εn =

(∫
|x|>Bn

|W (x)|2 dx
)1/2

≤ C

(∫
x>Bn

(1 + x)2(−1+1/γ)dx

)1/2

≤ C
(
nβ(−1+2/γ)

)1/2
= Cn−β/2+β/γ
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y obtenemos

εn ≤ Cn−β/2+β/γ (3.20)

Como γ > 6, β > 0 ⇒ β (1/γ − 1/2) < 0 ⇒ εn −−−→
n→∞

0. También tenemos

que
∑

(gnIn)
3 <∞ :

(gnIn)
3 ≤ Cn−3/2n3β/γ = Cn3(β/γ−1/2)

y 3(β/γ − 1/2) < −1 por las condiciones del Teorema. Esto implica que
podemos usar fórmula (3.13).

Vamos a demostrar siguiente estimación:

n−1∑
s=1

gsIsL
2
s ≤ Cn−1/2+β/γL2

n−1. (3.21)

Como tenemos que Ln−1/Ln → 0, podemos encontrar C, α > 0 tales que
L2
s/L

2
n−1 ≤ Ce−α(n−s) para todos s ≤ n− 1. Entonces tenemos

n−1∑
s=1

gsIsL
2
s ≤ CL2

n−1e
−αn

n−1∑
s=1

s−1/2+β/γeαs

≤ CL2
n−1e

−αn
∫ n

1

s−1/2+β/γeαsds ≤ Cn−1/2+β/γL2
n−1.

Tenemos las siguientes estimaciones para
∣∣∣V̂n∣∣∣ y

∣∣∣V̂ ′
n

∣∣∣
∣∣∣V̂n(2k)∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ Bn

−Bn

Vn (x) e2ikxdx

∣∣∣∣ ≤ ∫ Bn

−Bn

|Vn (x)| dx = In (3.22)∣∣∣V̂ ′
n(2k)

∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ Bn

−Bn

(2ix)Vn (x) e2ikxdx

∣∣∣∣ ≤ 2BnIn (3.23)

Sea [c, d] cualquier subintervalo finito de [0,∞) e introducimos la función

f(k) =
∞∑
n=0

cnχGn(k) + χ[c,d](k)− χ[a,b](k)

([a, b] es el intervalo donde construimos el conjunto F ). Tenemos que f(k) = 0
si k ∈ F y f(k) > 0 si k ∈ G o k ∈ [c, d] \ [a, b]. Consideramos la medida
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dP (k) = cf(k) dk, donde c es una constante tal que
∫
dP (k) = 1. Vamos

a demostrar que Xn satisfacen las condiciones de Lema 3.5 con la medida
dP (k). Vamos a estimar EXmXn (m ≤ n), donde las esperanzas son calcu-
ladas respecto a la medida de probabilidad dP (k). Por el Lema 3.2 existen
funciones fN(k) ∈ C∞

0 (0,∞) (N ∈ N) tales que fN ≥ 0 y∫
|f(k)− fN(k)| dk ≤ C2(1−γ)N ,

∫
|f ′N(k)| dk ≤ C2N+1 (3.24)

(γ es de Lema 1).
Usando (3.15), (3.24), (3.22), obtenemos

|EXmXn| = Cgmgn

∣∣∣∣∫ f(k)V̂m(2k)V̂n(2k)e
2i(φm(k)−φn(k)+k(Bn−Bm))dk

∣∣∣∣
≤ Cgmgn

(
InIm

∫
|f(k)− fN(k)| dk (3.25)

+

∣∣∣∣∫ fN(k)V̂m(2k)V̂n(2k)e
2i(φm(k)−φn(k)+k(Bn−Bm))dk

∣∣∣∣)
Sean en (3.25)

I = Cgmgn

(
InIm

∫
|f(k)− fN(k)| dk

)
y

II = Cgmgn

∣∣∣∣∫ fN(k)V̂m(2k)V̂n(2k)e
2i(φm(k)−φn(k)+k(Bm−Bn))dk.

∣∣∣∣
Podemos estimar I usando (3.24)

I ≤ CgmgnImIn2
(1−γ)N (3.26)

Integrando por partes, obtenemos para II

II = C
gmgn

2

(∫ ∣∣∣∣∣ V̂ ′
m(2k)V̂n(2k)fN(k)

φ′m(k)− φ′n(k) +Bm −Bn

+
V̂m(2k)V̂ ′

n(2k)fN(k)

φ′m(k)− φ′n(k) +Bm −Bn

+
V̂m(2k)V̂n(2k)f

′
N(k)

φ′m(k)− φ′n(k) +Bm −Bn

− (V̂m(2k)V̂n(2k)fN(k))(φ′′m(k)− φ′′n(k))

(φ′m(k)− φ′n(k) +Bm −Bn)2

∣∣∣∣∣ dk
)
.

(3.27)
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Vamos a estimar cada uno de los términos de (3.27). Para los primeros dos
términos, usando (3.22), (3.23), Lema 3.3 y (3.11), tenemos

C
gmgn

2

∫ ∣∣∣∣∣ V̂ ′
m (2k) V̂n (2k)fN (k)

ϕ′m (k)− ϕ′n (k) +Bm −Bn

∣∣∣∣∣ dk ≤ Cm−1/2n−1/2 InBmIm
Ln

(3.28)

Para el tercer término de (3.27), usando (3.24) tenemos

C
gmgn

2

(∫ ∣∣∣∣∣ (V̂m(2k)V̂n(2k)f
′
N(k))

(φ′m(k)− φ′n(k) +Bm −Bn)

∣∣∣∣∣ dk
)

≤ Cn−1/2m−1/2 ImIn
Ln

∫
|f ′N(k)| dk ≤ Cn−1/2m−1/22N+1 ImIn

Ln
(3.29)

Para estimar el último término en (3.27), vamos a necesitar la siguiente esti-
mación

∫ ∣∣∣V̂m(2k)V̂n(2k)
∣∣∣ f(k) dk

≤
∫ ∣∣∣V̂m(2k)

∣∣∣2 f(k) dk

∫ ∣∣∣V̂n(2k)∣∣∣2 f(k) dk

por la desigualdad de Schwartz. Como supp f ∩ F = ∅
(donde supp f es el soporte de la función f) tenemos

=

∫ ∣∣∣∣∣V̂m(2k)− π/2
∞∑
n=0

χFn∪−Fn(x)

∣∣∣∣∣
2

f(k) dk

×
∫ ∣∣∣∣∣V̂n(2k)− π/2

∞∑
n=0

χFn∪−Fn(x)

∣∣∣∣∣
2

f(k) dk

y por Lema 3.6 ≤ cεnεm (3.30)
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Entonces para el último término en (3.27) tenemos

C
gmgn

2

∫ ∣∣∣∣∣ V̂m (2k) V̂n (2k)fN (k) (ϕ′′m (k)− ϕ′′n (k))

(ϕ′m (k)− ϕ′n (k) +Bm −Bn)2

∣∣∣∣∣ dk,
usamos Lema3.3

≤ Cgmgn

n−1∑
s=1

gsIs
L2
s

L2
n

∫ ∣∣∣V̂m (2k) V̂n (2k)
∣∣∣ fN (k) dk

usamos (3.21)

≤ Cm−1/2n−1+β/γL
2
n−1

L2
n

∫ ∣∣∣V̂m (2k) V̂n (2k)
∣∣∣ fN (k) dk

= Cm−1/2n−1+β/γL
2
n−1

L2
n

(∫ ∣∣∣V̂m (2k) V̂n (2k)
∣∣∣ (fN (k)− f(k)) dk

+

∫ ∣∣∣V̂m (2k) V̂n (2k)
∣∣∣ f(k) dk

)
y usamos(3.30), (3.24)

≤ Cm−1/2n−1+β/γL
2
n−1

L2
n

(
ImIn2

(1−γ)N + cεnεm
)

(3.31)

En conclusión, usando (3.26), (3.28), (3.29) y (3.31) tenemos que EXmXn

satisface la siguiente estimación:

∣∣EXmXn

∣∣ ≤ Cm−1/2n−1/2ImIn2
(1−γ)N + C

m−1/2n−1/2InImBn

Ln

+ C
n−1/2m−1/2InImBm

Ln
+ Cn−1/2m−1/22N+1 ImIn

Ln

+ Cm−1/2n−1+β/γL
2
n−1

L2
n

(
ImIn2

(1−γ)N + cεnεm
)

usando (3.19), (3.20) y reagrupando, obtenemos

≤ Cm−1/2+β/γn−1/2+β/γ

(
2(1−γ)N +

2N+1 +mβ + nβ

Ln

+ ((mn)−β/2 + 2(1−γ)N)n−1/2+β/γL
2
n−1

L2
n

)
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Tomamos N = n y sumamos sobre m

n−1∑
m=1

∣∣EXmXn

∣∣ ≤ Cn−1/2+β/γ

((
2(1−γ)n +

2n+1 + nβ

Ln

) n−1∑
m=1

m−1/2+β/γ

+
1

Ln

n−1∑
m=1

m−1/2+β/γ+β +
L2
n−1

L2
n

n−1/2+β/γ

(
n−β/2

n−1∑
m=1

m−1/2+β/γ−β/2

+2(1−γ)n
n−1∑
m=1

m−1/2+β/γ

))
.

Asumimos que las potencias de m son positivas. La demostración en el caso
contrario es completamente análoga. (La parte de mayor interés para nosotros

es de decrecimiento más lento
L2

n−1

L2
n
n−1+2β/γn−β/2

∑n−1
m=1m

−1/2+β/γ−β/2 y en

este miembro la potencia de m, −1/2+β/γ−β/2, es siempre positiva por las
condiciones del Teorema.) Tomamos en cuenta que 2(1−γ)n → 0 muy rápido
(como γ > 6), entonces

n−1∑
m=1

∣∣EXmXn

∣∣ ≤ C

(
n−1/2+β/γ 2n+1 + nβ

Ln
n1/2+β/γ

+
n2β/γ+β

Ln
+
L2
n−1

L2
n

n−1+2β/γ
(
n−β/2n1/2+β/γ−β/2))

= C

(
n2β/γ 2n+1 + nβ

Ln
+
n2β/γ+β

Ln
+
L2
n−1

L2
n

n−1/2+3β/γ−β
)

= C

(
2n+1nc1

Ln
+
nc2

Ln
+
L2
n−1

L2
n

n−1/2+3β/γ−β
)

(3.32)

para algunos c1, c2.
Para estimar E |Xn|2 usamos el hecho de que supp f ∩ F = ∅ y Lema

3.6a)

E |Xn|2 = Cg2
n

∫ ∣∣∣V̂n (2k)
∣∣∣2 f(k) dk

= Cg2
n

∫ ∣∣∣∣∣V̂n(2k)− π/2
∞∑
n=0

cnχFn∪−Fn(k)

∣∣∣∣∣
2

f(k) dk

≤ Cg2
nε

2
n ≤ Cn−1+2β/γ−β. (3.33)



3.3. ESPECTRO MIXTO 55

Usando (3.32) y (3.33) podemos tomar en Lema 3.5

ρn = n−1+2β/γ−β +
2n+1nc1

Ln
+
nc2

Ln
+
L2
n−1

L2
n

n−1/2+3β/γ−β y

∞∑
n=1

ρn ln2 n = Σ1 + Σ2 + Σ3 + Σ4

donde

Σ1 =
∞∑
n=1

2n+1nc1

Ln
ln2 n, Σ2 =

∞∑
n=1

nc2

Ln
ln2 n

Σ3 =
∞∑
n=1

L2
n−1

L2
n

n−1/2+3β/γ−β ln2 n, Σ4 =
∞∑
n=1

n−1+2β/γ−β ln2 n

Vamos a demostrar que cada una de estas sumas convergen. Por la condición
nβ/2γLn−1/Ln → 0 del Teorema tenemos un crecimiento rápido de Ln (más
rápido que exponencial), entonces

nc2n/Ln → 0 (3.34)

para cualquier c. Usando (3.34), tenemos que

Σ1 = Σ2 =
∞∑
n=1

ann
−2 ln2 n, donde an → 0

y esto implica que ambas sumas convergen (aplicamos el Teorema 1.11).
La serie

Σ3 =
∞∑
n=1

(
Ln−1

Ln
nβ/2γ

)2

n−1/2+2β/γ−β ln2 n

=
∞∑
n=1

ann
−1/2+2β/γ−β ln2 n donde an → 0.

Entonces para demostrar que las series Σ3 y Σ4 convergen es suficiente de-
mostrar que converge la serie

∑∞
n=1 n

(−1/2+2β/γ−β) ln2 n. Esta serie converge
por el Teorema 1.11 si y solo si converge la serie

∞∑
k=1

2k2k(−1/2+2β/γ−β)(ln 2k)2 = ln2 2
∞∑
k=1

2−k(β(1−2/γ)−1/2)k2.
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Por la condición de Teorema β(1−2/γ) > 1 y tenemos una serie convergente.
Entonces

∑∞
n=1 ρn ln2 n <∞ y por el Lema 3.5

∑∞
n=1Xn <∞ para casi todo

k ∈ supp f y como el intervalo [c, d] es arbitrario
∑∞

n=1Xn < ∞ para casi
todo k ∈ F c.

De manera similar podemos demostrar que
∑∞

n=1 Yn y
∑∞

n=1 Zn son aco-
tadas para casi todo k ∈ F c.

Para demostrar que |lnRN | <∞ cuando N →∞ para casi todo k ∈ F c

falta demostrar que el último término en la asintótica (3.13)∑∞
n=1 g

2
n

∣∣∣V̂n(2k)∣∣∣2 <∞ casi siempre respecto a la medida dP (k). Sea

S (k) = ĺım
N→∞

N∑
n=1

g2
n

∣∣∣V̂n (2k)
∣∣∣2 ∈ [0,∞] .

Por (3.30)

∞∑
n=1

C

∫
g2
n

∣∣∣V̂n (2k)
∣∣∣2 f(k) dk ≤ C

∞∑
n=1

g2
nε

2
n

≤ C
∞∑
n=1

n−1+2β/γ−β <∞ (2β/γ − β < 0)

y por el Teorema de convergencia monótona 1.3 tenemos que S (k) <∞ para
casi todos k ∈ supp f. Y con esto demostramos que RN ≤ C para todo N y
casi todo k ∈ FC .

Por la estimación de Gronwall (3.17) tenemos que

R(x) ≤ Rn+1 ≤ C

para todos x ∈ ∪n [an −Bn, an +Bn] y esto es cierto para dos diferentes
ángulos iniciales ϕ(0, k). Entonces tenemos que todas las soluciones de (3.6)
son acotadas para casi todo k ∈ (F )C .

Como se cumple la condición supx

(∫ x+1

x−1
|V (t)|2 dt

)
< ∞ para el po-

tencial V (x) y |F c| > 0 podemos usar el resultado de Simon Teorema 2.6.

Entonces la medida espectral es puramente absolutamente continua en
(
FC
)2

y, como el conjunto
(
FC
)2

es denso en [0,∞), tenemos que σac = [0,∞).
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Demostraremos que supx

(∫ x+1

x−1
|V (t)|2 dt

)
<∞

sup
x

∫ x+1

x−1

|V (t)|2 dt = sup
n

sup
x

∫ x+1

x−1

|gnVn(t− an)|2 dt

= sup
x

∫ x+1−an

x−1−an

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

gnχ(−Bn,Bn)W (t)

∣∣∣∣∣
2

dt

≤ sup
n
g2
n

∫ Bn

−Bn

|W (t)|2 dt usamos Lema 3.1

≤ C sup
n
g2
n

∫ Bn

0

(1 + t)−1+1/γ dt ≤ C sup
n
n−1 (1 +Bn)

1/γ

≤ C sup
n
n−1+β/γ < C (β/γ < 1/8).

C. Demostraremos que σsc (Hα) ∩ (0,∞) 6= ∅.
Tomamos f(k) ∈ C∞

0 (0,∞) , f(k) ≥ 0,
∫
f(k) dk = 1 y F ⊂ suppf. Es

suficiente demostrar que E
∣∣∣∑N

n=1Xn

∣∣∣2 = o
(
ln2N

)
para casi todo k respecto

a la medida dP (k) = f(k) dk e igualmente para Yn, Zn. Si esto es cierto,
usando la desigualdad de Chebyshev tenemos que

P

(∣∣∣∣∣
N∑
n=1

Xn

∣∣∣∣∣ ≥ δ lnN

)
≤
E
∣∣∣∑N

n=1Xn

∣∣∣2
δ2 ln2N

→ 0 (N →∞) (3.35)

para todo δ > 0. En particular podemos encontrar una sucesión Ni → ∞
tal que

∑∞
i=1E

∣∣∣∑Ni

n=1Xn

∣∣∣2 ln−2Ni < ∞. Ahora, usando el Lema de Borel -

Cantelli tenemos que

P

(∣∣∣∣∣
Ni∑
n=1

Xn

∣∣∣∣∣ ≥ δ lnNi para un número infinito de i

)
= 0

y lo mismo tenemos si reemplazamos Xn por Yn o Zn.

Por otro lado, Lema 3.6a) implica que ĺımn→∞ V̂n(2k) = π/2
∑∞

n=0 cnχFn∪−Fn(k)
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para casi todo k. Si δ es suficientemente pequeño, de (3.13) vemos que

ĺım
i→∞

lnRNi
(k) = ĺım

i→∞

1

2k
Im

Ni∑
n=1

Xn(k)−
1

2k2
Re

Ni∑
n=1

Yn(k) +
1

8k2
Re

Ni∑
n=1

Zn(k)

+
1

8k2

Ni∑
n=1

g2
n

∣∣∣V̂n(2k)∣∣∣2 + ρNi
(k) ≥ ĺım

i→∞

(
c1

Ni∑
n=1

g2
n − c2δ lnNi

)

= ĺım
i→∞

(
c1

Ni∑
n=1

n−1 − c2δ lnNi

)
= ∞ (3.36)

para casi todo k ∈ F.
Entonces, para casi todo k ∈ F , tenemos soluciones no acotadas de (3.6)

y la parte absolutamente continua de la medida espectral ρacα (F 2) = 0 para
cualquier α, donde F 2 = {k2 : k ∈ F} (por el resultado de Last y Simon

Colorario 2.2). Igualmente, como lo demostramos al principio en A esto
ocurre con la parte puntual de ρα. Como α es cualquiera, usando la fórmula
del ”promedio”(ver Colorario 4.1) obtenemos

0 <
∣∣F 2
∣∣ =

∫ π

0

ρα
(
F 2
)
dα =

∫ π

0

ρscα
(
F 2
)
dα

Esto implica que ρscα (F 2) > 0 para un conjunto de condiciones de frontera
de medida positiva.

Falta demostrar que E
∣∣∣∑N

n=1Xn

∣∣∣2 = o
(
ln2N

)
. Sea SN =

∑N
n=1Xn,

entonces

E |SN |2 ≤ E |XN |2 + 2
∣∣ESN−1XN

∣∣+ E |SN−1|2 . (3.37)

Vamos a estimar cada uno de los términos de esta suma. Usamos el mismo
procedimiento que en B.

Para el primer término, usando Lema 3.6a), tenemos

E |XN |2 = g2
N

∫
R

∣∣∣V̂N (2k)
∣∣∣2 f (k) dk ≤ Cg2

N = CN−1 (3.38)
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Para estimar el segundo miembro integramos por partes

∣∣ESN−1XN

∣∣ = gN

∣∣∣∣∫ SN−1(k)V̂N(2k)e2i(ϕN (k)+kBN )f(k) dk

∣∣∣∣
= gN

∣∣∣∣∣
∫
e−2i(ϕN (k)+kBN ) d

dk

(
SN−1 (k) V̂N (2k)f (k)

−2i(ϕ′N (k) +BN)

)
dk

∣∣∣∣∣
≤ CgN

∫ ∣∣∣∣∣ ddk
(
SN−1 (k) V̂N (2k)f (k)

ϕ′N (k) +BN)

)∣∣∣∣∣ dk
= CgN

∫ ∣∣∣∣∣∣S
′
N−1 (k) V̂N (2k)f (k)

ϕ′N (k) +BN

+
SN−1 (k) V̂N

′
(2k)f (k)

ϕ′N (k) +BN

+
SN−1 (k) V̂N (2k)f ′ (k)

ϕ′N (k) +BN

− SN−1 (k) V̂N (2k)f (k)ϕ′′N (k)

(ϕ′N (k) +BN)2

∣∣∣∣∣ dk
Vamos a estimar cada uno de los cuatro términos que obtuvimos. Por la
desigualdad de Schwartz tenemos que∫ ∣∣∣SN−1 (k) V̂N (2k)f (k)

∣∣∣ dk
≤
(∫

|SN−1(k)|2f(k) dk

)1/2(∫
|V̂N(2k)|2f(k) dk

)1/2

≤ C
(
E |SN−1|2

)1/2
(3.39)

Para el último término, usando Lema 3.3, obtenemos

gN

∫ ∣∣∣∣∣SN−1(k)V̂N(2k)f(k)ϕ′′N(k)

(ϕ′N(k) +BN)2

∣∣∣∣∣ dk
≤ CgN

N−1∑
m=1

gmIm
L2
m

L2
N

∫ ∣∣∣SN−1 (k) V̂N (2k)f (k)
∣∣∣ dk

usamos (3.39) y (3.21) ≤ CN−1+β/γL
2
N−1

L2
N

(
E |SN−1|2

)1/2
. (3.40)

Para estimar el primer término necesitamos estimar S ′N(k). Como en (3.21)
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podemos estimar

n−1∑
s=1

gsLs ≤ CLn−1e
−αn

n−1∑
s=1

s−1/2eαs (3.41)

≤ CLn−1e
−αn

∫ n

1

s−1/2eαsds ≤ Cn−1/2Ln−1.

y para |S ′N(k)| tenemos

|S ′N(k)| =

∣∣∣∣∣
N−1∑
n=1

gn

(
V̂n(2k)e

2i(ϕn(k)+kBn)
)′∣∣∣∣∣ (3.42)

=

∣∣∣∣∣
N−1∑
n=1

gn

(
V̂n

′
(2k)e2i(ϕn(k)+kBn) + V̂n(2k)2i (ϕ

′
n(k) +Bn) e

2i(ϕn(k)+kBn)
)∣∣∣∣∣

usamos Lema 3.6a), (3.23), (3.5) y Lema 3.3

≤ C
N−1∑
n=1

gn(2BnIn + Ln)

como BnIn/Ln = nc/Lm → 0 por el rápido crecimiento de Ln

≤ C
N−1∑
n=1

2gnLn ≤ CN−1/2LN−1 (usamos (3.41)).

Entonces para el tercer término, usando (3.42) y Lema 3.3 tenemos

gN

∫ ∣∣∣∣∣S ′N−1(k)V̂N(2k)f(k)

ϕ′N(k) +BN

∣∣∣∣∣ dk ≤ CN−1LN−1

LN
(3.43)

Para los demás términos, usando (3.39), tenemos

gN

∫ ∣∣∣∣∣SN−1 (k) V̂N(2k)f ′(k)

ϕ′N(k) +BN

∣∣∣∣∣ dk ≤ C
gN
LN

(
E |SN−1|2

)1/2
≤ C

N−1/2

LN

(
E |SN−1|2

)1/2
(3.44)

Entonces, sumando (3.38),(3.40),(3.43) y (3.44), (3.37) llega a

E |SN |2 ≤ E |SN−1|2 + C
(
E |SN−1|2

)1/2(
N−1+β/γL

2
N−1

L2
N

+
N−1/2

LN

)
+ C

(
N−1LN−1

LN
+N−1

)
(3.45)
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De (3.45), usando Lema 3.4, obtenemos

(
E |SN |2

)1/2 ≤ C

(
N∑
n=1

n−1+β/γ

(
Ln−1

Ln

)2

+ n−1/2/Ln

)

+ C

(
N∑
n=1

n−1 + n−1Ln−1

Ln

)1/2

(3.46)

Como tenemos que nβ/2γLn−1/Ln → 0, nc/Ln → 0 y Ln−1/Ln → 0, pode-
mos reescribir (3.46) en siguiente forma

(
E |SN |2

)1/2 ≤ C
N∑
n=1

ann
−1 + C

(
N∑
n=1

n−1

)1/2

(donde an → 0) = o (lnN)

En efecto

∑N
n=1 ann

−1 +
(∑N

n=1 n
−1
)1/2

lnN
≤ c+ aN lnN + (lnN)1/2

lnN
→ 0.

Con esto finalizamos la demostración de C y del Teorema.



Caṕıtulo 4

Condiciones de frontera del
operador de Schrödinger con
espectro mixto.

En este caṕıtulo estudiamos el comportamiento de diferentes partes del
espectro cuando la condición de frontera vaŕıa. Usando estimaciones para la
función espectral del correspondiente operador de Schrödinger, obtenemos un
criterio que nos garantiza la existencia de espectro singular sumergido en el
espectro absolutamente continuo para conjuntos de condiciones de frontera
de medida positiva y potenciales que se anulan en un intervalo [0, N ].

En particular, usando este criterio, podemos dar una descripción más pre-
cisa del conjunto de condiciones de frontera para los cuales tenemos espectro
singular sumergido en el espectro absolutamente continuo en los ejemplos de
[2] y Caṕıtulo 3.

4.1. Resultados auxiliares sobre la función es-

pectral.

Estamos considerando la ecuación de Schrödinger en la semirecta

ly = −y′′(x) + v(x) y(x) = Ey(x)

0 ≤ x <∞
(4.1)

62
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y el operador autoadjunto asociado

Hα = − d2

dx2
+ v(x) en L2(0,∞)

generado por la condición de frontera

y(0) cosα− y′(0) sinα = 0

α ∈ [0, π)
(4.2)

Sean u1(x, z) y u2(x, z) soluciones de la ecuación

lu = zu (4.3)

que satisfacen siguientes condiciones

u1(0, z) = sinα
u′1(0, z) = cosα

u2(0, z) = − cosα
u′2(0, z) = sinα

Entonces para cada z no real existe una función

ϕα(x, z) = u2(x, z) +mα(z)u1(x, z)

que es una solución de (4.3) y pertenece a L2(0,∞). La función mα(z) se
llama la función m de Weyl y para α 6= 0 tiene la representación integral de
la forma

mα(z) = cotα+

∫
R

d ρα(λ)

λ− z
(4.4)

donde ρα es una medida de Lebesgue–Stieltjes determinada por mα. La me-
dida ρα se llama la función espectral de Hα. La densidad espectral dρα

dλ
para

casi todo λ esta dada por

dρα(λ)

dλ
= ĺım

E→0+

1

π
Immα(λ+ iE)

=:
1

π
Immα(λ+ i0)

El siguiente Lema es similar a uno en [20, Theorem 1.12].
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Lema 4.1. Sean α, β ∈ [0, π) dos condiciones de frontera, α ≤ β y sea A un
conjunto de Borel, entonces∫ β

α

ρθ(A)dθ =
1

π

∫
A

arg

[
cos β + sin β m0(E + i0)

cosα+ sinαm0(E + i0)

]
dE

Demostración. Usamos la representación integral de mα (4.4) y la relación
entre mθ y m0 (2.14)∫ β

α

∫
R

dρθ(E)

(E − z)2

 dθ =

∫ β

α

d

dz

[
mθ(z)

]
dθ =

d

dz

∫ β

α

[
m0(z) cos θ − sin θ

m0(z) sin θ + cos θ

]
dθ

=
d

dz
log
(

cos β + sin β m0(z)
)
− d

dz
log
(

cosα+ sinαm0(z)
)

(4.5)

Ahora, usando la representación integral de Herglotz de log por el Teorema
1.19, obtenemos:

log
(

cos θ + sin θm0(z)
)

= c+

∫
R

[
1

x− z
− x

x2 + 1

]
fθ(x)dx

donde

fθ(x) =
1

π
Im log

(
cos θ + sin θm0(x+ i0)

)
=

1

π
arg
(

cos θ + sin θm0(x+ i0)
)

Entonces
d

dz
log
(

cos θ + sin θm0(z)
)

=

∫
R

fθ(x)

(x− z)2
dx

y de (4.5) obtenemos∫ β

α

∫
R

dρθ(E)

(E − z)2

 dθ =

∫
R

fβ(E)− fα(E)

(E − z)2
dE

Como las funciones (E − z)−2 tienen combinaciones lineales densas por el
Teorema 1.28, tenemos que∫ β

α

dρθ(E)dθ =
(
fβ(E)− fα(E)

)
dE
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como igualdad de medidas y entonces para cualquier conjunto A medible
tenemos ∫ β

α

ρθ(A)dθ =
1

π

∫
A

arg

[
cos β + sin β m0(E + i0)

cosα+ sinαm0(E + i0)

]
dE

Colorario 4.1. Si tomamos α = 0 y β = π obtenemos la conocida fórmula
del ”promedio”[20, Theorem 1.12]∫ π

0

ρα (A) dα = |A|

Sea

ΛM := {E/Imm0(E + i0) > M} (4.6)

Si tomamos M = 0, el conjunto Λ0 soporta la parte absolutamente continua
de la medida espectral, ver la Sección 2.4.

El resultado de Lema 4.2 nos da la cota por arriba que vamos a usar más
adelante. En la siguiente sección donde analizaremos el espectro singular
será suficiente tomar M = 0. En este caso el resultado del Lema es una cota
que se sigue de Colorario 4.1∫ β

α

ρθ

(
I ∩ Λ0

)
dθ ≤

∣∣∣I ∩ Λ0

∣∣∣
donde | · | denota la medida de Lebesgue.

Lema 4.2.∫ β

α

ρθ

(
I ∩ ΛM

)
dθ ≤ 2

π
arctan

( 1

2M
(cotα− cot β)

)∣∣∣I ∩ ΛM

∣∣∣
donde I es un intervalo arbitrario.

Demostración. Según Lema 4.1 tenemos∫ β

α

ρθ(A)dθ =
1

π

∫
A

arg

[
cos β + sin β m0(E + i0)

cosα+ sinαm0(E + i0)

]
dE (4.7)
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para cada conjunto de Borel A. Sea

w = Tz =
z sin β + cos β

z sinα+ cosα

Para todo M > 0, T mapéa el semiplano Im z > M en el disco(
x− sin β

sinα

)2

+

(
y − sin(β − α)

2M sin2 α

)2

<

(
sin(β − α)

2M sin2 α

)2

De aqúı sigue que si Im z > M entonces argw ≤ 2 arctan
(

1
2M

(cotα−cot β)
)
.

Entonces si Imm0(E + i0) > M , usando (4.7) obtenemos∫ β

α

ρθ

(
I ∩ ΛM

)
=

1

π

∫
I∩ΛM

arg
(
T (m0(E + i0)

)
dE

≤ 2

π

∫
I∩ΛM

arctan
( 1

2M
(cotα− cot β)

)
dE

=
2

π
arctan

( 1

2M
(cotα− cot β)

)∣∣∣I ∩ ΛM

∣∣∣
Para demostrar la cota por abajo, vamos a usar el siguiente resultado

de [19]. En el teorema siguiente, MN denota a una familia de medidas que
tiene en particular la siguiente propiedad: dado v en [0, N ], para cualquier
extensión (localmente integrable) de v en [0,∞) la medida espectral de cor-
respondiente problema en la semirecta pertenece a MN .

Teorema 4.1. (Corollary 1.2 en [19]) Sean λi, λj dos eigenvalores de (4.1)
en un intervalo [0, N ] con la condición de frontera (4.2) y condiciones simi-
lares en N . Sea ρ0 la medida espectral de este problema. Entonces

ρ0

(
[λi, λj]

)
= máx

ρ∈MN

ρ
(
[λi, λj]

)
ρ0

(
(λi, λj)

)
= mı́n

ρ∈MN

ρ
(
(λi, λj)

)
El siguiente Lema es una aplicación de este teorema.
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Lema 4.3. Asumimos que v(x) ≡ 0 para x ∈ [0, N ] donde N es cualquier
número positivo.

a) Sea I1 =

((
πk
N

)2

,

(
π(k+2)
N

)2
)

, donde k ∈ N

entonces ∫ β

α

ρθ(I1)dθ ≥
2π(k + 1)

N2

N
π(k+1)

cotα∫
N

π(k+1)
cotβ

dx

1 + x2

α, β ∈ (0, π)

b) Sea I2 =

[(
πk
N

)2

,

(
π(k+1)
N

)2
]
, k ∈ N, N ∈ R+

entonces

∫ β

α

ρθ(I2)dθ ≤
2πk

N2

N
πk

cotα∫
N
πk

cotβ

dx

1 + x2
+

2π(k + 1)

N2

N
π(k+1)

cotα∫
N

π(k+1)
cotβ

dx

1 + x2

α, β ∈ (0, π)

Demostración. a) La función

ψα(x,
πk

N
) =

1

2

[
sinα+

N

iπk
cosα

]
e

iπk
N
x +

1

2

[
sinα− N

iπk
cosα

]
e
−iπk

N
x

satisface

ψ(0) = sinα

ψ′(0) = cosα

y

−ψ′′
(
x,
πk

N

)
=
(πk
N

)2

ψ
(
x,
πk

N

)
para x ∈ [0, N ] con las condiciones de frontera

ψ(N) cosα − ψ′(N) sinα = 0

ψ(0) cosα − ψ′(0) sinα = 0
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Además tenemos los mismos eigenvalores
(
πk
N

)2

para todo α ∈ [0, π). Vamos

a calcular la norma de los eigenfunciones ψα(x,
πk
N

) en L2[0, N ]

N∫
0

∣∣∣ψα(x, πk
N

)∣∣∣2dx =
∥∥∥ψα(x, πk

N

)∥∥∥2

L2(0,N)

= 1/4

N∫
0

([
sinα+

N

iπk
cosα

]
e

iπk
N
x +

[
sinα− N

iπk
cosα

]
e
−iπk

N
x

)
([

sinα− N

iπk
cosα

]
e
−iπk

N
x +

[
sinα+

N

iπk
cosα

]
e

iπk
N
x

)
dx

= 1/4

N∫
0

2

[
sin2 α+

(
N cosα

πk

)2
]

dx =
(sinα)2

2
N +

1

2
N
(N cosα

πk

)2

La medida espectral ρ0 del problema en el intervalo finito es una función de
escalera, con las discontinuidades en los eigenvalores λi. El peso que da la

medida al eigenvalor λi es igual a
∥∥∥ψα(x, πkN )∥∥∥−2

L2(0,N)
(ver Sección 2.2). En el

intervalo

((
πk
N

)2

,
(
π(k+2)
N

)2
)

tenemos un solo eigenvalor
(
π(k+1)
N

)2

y usando

el Teorema 4.1 obtenemos

ρθ

((πk
N

)2

,
(π(k + 2)

N

)2
)
≥
∥∥∥ψ(x, π(k + 1)

N

)∥∥∥−2

L2(0,N)
= ρ0

((πk
N

)2

,
(π(k + 2)

N

)2
)

Entonces

∫ β

α

ρθ(I)dθ ≥
∫ β

α

dθ

N
2
(sin θ)2 + N

2

(
N cos θ
π(k+1)

)2 =
2π(k + 1)

N2

N
π(k+1)

cotα∫
N

π(k+1)
cotβ

dx

1 + x2

(hacemos cambio de variable x = N
π(k+1)

cot θ)

y a) queda demostrado.

b) En el intervalo

[(
πk
N

)2

,
(
π(k+1)
N

)2
]

tenemos dos eigenvalores
(
πk
N

)2

y
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π(k+1)
N

)2

. Usando Teorema 4.1 tenemos

∫ β

α

dθ

[
(sin θ)2

2
N +

1

2
N
(N cos θ

πk

)2
]−1

+

∫ β

α

dθ

[
(sin θ)2

2
N +

1

2
N
( N cos θ

π(k + 1)

)2
]−1

≥
∫ β

α

ρθ

([(
πk

N

)2

,

(
π(k + 1)

N

)2
])

dθ

y haciendo cambios de variable x = N
πk

cot θ en la primera integral y x =
N

π(k+1)
cot θ en la segunda obtenemos el enunciado de b).

4.2. Resultado principal y ejemplos.

Los Lemas 4.2 y 4.3 nos dan cotas por arriba y por abajo que vamos a
necesitar para demostrar el resultado principal.

Teorema 4.2. Asumimos v(x) ≡ 0 para x ∈ [0, N ], N ∈ R+, k ∈ N.

Si

2π(k + 1)

N2

N
π(k+1)

cotα∫
N

π(k+1)
cotβ

dx

1 + x2
>

2|ΛM ∩ I|
π

1
M

cot α−cot β
2∫

0

dx

1 + x2

α, β ∈ (0, π), α < β

entonces ∫ β

α

ρθ(I ∩ Λc
M)dθ > 0

donde

I =

((πk
N

)2

,
(π(k + 2)

N

)2
)

Demostración. Tenemos que∫ β

α

ρθ(I)dθ =

∫ β

α

ρθ(I ∩ ΛM)dθ +

∫ β

α

ρθ(I ∩ Λc
M)dθ
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Usando Lemas 4.2, 4.3 a) y hipótesis del Teorema∫ β

α

ρθ(I)dθ ≥

2π(k + 1)

N2

N
π(k+1)

cotα∫
N

π(k+1)
cotβ

dx

1 + x2
>

2|ΛM ∩ I|
π

1
M

cot α−cot β
2∫

0

dx

1 + x2

≥
∫ β

α

ρθ(I ∩ ΛM)dθ

esto implica ∫ β

α

ρθ(I ∩ Λc
M)dθ > 0

Ejemplos

a) Sean k = 1, N = 2π y M = 0. Según el Teorema 4.2, si

β − α > π|Λ0 ∩ I|

donde I =
(

1
4
, 9

4

)
, entonces∫ β

α

ρθ(I ∩ Λc
0)dθ > 0

Como Λc
0 soporta la parte singular del espectro (ver la Sección 2.4)

podemos concluir que existe un conjunto de condiciones de frontera
B ⊂ (α, β), |B| > 0 tal que si θ ∈ B entonces Hθ tiene espectro
singular en I.

b) De manera similar, si tomamos k = 2, N = 3π,M = 0 entonces una
condición suficiente para tener espectro singular en I para condiciones
de frontera θ entre α y β es

2

3
(β − α) > π|Λ0 ∩ I|

donde en este caso I =
[

4
9
, 16

9

]
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c) En la demostración del Teorema 3.1 del Capitulo 3 hemos demostrado
que la parte absolutamente continua de la medida espectral da peso cero
al conjunto F 2 y el potencial V (x) puede ser nulo en un intervalo [0, N ].
En este caso, usando Teorema 4.2, podemos tomar k = 1, N = 2π y
M = 0 como en el ejemplo a). Entonces la condición que garantiza
la existencia de espectro singular continuo para un conjunto de condi-
ciones de frontera de medida positiva en (α, β) es

β − α > π|Λ0 ∩ I| = |(F 2)c ∩ I|

donde I =
(

1
4
, 9

4

)
. En particular observamos que en este caso pode-

mos controlar la medida de (F 2)c. Por ejemplo la podemos hacer tan
pequeña (positiva) como queramos, entonces obtenemos espectro sin-
gular para muchas condiciones de frontera. Podemos aplicar esto al
resultado del ejemplo dado por Remling en [2].

La restricción v(x) ≡ 0 en [0, N ] implica ciertas restricciones sobre la
medida de ΛM si M es grande, que vienen dadas por el siguiente Teorema

Teorema 4.3. Sea ΛM como en (4.6) y asumimos que v(x) ≡ 0 para x ∈
[0, N ]. Entonces

|ΛM ∩ I| ·M ≤ 2π3

N3

(
k2 + (k + 1)2

)

donde I :=

[(
πk
N

)2(
π(k+1)
N

)2
]
, k ∈ N y N ∈ R+.

Demostración. Tenemos que

cotx− cot(π − x) =
sin(π/2− x)

cos(π/2− x)
− cos(π/2− (x− π/2))

sin(π/2− (x− π/2))
= 2 tan(π/2− x)
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Entonces, usando Lema 4.2 y Colorario 4.1 tenemos que

x∫
0

ρθ(ΛM ∩ I)dθ +

π∫
π−x

ρθ(ΛM ∩ I)dθ

=

π∫
0

ρθ(ΛM ∩ I)dθ −
π−x∫
x

ρθ(ΛM ∩ I)dθ = |ΛM ∩ I| −
π−x∫
x

ρθ(ΛM ∩ I)dθ

≥
{

1− 2

π
arctan

( 1

2M
· (cotx− cot(π − x))

)}
|ΛM ∩ I|

=

{
1− 2

π
arctan

( 1

M
tan(π/2− x)

)}
|ΛM ∩ I|

(4.8)

Tenemos la siguiente cadena de desigualdades, para x ∈ [0, π
2
):

II(x) :=
4πk

N2

∫ πk
N

tanx

0

1

1 + t2
dt+

4π(k + 1)

N2

∫ π(k+1)
N

tanx

0

1

1 + t2
dt

1©
≥

∫ x

0

ρθ(I)dθ +

∫ π

π−x
ρθ(I)dθ

≥
∫ x

0

ρθ(ΛM ∩ I)dθ +

∫ π

π−x
ρθ(ΛM ∩ I)dθ

2©
≥

[
1− 2

π
arctan

( 1

M
· tan (

π

2
− x)

)]
|ΛM ∩ I|

=: III(x)

La desigualdad 1© sigue del Lema 3 b) y 2© sigue de (4.8).
Entonces tenemos

II(x) ≥ III(x) cuando x ∈ [0, π/2)

y II(0) = III(0) = 0

Esto implica que
II ′(0) ≥ III ′(0)
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pero

III ′(0) =
2|ΛM ∩ I|M

π

II ′(0) =
4π2

N2

(
k2 + (k + 1)2

)
y obtenemos el enunciado del Teorema.

Por el Teorema Espectral Inverso de Gelfand–Levitan, sabemos que la
función espectral del operador de Schrödinger puede ser arbitraria en un
intervalo finito, en este contexto es interesante notar que el Teorema 4.3 nos
da restricciones sobre la derivada de la función espectral cuando el potencial
es nulo en el intervalo [0, N ].

En el siguiente teorema la condición v(x) ≡ 0 en [0, N ] no es necesaria.

Teorema 4.4. Dados α, β ∈ (0, π) y 1 > k > 0, existe ∞ > N(α, β, k) > 0
tal que R > N y

|ΛM ∩ (−R,R)|
R1/2

<
k(cotα− cot β)

arctan
(

1
M

cotα−cotβ
2

)
implica∫ β

α

ρθ

(
(−R,R) ∩ Λc

M

)
dθ > 0

para R > N .

Demostración. Por la fórmula (2.11) tenemos que

ĺım
R→∞

1

R1/2

R∫
−R

dρθ(x) =
2(1 + cot2 θ)

π

Usando el Lema de Fatou 1.4 obtenemos∫ β

α

2(1 + cot2 θ)

π
dθ ≤ ĺım inf

R→∞

1

R1/2

∫ β

α

ρθ

(
(−R,R)

)
dθ

y ∫ β

α

2(1 + cot2 θ)

π
dθ = 2/π

∫ β

α

1

sin2 θ
dθ = 2/π(cosα− sin β)
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Entonces existe N(α, β, k) > 0 tal que R > N implica

kR1/2 2

π
(cotα− cot β) ≤

∫ β

α

ρθ

(
(−R,R)

)
dθ

donde 0 < k < 1.
Usando la cota por arriba dada por el Lema 4.2 y las hipótesis del teorema,

podemos concluir que∫ β

α

ρθ

(
(−R,R)∩ΛM

)
dθ ≤ 2

π
arctan

( 1

2M
(cotα−cot β)

)∣∣∣(−R,R)∩ΛM

∣∣∣
<

2

π

R1/2k(cotα− cot β)

arctan
(

1
2M

(cotα− cot β)
) arctan

( 1

2M
(cotα− cot β)

)

= kR1/2 2

π
(cotα − cot β) ≤

∫ β

α

ρθ

(
(−R,R)

)
dθ

para todo R > N . Entonces tenemos que∫ β

α

ρθ

(
(−R,R) ∩ ΛM

)
dθ <

∫ β

α

ρθ

(
(−R,R)

)
dθ

y podemos concluir ∫ β

α

ρθ

(
(−R,R) ∩ Λc

M

)
dθ > 0
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