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Resumen

En esta tesis estudiamos las propiedades espectrales del operador de
Schrodinger en la semirecta. Primero, damos un ejemplo de un potencial que
genera espectro singular continuo sumergido en el espectro absolutamente
continuo y el espectro singular continuo esta soportado en un conjunto den-
so. Esto nos da el primer ejemplo conocido de espectros realmente mezclados.

En la segunda parte estudiamos promedios de la funcién espectral corre-
spondiente al operador de Schrodinger para diferentes condiciones de fron-
tera. Como consecuencia obtenemos condiciones que implican existencia del
espectro singular continuo sumergido en el espectro absolutamente continuo
para conjuntos de condiciones de frontera de medida positiva y potenciales
nulos en el intervalo [0, N]. Estas condiciones estan relacionados con las esti-
maciones de la medida de conjuntos donde la densidad espectral es positiva.
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Introduccion

La ecuacion de Schrodinger en la semirecta
—y'(z) + V(z)y(z) = Ey(z), x € [0,00) (1)

describe el movimiento de una particula cuantica en un caso particular e
importantes propiedades fisicas de este sistema dependen directamente de
la estructura espectral del operador asociado a esta ecuacién. Esta tesis
esta dedicada al estudio de diferentes partes del espectro del operador de
Schrodinger, especialmente al espectro singular continuo.

Aunque desde ya bastante tiempo por el teorema espectral inverso de
Gelfand—Levitan se sabe que existen operadores de Schrodinger con espectro
singular continuo, como usualmente se suponia que este tipo de espectro no
admite una interpretacion fisica los trabajos en el estudio del espectro se
concentraban en la tarea de dar criterios que garantizan ausencia de este
tipo de espectro. El punto que cambio la direccién en el estudio del espectro
fue en 1978 el trabajo de Pearson [1], donde por primera vez se da un ejemplo
explicito de un potencial con espectro singular continuo y una interpretacién
fisica de este tipo de espectro.

En 1997 Remling en [2] dio el primer ejemplo de potencial con espectro
singular continuo sumergido en el espectro absolutamente continuo. En este
ejemplo tenemos el espectro absolutamente continuo, igual al espectro esen-
cial, que llena todo el semieje positivo. No tenemos el espectro puntual en
el semieje positivo y para un conjunto de condiciones de frontera de medi-
da positiva tenemos el espectro singular continuo sumergido en el espectro
absolutamente continuo (ver seccién 2.6).

En relacion con la construccién de Remling surgen dos preguntas:
Primero, en este ejemplo el espectro singular continuo esta soportado en un
conjunto denso en ningtn lado. Entonces es interesante obtener un ejemplo
con espectros realmente mezclados, donde el espectro singular continuo esta
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soportado en un conjunto denso.

Segundo, no se da ninguna caracteristica del conjunto de condiciones de fron-
tera para cuales tenemos el espectro mixto. No se sabe por ejemplo si es un
conjunto grande, probablemente que contiene todas las condiciones de fron-
tera o un conjunto realmente pequeno.

Los resultados de esta tesis contestan estas dos preguntas. En el capitulo 3
damos una construccion explicita de un potencial con espectro singular con-
tinuo sumergido en el espectro absolutamente continuo y el espectro singular
continuo esta soportado en un conjunto denso, lo cual nos da un ejemplo de
espectros realmente mezclados.

Los resultados del capitulo 4 estan relacionados con el estudio de com-
portamiento de diferentes partes de espectro cuando la condicion de frontera
varia. Hay varios resultados conocidos en esta direccion. Por ejemplo se sabe
que no podemos tener un conjunto de eigenvalores denso en un intervalo para
todas condiciones de frontera; ver [3, 4]. En cierta forma el espectro esencial
impide la existencia del espectro denso puntual para muchas condiciones de
frontera. Por otro lado, es posible tener el espectro singular continuo para
todas condiciones de frontera. En este contexto en el capitulo 4 estudiamos
como la existencia del espectro absolutamente continuo afecta las posibili-
dades de existencia del espectro singular continuo y damos un criterio que
caracteriza el conjunto de condiciones de frontera donde tenemos el espec-
tro mixto. En particular este criterio nos permite describir el conjunto de
condiciones de frontera para cuales tenemos el espectro singular continuo
sumergido en el espectro absolutamente continuo en [2] y capitulo 3.

Ademas de los nuevos resultados de capitulos 3, 4 esta tesis incluye pre-
liminares reunidos en los capitulos 1, 2. En el capitulo 2 presentamos una
breve descripcion de bases de la teoria de operadores de Schrédinger en la
semirecta y en el capitulo 1 estan reunidos varios resultados que usamos a lo
largo de la tesis.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo estan reunidas las principales herramientas que se usan
en el resto de la tesis, salvo la teoria de los operadores de Schrodinger en la
semirecta que se describe en el siguiente capitulo. Aqui se discutan elementos
de los siguientes temas: Dencidad de los conjuntos, Teoria de la medida, Es-
pacios L,, Convergencia de series, Transformadas de Fourier, Representacion
integral de Herglotz, Formula de inversién de Stieltjes y Probabilidad. El
material de cada seccién es tomado de la referencia que indicamos al inicio
de la seccion, salvo cuando en el texto se da otra referencia.

1.1. Definiciones sobre la densidad de con-
juntos (Ver [5, section 5.2])

Sean A y B dos subconjuntos de un espacio métrico R. A es la cerradura
del conjunto A en R.

Definicién 1.1 (Conjuntos densos). El conjunto A es denso en B, si
ADB.

Definicién 1.2 (Conjuntos densos en ningun lado). El conjunto A es

denso en ningun lado, si es denso en ninguna bola, i.e. ¥V bola B C R existe
otra bola B' C B tal que B'N A = ).

Sea R = R los numeros reales y | - | la medida de Lebesgue

Definicién 1.3 (Conjuntos esencialmente densos). Un conjunto A es
esencialmente denso en B, si ¥V intervalo abierto B' C B tenemos que |A N

B #0.
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1.2. Elementos de la teoria de la medida (ver
[27, Cap. 11])

Definicién 1.4 (o — algebra). Sea X un conjunto arbitrario. Una coleccion
A de subconjuntos de X es una o — algebra si:

(i) X e A,

(ii) para todo conjunto A que pertenece a A el conjunto A° pertenece a A,
donde A° = X \ A es el complemento de A en X, y

(iii) para cada sucesion {A;} de conjuntos que pertenecen a A, el conjunto
U, A; pertenece a A.

Entonces una o — algebra en X es una familia de subconjuntos de X que
contiene X y es cerrada respecto al complemento y a la formacién de uniones
numerables. El ¢ — algebra méas comun es el o — algebra de Borel B(R) en
R. Esta o0 — algebra es generada por la coleccion de todos los subconjuntos
abiertos de R. Un conjunto de Borel es un conjunto que pertenece a ¢ —
algebra de Borel.

Definicién 1.5 (Medida). Sea X un conjunto y sea A una o — algebra en
X. Una medida en A es una funcion p: A — [0, 00| que satisface siguientes
condiciones;

(1) u(®) =0,y

(i1) p(UR A;) = >0, w(Ay), para cualquier coleccion numerable disjunta
de conguntos {A;} que pertenecen a A. (Como u(A;) > 0 para todo i,
o2 w(A;) siempre existe como un ndmero real o como +00.)

Los conjuntos en A se llaman medibles respecto a pu.

Si X un conjunto, A es una o — algebra en X y u es una medida en A,
entonces la tercia (X, A, ;1) es un espacio medible. Muchas veces se refieren
al par (X,.A) como a un espacio medible.

Definicién 1.6 (Medidas absolutamente continuas). Sean (X, A) un
espacio medible, 1 y v dos medidas en (X, .A). Entonces v es absolutamente
continua respecto a p, si para todo conjunto A que pertenece a A y satisface
p(A) =0 tenemos que v(A) = 0.
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Cuando decimos que una medida es absolutamente continua, nos referi-
mos a una medida absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue.

Definiciéon 1.7 (Medidas singulares). Sea (X, A) un espacio medible.
Una medida p esta comcentrada en un conjunto E € A, si p(E°) = 0.
Suponemos que p y v son dos medidas en (X,.A). Entonces p y v son mu-
tuamente singulares, si existe un conjunto E € A tal que u esta concentrada
en E y v esta concentrada en E°.

Decimos que una medida es singular, si es singular respecto a la medida
de Lebesgue.

Teorema 1.1 (De descomposicién de Lebesgue). Sean (X, A) un espa-
cio medible y p una medida en (X, A). Entonces existen inicas medidas fiqe
y ps en (X, A) tales que

(1) ptac es absolutamente continua,
(ii) ws es singular, y
(iii) = Hac T fs-

La descomposicion = jiae + s se llama la descomposicion de Lebesque de
I Hae Y fhs SOn las partes absolutamente continua y singular de p.

Sea p una funcién con las siguientes propiedades:
(i) p(A\) es una funcién mondtona creciente,

(ii) p(A) es continua por la derecha, i.e.

A p(A+e) = p(d),
entonces podemos definir una medida p en el algebra de Borel de la siguiente
manera

1((a,0]) = p(b) — p(a).
La medida p se llama la medida de Borel-Stieltjes generada por p. Para
una medida de Borel-Stieltjes un punto singular Ay puede tener la medida
positiva, si y solo si la funcién p(A) es discontinua en \g. La medida de un
punto singular )y esta dada por

p({do}) = p(Ao) = lim p(Ao —<).
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Puntos que tienen una medida estrictamente positiva se llaman puntos dis-
cretos de la medida. Una medida de Borel-Stieltjes puede tener a lo mas
un numero numerable de puntos discretos. Si no hay puntos discretos, en-
tonces la funcién p(\) es continua y la medida p es una medida continua.
Para cualquier medida continua de Borel-Stieltjes, la medida de un conjunto
numerble de puntos es cero.

Por el Teorema de descomposicién de Lebesgue 1.1, una medida de Borel-
Stieltjes dada p puede descomponerse en partes absolutamente continua y
singular respecto a la medida de Lebesgue, p1 = ptq.+pts. A su vez, la parte sin-
gular ps puede descomponerse en partes singular continua y discreta. Asi i,
es una medida singular continua en el sentido de que los puntos singulares
tienen medida cero. Por otro lado, la parte discreta py de la medida p esta
concentrada en aquellos puntos (un nimero finito o numerable) que tienen
medida positiva. Tomando s = ftse+ ftg, podemos escribir la descomposicion
completa

= phac + fhse + Ud-

Una funcién f se llama la funcién de escalera si es una funcién monétona,
continua salvo un conjunto numerable de puntos y f es constante en trozos en
el complemento de este conjunto. Una funcién f se llama singular continua
si f existe a.e. y es igual a cero a.e. La funcién f se llama absolutamente
continua si para cada ¢ > 0 existe un d > 0 tal que

Dolw—ail<s = Y [fw) - f@))] <e
i=1 i=1

En correspondencia con la descomposicion de Lebesgue, cualquier funcion
mondétona p(\) se descompone (de manera tinica) en suma de funciones ab-
solutamente continua, singular continua y de escalera (parte puntual):

PA) = Pac(N) + pse(A) + pp(N).

1.3. Espacio L, ( Ver [6, p.66] )

Definicién 1.8 (Funciones medibles). Sean (X, A) un espacio medible y
A un subconjunto de X que pertenece a A. Una funcion f: A — [—o0, +00]
es A-medible, si para todo nimero real t el conjunto {x € A : f(z) < t}
pertenece a A.
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Definicién 1.9 (Espacio L,). Sea (X, A, ) un espacio medible. L,(X, )
es el espacio de todas las funciones medibles en X tales que fX |f|Pdp < oo,
considerando dos funciones equivalentes si son iguales salvo un conjunto de
medida cero (a.e.)

L, es un espacio métrico completo, con la norma

1/p
171l = (/X If!pdu> .

Sip = 2, en el espacio Ly podemos definir el producto escalar:

M@ZLEW

Teorema 1.2. Si {f,(v)} es una sucesion de funciones en L, 1 < p < oo
convergente en la métrica de L, a una funcion f(x) y, ademds, f,(x) converge
a f(x) puntualmente para casi todo x, entonces f(x) = f(x) a.e.

Demostracion. La sucesién {f,(r)} contiene una subsucesion que converge
a f(r) puntualmente a.e. ([6, Th.3.12, p. 70]). Como f,(x) converge a f(z)
puntualmente, esto implica que f(z) = f(x) a.e. O

A continuaciéon presentamos algunos de los fundamentales resultados de
la teoria de la integracion que vamos a usar repetidamente.

Teorema 1.3 (Teorema de convergencia mondétona de Lebesgue).
Sea {f,} una sucesion de funciones medibles en X y suponemos que para
cada v € X

(i) 0< fi(2) < falz) < -+ <00,

(ii) fo(z) — f(2).

n—oo

Entonces la funcion f(x) es medible, y

/andu—> [ ya

n—oo

Demostracion. Ver [6, Teor. 1.26, p.22] ]
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Teorema 1.4 (Lema de Fatou). Si f,, : X — [0, 00] son medibles, entonces

/ (h'm inf fn> dy < lfm inf / fxm
X n—oo n—oo X

Demostracion. [6, Teor. 1.28, p.24] Sea gi(z) = 1£1£fz(x) Entonces g, < fir v

tenemos que

/gkd,ug/fkdu y liminf/gkdpgliminf/fkdu (1.1)
X X X X

Tambien tenemos que 0 < gi(x) < go(x) < ..., cada g es medible y

gr(x) —— liminf f,(z).

k—oo n—oo

Por el Teorema de convergencia mondtona 1.3 tenemos que

/X o — | <h’minf fn> dy

k—o0 n—00
y usando (1.1) obtenemos el enunciado del Teorema. ]

Teorema 1.5 (Teorema de convergencia dominada de Lebesgue).
Sea {fn} una sicesion de funciones medibles en X tales que

f(x) = T}Lrlgof(x), Ve € X.

Si eziste una funcion g € L1(X, p) tal que

entonces f € L1(X, ),

i [ 1~ fldu=0
n—oo X

lim fondp = / fdpu.



1.3. ESPACIO Lp 7

Demostracion. [6, Teor. 1.34, p.27] Como |f| < g y f es medible, tenemos
que f € Li(X,n). Ademds tenemos que |f, — f| < 2¢g. Vamos a aplicar el
Lema de Fatou 1.4 a las funciones 2g — | f,, — f|:

/dip:/h'minf@g—]fn—ﬂ) du
b X
§liminf/(29—|fn—f|)du:/ 2g dp+lim inf (—/ |fn—f|du)

= / 2gdp — lfmsup (/ | fn — f!du) :
X n—oo \Jx
Jx 29 dp es finita y obtenemos

lim sup (/ o — f!du> <0,
n—o0 X

Esto implica que lim,, .o [ |fo—f|dp = 0y, usando que U f d,u{ < [Ifldu,
obtenemos lim, . [y fudp = [y fdp. O

Definicién 1.10 (Espacio medible o-finito). Sea (X, A, u) un espacio
medible. Si X es una union numerable de conjuntos E; tales que u(E;) < 0o,
entonces el espacio (X, A, ) se llama o-finito.

Teorema 1.6 (Teorema de Fubini). Sean (X, A, pn) y (Y,B,p) dos espa-
cios medibles o-finitos y f(x,y) una funcién integrable en el espacio (X X
Y, A X B, ux p). Entonces

[t = [ ( [ 1) dp) "

= / (/ f(x,y) du) dp
v \Jx
St existe por lo menos una da las integrales

/X(/YU(I,?J)Mp) dp o /Y(/X|f(x>?/)|du)dp

entonces f(x,y) es integrable en (X X Y, A x B, X p) y las igualdades se
cumplen.

Demostracion. Ver [6, Teorema 7.8, p.150]. ]
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1.4. Transformada de Fourier ( Ver [6, Cap. 9, p.192])

Si f € Li(—00,+00) podemos definir la integral

f(t) = %2_% / " f@)eit da

para cada ¢ real. La funcién f se llama la transformada de Fourier de f.
Para las funciones en Lo(—00, 4+00) tenemos el siguiente resultado prin-
cipal:

Teorema 1.7 (TeoremaA de Plancherel). A cada funcion f € Ly le pode-
mos asociar una funcion f € Ly tal que se cumplen las siguientes propiedades

(a) Si f € Ly N Lo, entonces f es la transformada de Fourier de f previa-
mente definida.

(b) Para todo f € Ly, ||flla = ||£]]2-

(c) El mapeo f — f es un isomorphismo del espacio de Hilbert de Lo sobre
Lo.

(d) fy f estan relacionadas de la siguiente manera simétrica: si
I SR
l) = — r)e " dy x) = —/ t)e™ dt (1.2
ealt) = o= [ sy vaw) = —= [ foean

entonces ||oa — fl|2 P 0y ||Ya— fll2 P 0
La propiedad (d) define la transformada de Fourier inversa.
Demostracion. Ver [6, Teor. 9.13, p.200] ]

También podemos definir la transformada de Fourier para las funciones
f(z) € Ly(—o00,+00),1 < p <2 (ver [7]):

Teorema 1.8. Si f € L,(—00,+00), donde 1 < p < 2, entonces la integral

. 1 Foo .
t) = — x)e " dx
o -—=[ @
converge para casi todo t y la funcion f(t) se llama la transformada de Fourier
de f(x).
Demostracion. Ver [7, Teor. A] O
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1.5. Algunos criterios de convergencia de se-
ries ( Ver [10, Cap. 3, p. 51])
Vamos a necesitar los siguientes criterios de convergencia de series:

Teorema 1.9 (Criterio de comparacion). Si|a,| < ¢, paran > Nyo(Ny €
N) y si la serie Y 7 | ¢, converge, entonces también converge la seriey - a
n=1""7 g ) g n=1"-"7"

Demostracion. Ver [10, Teor. 3.2, p. 52]. ]
Teorema 1.10 (Criterio de la razén). La serie Y - a,

An+41

(a) converge silimsup,, .., |
n

<1,

(b) diverge si “Z—:l > 1 para n > ng, donde ng es un niumero natural fijo.
Demostracion. Ver [10, Teor. 3.34, p. 57 ]
Teorema 1.11. Suponemos que a; > as > a>--- > 0. Entonces la serie
220:1 a, converge si y solo si converge la serie

ZQkan :a1+2a2+4a4+8a8+....
n=1
Demostracion. Ver [10, Teor. 3.27, p. 53] O
Observacion 1. N
> nT'=mN
n=1
Demostracion.
N N 1
Zn_l > / —dr=InN
n=1 1 X

]

Teorema 1.12 (Expansién de Taylor). Suponemos que f(x) es una fun-
cién real en el intervalo [a,b], n € N, f®=V(x) es continua en [a,b], f™(z)
existe para cada t € (a,b). Sean a,  dos puntos de [a,b] y definimos

P(t) = z_: / kﬂo‘) (t —a)t.
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Entonces existe un punto x entre o y (8 tal que

7(68) = P(3) + Z g oy
Demostracion. Ver [10, Teor. 5.15, p. 95]. O

1.6. Representacion integral de Herglotz
( Ver [25, Sec. II))

Para demostrar la representacion integral de Herglotz primero necesita-
mos una serie de resultados preliminares:

Teorema 1.13 (Teorema de seleccién de Helly). Sean f,(x) funciones
reales monotonas no-decrecientes y k una constante positiva tal que

|fu(z)| < K (n=1,2...;a <z <b).

Entonces existe una sicesion de numerosny < ny < ... y una funcion acotada
no-decreciente f(x) tal que

lim f,, = f(z),(a < a <)

Demostracion. Ver [22, p. 165] O

Teorema 1.14. Sea W(z,t) una funcion continua de dos variables, la vari-
able compleja z pertenece a un conjunto abierto G y la variable realt pertenece
al intervalo |a,b]. Entonces la funcion

b
H(2) :/ W(s,t) dt
es continua en el conjunto G.
Si, ademds, para cada t € [a,b] la funcion W(z,t) en cada punto z € G

tiene la derivada parcial W!(z,t), continua respecto a ambas variables z y t,
entonces la funcion H(z) es analitica en G y

H'(z) = /b W!(z,t)dt

Demostracion. Ver [23, Teor. 3.1, p. 107] H
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Teorema 1.15 (Teorema de Cauchy sobre la expansién de una fun-
cién analitica en una serie de potencias). Sea f(x) una funcion analitica
en un dominio G, sea zy un punto arbitrario de G y A = A(zy) la distancia
entre 2y y la frontera de G. Entonces existe una serie de potencias

flz) = Z an(z — 29)"

convergente a f(z) en el disco {z € G : |z — zp| < A}.
Demostracion. Ver [24, Teor. 16.7, p. 361] ]

Teorema 1.16. Sean u(zx,y) una funcion harmdnica en el dominio G, v(z,y)
su conjugado harmonico y zo algin punto de G. Sea A = A(zy) la distancia
entre zo y la frontera de G. Entonces u(z,y) y v(z,y) tienen las siguientes
expansiones

u(z,y) =u(r,0) = ap+ Z(an cosnf — B, sinnf)r" (1.3)

n=1

v(x,y) =v(r,0) = [+ i(ﬁn cosnf + a, sinnf)r" (1.4)

n=1

en el disco |z — 29| < A, donde z — zy = re'®.

Demostracion. Sea f(z) una funcién analitica en G tal que su parte real es
igual a u(z,y). Por el Teorema 1.15 la fincién f(z) tiene la expansién en serie

de potencias
oo

f(z) =) an(z = z0)"

n=0
en el disco {z € G : |z — z| < A}. Sustituimos en esta expansién a, =
Qn + 10, 2 — 20 = re? y tomando las partes real e imaginaria de

[e.9]

f(z) = Z(an +i0,)r" (cosnd + isinnb)

n=0

obtenemos (1.3) y (1.4). O
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Lema 1.1. Las series
2 2 00 n
po—=r r
p? + 12 —2prcos(6 — o) + Z (p) cosn(f — ¢)

Yprsin@=0) 53" @ sinn(0 — ¢)

p% + 12 —2prcos(d — )

n=1

convergen uniformemente en cada subconjunto compacto del disco |z—zg| < p.

Demostracion. Ver [26, p. 149].

La integral

1 pror
ol ML o e R
con el nucleo
2 o {M }
p? + 12 —2prcos(f — @) pett —rell

]

se llama la integral de Poisson. Vamos a demostrar que una propiedad carac-
teristica de las funciones harmonicas es la representacion en forma de integral

de Poisson:

Teorema 1.17. Sea u(z,y) una funcidn harmdnica en el dominio G con
el conjugado harmdnico v(x,y). Sean zy algin punto de G y A = A(z) la
distancia de zy a la frontera de G. Entonces u(x,y) y v(x,y) pueden repre-

sentarse en forma de integrales de Poisson de la siguiente manera

0 1 o p2 —r d
u(r’ ) = % 0 u(p? ¢) p2 + 7'2 - 2p7" COS(Q - ¢) ¢
1 21 p2 — T2
(r,0) = o 0 o ¢)p2 T 2prcos@—) "

para r < p < A y cualquier 0. Ademds

B 1 27 2prsin(6 — ¢)
v(r,0) = By + %/0 u(p, ¢)p2 12— 2prcos(0 — ) do

en términos de u(r,0).

(1.5)

(1.6)
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Demostracion. Usamos la férmula (1.3) reemplazando r por p (p < A), 6
por ¢ y m por m:

u(p.6) = a0 + 3 (00, cosmo — i sinmo) o (1.7)

m=1

Usando la convergencia uniforme de (1.7) para todo p < A, multiplicamos
(1.7) por cos(ng) e integramos término por término respecto a ¢ entre 0 y
2m. Como resultado obtenemos

1 27

oy = % o U(p,¢)d¢

a, = L 27ru(p, ®) cos(ng) do (n>1). (1.8)
2p" Jo

De la misma manera, multiplicando (1.7) por sin(n¢) e integrando término
por término obtenemos

1 21

— By u(p, @) sin(ng) do (n>1). (1.9)

20" J

La sustitucién de (1.8) y (1.9) en (1.3) y (1.4) nos da

w0 = 5o [ ueoaos S0 [Tuio) (1) cosnio — oo

P
0 1 21 r n )
o) = At 31 [ ulp) (L) sinno—o)do
n=1 0
Por el Lema 1.1 obtenemos
1 [ 02— 2
U(T, 6) - % 0 UJ(p’ (b)pQ + r2 _ 2)0T COS(Q _ ¢) d¢
1 [ 2prsin(f — ¢)
W) = Gt g [ et s

Como (1.5) se cumple para cualquier funcién harménica en G, podemos reem-
plazar u(r, ) por v(r,0) y obtenemos (1.6). O
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Teorema 1.18. Una funcion analitica en el circulo |z| < 1 satisface la condi-
cion Ref(z) > 0 para |z| < 1 si y solo si f(z) tiene la representacion integral

2 it
e’ +z ,
16 = [ S o) +ie (1.10)
donde p(v) es una medida de Borel positiva y finita en el intervalo [0,27] y
¢ es un numero real.

Demostracion. La funcién f(z) definida por (1.10) es analitica en el circulo
|z] < 1 por el Teorema 1.14. Si ponemos z = re®

2 1— ’1“2
Ref(z) = d >0
1) /0 1 —2rcos(6 — 1)) + r? p(Y) 2
para r < 1. Entonces la representacién (1.10) es suficiente para que f(z)
tenga las propiedades indicadas en el Teorema.

Sea f(z) una funcién analitica en el circulo |z| < 1y tal que Ref(z) >0
para |z| < 1. Vamos a considerar las funciones f,(z) = f(*>*z). Las funciones
Ref,(z) son harménicas y no-negativas en el circulo cerrado |z| < 1y su
valor u,(0) = Re f,(z) en la frontera z = ¢ es no-negativo y continuo. Por
la férmula integral de Poisson (Teorema 1.17) tenemos

2 1— 7“2
Re fu(z) = /0 1 —2rcos(f — ) + r? dpn(¥)

donde p, = 5= f0¢ u,(0) df es una funcién continua y mondtona creciente
para 0 < < 27. Cuando z = 0 obtenemos

mﬂm—&nm—éimwwwﬂm—M@—m®w

Entonces la sucesion {p, ()} satisface las condiciones del Teorema de Helly
(Teorema 1.13). Esto implica que existe una sucesiéon de nimeros enteros
{ni} y una funcién mondtona creciente p(1)) tal que

lim 7y =00, lm py, () = p(¥)), 0 < p(y) < Ref(0).

k—o0

Pasando al limite en la férmula para Ref,(z) cuando n, — oo obtenemos

I fu(2) = f(2), [l <1y

2m 1— 7“2
Ref(z) = /0 1 —2rcos(f — ) + r? dp(¥)
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para |z| < 1.

La funcién Imf(z) es harménica en |z| < 1 y podemos determinarla
usando el hecho de que es conjugada a Ref(z) y asume el valor I'mf(0) para
z=0:

[ 2rsin(f — 1)
Inf(e) = [ T dol) + Imf 0).

Combinando las expresiones para Ref(z) y Imf(z), encontramos que

e — 2

Iy
f(2) = /0 T2 Gp() + iTmf(0)

]

Definicién 1.11 (Funciones de Pick). Una funcion de Pick es una funcidn
analitica en el semiplano superior con la parte imaginaria positiva.

Teorema 1.19 (Representacion integral de Herglotz). Una funcion de
Pick F(<) admite la representacion integral en forma

teo 1 t
t—¢ 241

F(§)ZGF+5F§+/

—00

} du(t) (1.11)

donde bp > 0 y ap son dos constantes reales y p(t) es una medida de Borel
en [—oo, +00| tal que [(t* + 1)1 du(t) es finita.

Demostracion. Las transformaciones dadas por

z(s)

S —1

B _1z+1
G+

y o os(z) = (1.12)

72— 1

son transformaciones lineales fraccionarias, inversas una a la otra. ¢(z) mapea
el disco unitario |z| < 1 en el semiplano superior, mientras que z(s) transfor-
ma el semiplano superior de regreso al disco. Si f(z) es una funcién analitica
en el disco |z| < 1 con la parte real positiva, la funcién ¢(s) = if(z(s)) es
una funcién de Pick; inversamente, si ¢(s) es una funcién de Pick, la funcién
f(2) = —igp(c(z)) es analitica en |z| < 1 con la parte real positiva. Entonces
existe una biyeccion entre estos dos clases de funciones.

Podemos encontrar la representacion integral de Herglotz de ¢(<) usando
la representacién para f(z) dada por el Teorema 1.18:

27 ewv =
f(2) = / 2 dp(0) + iIm(0).

e — z
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Si la medida dp da peso positivo a > 0 al punto 6 = 0, separamos este punto

2m itp
f(2) ”Za—zm/ E 1),
0

C1—z eV — 2

Vamos a formar if(z(s)). Los primeros dos términos se reducen a ag + 3y
la integral es igual a

27 .
ccosf/2 —sinf/2
/0 ¢sinf/2 + cos /2 dp'(9).

vamos a introducir el cambio de variables ¢t = — cot /2 que mapéa el circulo
en el eje real y el punto z = 1 que quitamos al infinito. La medida dp’ se
transforma en una medida finita v(t) en el eje real y obtenemos

Tt 41
»=as+ [+ / ot du(t) donde /dv(t) < 400
— 0o -9
Finalmente tomando du(t) = (t* 4+ 1)dv(t) obtenemos (1.11). O
Lema 1.2. Sea F(s) una funcion de Pick con la representacion integral
F() = ap+b +/+Oo ! L1 au) (1.13)
S)=ar FS I 2l 1Y .

Entonces las constantes ar y bp estan determinadas por
ImF(is
ap = ReF (i), bp = lim #

§—00 S

Demostracion. De (1.13) tenemos que

F(i) = ap +i (bF + /]R ﬁ d,u(t))

entonces ReF'(i) = ap. Tambien tenemos que

ImF(is) b /
— = 0F
R

S

du(t).
s2 + t2 uit)

Como ﬁ < ﬁ (s > 1) y la funcién ﬁ es integrable respecto a u,
podemos aplicar el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue 1.5 y en
el limite cuando s — oo obtenemos
ImF\(is
Tl GO
$§—00 S
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Lema 1.3. Sean F(s) una funcién de Pick con la representacion integral
te 1 t
t—¢ 241

F(s) zaF+bF§+/

—00

1 du(t) (1.14)

y V(z) = ImF(z). Normalizamos la medida p de la siguiente manera:

_ p(t+0)+pt-0)

w0)=0 y () .

Entonces para cualquier intervalo finito a < x < b
b

1
w(b) — p(a) = h’r% — [ V(z+w)dz.
v=0T1 J,

Demostracion. Ver [25, Lema 1, p. 24]. ]

Ejemplo: Consideramos la funcién F'(¢) = loggs. El logarifmo esta deter-
minado de tal manera que es real en el semieje positivo. Es una funcién de
Pick. Entonces

ap = Relogi=0

Imlogi 2
bp = lfm LT0BIS o T2
§—00 S s§—00 S
I 0 en el semieje positivo
b) — = lim — A V) dr =
H(b) = p(a) Vo0 a rg(v+iv)d {b — a en el semieje negativo
Entonces

0
1 t
log ¢ = ~ dt.
8s /:t—z 241

o0

Teorema 1.20 (Teorema de Fatou). Sea f(z) una funcién analitica aco-
tada en el disco unitario |z| < 1. Entonces el conjunto de los puntos donde
el limite

lim f(re®)
r—1
no existe es de medida de Lebesgue cero.

Colorario 1.1. Sea F(z) una funcion de Pick. Entonces casi siempre respec-
to a la medida de Lebesque existe el limite

lim F(x + iy).

y—04
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Demostracion. Si la funcién F(z) es acotada, el resultado sigue del Teorema
de Fatou 1.20 usando las transformaciones (1.12).
Si la funcién F(z) no es acotada, entonces la funcién

1

Gz) = - F(z)+i

es una funcién de Pick acotada y existencia de valores en la frontera de G(2)
implica la existencia de valores en la frontera de F'(z). ]

1.7. Elementos de la teoria de la probabilidad
(Ver [28, Cap. 5])

Un espacio de probabilidad es la tercia (2, F, P), donde €2 es un conjunto,
F es una o-algebra en este conjunto y P una medida en esta o-algebra tal
que P(2) = 1. Vamos a llamar P la medida de probabilidad y los elementos
de F eventos.

Definicién 1.12 (Variables aleatorias). Una variable aleatoria X en un
espacio de probabilidad (2, F, P) es una funcion Borel-medible de 2 a R. Si
X, Y son dos variables aleatorias llamamos a X + 1Y una variable aleatoria
compleja.

Definicién 1.13 (Veriables aleatorias independientes). Las variables
aleatorias X1, ... X, son independientes si ¥ By, ... B, € B(R) (0-algebra de
Borel) tenemos

P{X, € Bi,... X, € B,} = P{X; € B} ... P{X,, € B,}

Definicién 1.14 (Esperanzas matematicas). Si X es una variable aleato-
ria en (2, F, P), la esperanza matemdtica de X esta definida por

E(X) = /QXdP

st la integral existe.
Teorema 1.21 (Desigualdad de Chebyshev). Sean X una variable aleato-

ria no-negativa, 0 < p < oo y 0 < e < co. Entonces

P{XZE}S@



1.7. TEORIA DE LA PROBABILIDAD 19

Demostracion. Ver [28, Teor. 5.10.7, p. 227]. ]

Teorema 1.22 (Lema de Borel-Cantelli). Si A, As,--- € Fy> .~ P(A,) <
00, entonces

PlA U 4,]=0.

k=1 n=k
Sean Ty,T5,... y T variables aleatorias. Decimos que 7,, convergen a
T casi seguro si P[T,, — T cuando n — oo] = 1 y usamos la anotacién

T, — T a.s.

Teorema 1.23. Suponemos que
> EIT,]" < o
n=1

para algun p > 0. Entonces T,, — 0 a.s.

Demostracion. [9, Teor. 2.1.3, p.13] Por el Teorema de convergencia monétona
de Lebesgue 1.3 >° | E|T,|P < coimplicaque EY 2 |T,[P < ooy > o2 |T.|P <
o0 a.s. Entonces T,, — 0 a.s. O
Teorema 1.24. Sea T, una sucesion de variables aleatorias. Suponemos que

existe una variable aleatoria T y una sucesion de numeros ng — oo tal que
T, — T as. y

max |7, — T, ,| = 0 a.s. cuando k — .
np—1<n<ng

Entonces T,, — T a.s.

Demostracion. [9, Lema 2.3.1, p.17] Para un nimero n dado escogemos ny
tal que ng_1 <n < ny.

’Tn - T‘ < ‘T - T”k—l’ + ’Tn - T”k—l’ < |T - Tnkq‘ + mAax ‘Tn - Tnkfl‘

Ng_1<n<ng
en la suma final ambos miembros convergen a cero a.s. cuando k — oo. Esto
implica que T,, — T a.s. O]
Teorema 1.25. Sean X, (n € N) variables aleatorias complejas. Suponemos

que existen nimeros p, > 0 tales que > >~ py In®n < oo y

n—1
E|X,[*+ ) |EX0 X, < po.

m=1

/ N . .
Entonces imy_.o0 Y, _y X, existe casi sequro.
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Demostracion. Este resultado sigue esencialmnte de [9, Teor. 2.4.2]. Nosotros
necesitamos una versién para X, complejas.

Sean ¢(j, N) =2 fo]]vﬂ pny h(j,N) = 22?2\;1 pn In* n. Tenemos que
2

j+N J+N 4N n-1
dXa| < D) EX)H2) ) IEX.X,
n=j+1 n=j+1 n=j+1m=1
J+N
< 2> pu=g(N) (1.15)
n=j+1
y
90, k) +9(j + k,m) < g(j, k +m) (1.16)
h(j, k) 4+ h(j+ k,m) < h(j, k+m) (1.17)
h(j,n) < C (C es una constante que no depende de j y n) (1.18)
9(j,n) < Ch(j,n)/log*(j +1) (1.19)
Usando (1.15), (1.18 ) (1.19) obtenemos
J+N
E|Y X, < g(j,N)<Ch(j,N)/log’(j + 1)
n=j+1
2
QC—, — 0 cuando J — o0.
log“(7 + 1)

Entonces la sucesién {S, = > | X;,n > 1} es una sucesién de Cauchy en
la norma de L,. Como L, es un espacio completo existe S € Ly tal que
E(S,—S)?—0

Vamos a demostrar que la subsucesion Syr — S a.s. Por el Teorema 1.23
es suficiente demostrar que Y, E]S — Syr|* < co. Usando otra vez (1.15),
(1.18) y (1.19)

E|S — Sy = lim E|S, — Sa|* < hm supg(2 n — 2%)
h(2% n — Qk
< C lim sup M < C2log (2% + 1)

n=oo © log?(2F + 1)

obtenemos que

ZE|S — Sor? < CZZlog*Q(Zk +1) < o0
k=1 k=1
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demostrando que Syr — S a.s.
Para demostrar que 5,, — S a.s. vamos a usar el Teorema 1.24. Hace falta
demostrar que

max  |S, — Sgr-1| — 0 a.s cuando k — oo.
2k-1<n<ok

Para eso por el Teorema 1.23 es suficiente demostrar que

[e.9]

E[ méx [S, — Sy-1]?] < 00

2k—1l<n<2k
k=1 -

para demostrarlo vamos a necesitar el siguiente Lema:

Itk X

Lema 1.4. Sea M;, = max i<y i1

, entonces

2 2 .
Demostracion. Ver [9, Teor. 2.4.1, p. 22 O

Usando el Lema y (1.18), (1.19) obtenemos

o0

E[ mé;X |Sn — SQk—l |2] = MQk—lka—l

2k—1lan<2k
s k) o0 k) k—1 ok—1
SZ 10g2 g(2"1, 28 1) < Z log(2") h(g ,277)
— log?2 log 2 log®(2k=1 + 1)

cC

IA

M8~

h(2F1 281 < €20 < 0.

o

=1

]

1.8. Foérmula de inversion de Stieltjes. (ver |21,
cap. 14, sec. 3, p. 502])

Sea dp()\) una medida de Borel-Stieltjes tal que

/Z ff(ﬁ)l < . (1.20)




22 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Entonces podemos definir

¢($’y>:/°°< ydp(N)

o (= N2y

La férmula de inversién de Stieltjes nos permite expresar p(A) en términos
de o(z,y).

Teorema 1.26. Sean a y b puntos de continuidad de p(\), entonces

p(b) — = lim — / o(z,y)d (1.21)

y—0 T
Demostracion. Ver [21, Teor. 3.1, p. 502] ]

Teorema 1.27. Si dp;(\) y dp2(\) son dos medidas de Borel-Stieltjes que
satisfacen la condicion (1.20) y

/oo y dpi(X) :/Oo y dp>(X)
—0o0 (ZE—)\)2+y2 —00 (l’—/\)2—|—y2
entonces dpy(N\) = dpa(N).

Demostracion. Por el Teorema 1.26 p1(b) — pi(a) y p2(b) — p2(a) coinciden
siempre cuando a, b son puntos de continuidad de p; y ps. Entonces (asumien-
do que todas las funciones de variacién acotada son continuas por la derecha)
obtenemos que p1(A) y pa(A) pueden diferenciarse solo por una constante. [

En el siguiente teorema vamos a demostrar la densidad de las funciones
(E — 2)™2 que usaremos en el capitulo 4.

Teorema 1.28.

o [dn) [ de)
Si /(A—Z)Q_/(A—z)z Vze C\R (1.22)

donde d pi1(X) y d p2(X) son dos medidas de Borel tales que ambas integrales
n (1.22) ezisten, entonces

dpi(A) = dpa(N).
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Demostracion. Sean

o= [ 2% = [ 625 (1.23)
y
_ ydpi(N)
vi(z,y) = /m
_ ydp2(N)
vo(z,y) = /m

Entonces tenemos que
ImF(z) = dvi/dx = dvy/dx

Esto implica que vy (z,y) — va(x,y) = ¢(y). Tenemos que

y 0
(x —X)24+y? y=0

uniforme en el intervalo |A| < x4+ 1y como

/ y dpi(\) / dpi(N)
szt (T — A2+ 2 Aszit (T —A)?

(ﬁx|>x+1% < oo por (1.20)) podemos concluir que lim, .qvq(z,y) =

lim, g va(z,y) = 0y lim,_oc(y) = 0. Entonces por el teorema 1.26 ten-
emos que

0

< |yl

y—0

1 b , b
p1(b) —pi(a) =lm = [ vi(z,y)de =1lm — | wvy(z,y)+ c(y)dx
=07 J, =0 J,
o
= pafb) — pafa) + 1 (0 @)ey) = pald) — pola).

y por el teorema 1.27 obtenemos que d py(A\) = d pa(N). O



Capitulo 2

El operador de Schrodinger en
una dimension

En este capitulo estan reunidos los principales resultados sobre los Op-
eradores de Schrodinger en la semirecta que usamos en el resto de la tesis.
Tambien damos una breve descripcion de dos conocidos ejemplos de Pearson
[1] v Remling [2] que motivan los resultados de la tesis y los ponen en el con-
texto de los trabajos que se han hecho en este campo. El material de cada
seccion es tomado de la referencia que indicamos al inicio de la seccién, salvo
cuando en el texto se da otra referencia.

2.1. Extension autoadjunta y la alternativa
de Weyl (Ver [30, cap.6, p. 231])

Vamos a considerar el operador diferencial de la forma
Ly=—y"(x) +V(2)y(z) , 0<x<o0

donde V() es una funcién real y suponemos que V(x) € L2 (0,00). Es
la minima condicién necesaria para garantizar que L sea un operador en
C3°(0,00), el conjunto de funciones infinitamente diferenciables de soporte
compacto. Observamos que C5°(0,00) es un subconjunto denso de L?(0, 0o).

Para poder aplicar el andlisis espectral necesitamos definir una extension
autoadjunta del operador L. Definimos esta extensién como el operador H,

de la siguiente manera

Hou= Lu para ueD

24
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donde u € D si

(i) u, Lu € Ly(0,00)

(ii) u,w son absolutamente continuas en cualquier subintervalo finito de [0, 00).
(iii) w(0)cosa +u'(0)sen v = 0 para algun « € [0, )

Segun la llamada alternativa de Weyl en el infinito pueden suceder dos
situaciones:

(i) para cada z € C cada solucién de la ecuacion Lu = zu esta en Ly(0, 00);
este caso se llama el caso de circulo limite.

(ii) para cada z € C no mas de una solucién de la ecuacion Lu = zu,
linealmente independiente, esta en Ly(0, 00); este caso se llama el caso
de punto limite y para cada z € C \ R siempre hay una solucién en
LQ (O, OO) .

Si para algin Ay € C\ R tiene lugar el caso de circulo limite, entonces este
caso tiene lugar para cualquier A € C\ R.

Nosotros vamos a considerar la opcién de punto limite, ya que la mayoria
de los casos del interés fisico o matematico son de punto limite. En el caso
de punto limite el operador H, es un operador autoadjunto.

Tenemos el siguiente t1til criterio

Teorema 2.1. Si V(z) > —ka?, donde k es una constante positiva, entonces
tenemos el caso de punto limite al infinito.

Demostracion. Vamos a demostrar que la ecuacién
—y"+V(x)y=0

no tiene dos soluciones linealmente independientes en L (0, 00). Suponemos
que ¢(x) es una solucién real de Ly = 0y ¢(z) € L2(0,00). Como ¢" = V¢,
para ¢ > 0 obtenemos

/x ¢/,(t)¢(t) dt = /x V(t)¢2(t)dt > _k/x (b2(i)dt

t? t?

y como ¢(x) € Ly(0, 00) existe una constante positiva k; tal que

. n o
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Integrando por partes (2.1) obtenemos
/ 0, _#ol) / WOr, / 2000y < 0

Sea H (z f {‘ﬁ/tg} dt. Entonces, usando la desigualdad de Schwartz obten-
emos
29 2 OIS
/ 2000, [ <y ([ 1201610,

3
< ko (/ WE ) dt) v (/j(¢(t))2dt> v < ksH(z)

Entonces podemos reescribir (2.2) como

_ P (@)¢(x)

T2

+ H(z) — kyHY?(z) < ky. (2.3)

Si H(x) — oo cuando = — oo de (2.3) podemos concluir que

¢'(x)p(x) 1
para z suficientemente grandes. Esto significa que ¢(x) y ¢'(x) tienen el
mismo signo para x grandes, que contradice al hecho de que ¢(x) € Ly(0, 00),

entonces H (z) es acotada y

/OO @@ 4 o (2.4)

t2

Ahora suponemos que ¢(x) y ¥(z) son dos soluciones linealmente inde-
pendientes de la ecuacion Ly = 0y ¢(z),¢(z) € Ly(0,00), i.e. suponemos
que para L tiene lugar el caso de circulo limite. Podemos asumir que estas
soluciones son reales y el Wronskiano

W{p, ¥} = d(2)(z) — ¢'(2)(z) = 1,
Dividiendo el Wronskiano entre x, obtenemos

o) Dy

x)=—.
Dip(a) = -
Por (2.4) y la desigualdad de Schwartz tenemos que la funcién en la parte
izquierda es integrable en (¢, 00), pero la parte derecha no es integrable.
Entonces el caso del circulo limite es imposible. O
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2.2. Funcion espectral. Espectro. (ver |21, Sec.
2.1, p. 38])

Estamos considerando la ecuacién
v+ (AN=V(x))=0, 0<z<o0 (2.5)
con la condicién inicial
y(0) cosa + '(0) sinaw = 0 (2.6)

Sea b un numero positivo finito, § € [0,7) y para empezar vamos a
considerar el problema de Sturm-Liouville en el intervalo finito

v+ AN=V(x))=0, 0<z<b (2.7)

y(0)cosa+y'(0)sina = 0

y(b)cos B +y'(b)sinf = 0

Definicién 2.1 (Valor propio y funcién propia). Si el problema (2.7)-

(2.8) tiene una solucion no trivial y(x, No) para un cierto Ao, entonces Ay es
un valor propio e y(x, \g) es una funcion propia de este problema.

(2.8)

El problema (2.7)—(2.8) tiene un conjunto numerable de valores propios
{A\np} (esto se sabe desde principios del siglo XIX por los trabajos de Sturm
y Liouville) y sean y, »(x) = y(x, \,p) funciones propias correspondientes.

Si f(z) € Ls(0,b) y

b
Oéi,b :/ ?Ji,b(x) dz

0

entonces por la igualdad de Parseval

/Ob Pla)ds =Y C% ( / @waste) d:c)2 (2.9)

n=1

Vamos a introducir la funcién espectral del problema de Sturm-Liouville
en el intervalo finito. Es una funcién de escalera, mondtona creciente dada
por

(2.10)
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Entonces podemos reescribir la igualdad (2.9) en la siguiente forma

[ r@a= [ Foyan

o0

donde F(\) = fob f(@)y(z, \) dz.

El conjunto de las funciones mondtanas {py(A)} (—N < A < N) es acota-
do. Entonces podemos escoger una sucesién {b;} tal que las funciones py, (\)
convergen a una funcién monétona p,(A) (por el Teorema de Helly 1.13). La
funcién p,(\) es la funcién espectral del problema (2.5)—(2.6) y ademds,
para cualquier funcién f(x) € Ly(0, 00) tenemos la igualdad de Parseval

[ rwan= [T

e}

donde F(\) (la transformada de Fourier generalizada) es el limite en Ly (0, 00)
de funciones

Fu(A) = /0 " )yl ) da.

Podemos usar la funcién espectral p,(\) para definir el espectro del op-
erador H,.

Definicién 2.2 (Espectro). El espectro del operador H, es el complemento
de conjunto de los puntos en cuya vecindad la funcion espectral es constante.

La descomposicién de la funcion espectral en partes absolutamente con-
tinua, singular continua y puntual define en forma similar las partes absolu-
tamente continua, singular continua y puntual del espectro. Asi, por ejemplo,
el espectro singular continuo es el complemento de conjunto de los pun-
tos en cuya vecindad la parte singular continua de la funcién espectral es
constante.

Tiene lugar la siguiente férmula (ver [17, formula A.9])

R
2
lim — /dpg(x):w. (2.11)

R—00 R1/2 T
—-R
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2.3. La funcion m de Weyl. (Ver [21, Sec. 2.2, p. 44])

Para introducir la funcién m de Weyl vamos a tomar dos soluciones lineal-
mente independientes u(z, z) y us(x, z) que satisfacen las siguientes condi-

ciones iniciales:
u1(0, z) = cos a, u}(0,2) =sina
(0.5) =eosa, 1400, 012
u9(0,2) =sina, u4(0,2) = —cosa.

Por la alternativa de Weyl sabemos que para cada z € C\ R existe una
solucién wu,(z, z) € Lo(0,00). Esta solucién la podemos expresar como com-
binacién lineal de u;(x, 2) y us(z, 2) :

Ua(T, 2) = ur(x, 2) + ma(2)us(z, 2). (2.13)
El coeficiente en esta combinacién lineal es una funcion de z y se llama la
funcién m de Weyl. La funcién m de Weyl es una funcién analitica en

C\R y para a.e. x € R tiene el limite finito cuando nos acercamos a x en
forma perpendicular:

me(z +1i0) = limm,(z + iy).
yl0

Tomamos dos condiciones de frontera distintas a; # a3 (mod ) y sean
uy(z, 2), us(x, 2) y vi(x, z), vo(z, 2) soluciones de la ecuacién de Schrodinger
que satisfacen las condiciones iniciales (2.12) para a; y as correspondientes.
Por la definicion de la funcion m de Weyl tenemos que

Uey (T, 2) = up(x, 2) + My, (2)uz(x, 2) € Ly(0,00)
Uy (T, 2) = v1(, 2) + Mgy (2)v2(x, 2) € La(0, 00).
Por la alternativa de Weyl sabemos que no mas de una solucion linealmente
independiente esta en Lo(0,00), entonces el Wronskiano W (ug,, ta,) = 0.
Esto implica que
Ua, (0, 2)uy, (0, 2) — uy,, (0, 2)ua, (0, 2) = 0.
Usando las condiciones iniciales (2.12) obtenemos

(cos ay + Mg, (2) sin oy ) (Sin aig — M, (2) cos az)

— (sinay — Mg, (2) cos ay)(cos ag + Mg, (2) sinag) =0y

COS (v Sin (g — sin Ay oS ay + My, (2)(sin oy sin ag + cos ay cos a
— My, (2)(sin oy cos ag — cos ag sin a))

— M, (2)(cos ay cosag + sinag sinag) = 0
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Tomando v = as — o, podemos reescribir la tltima expresién como

() 1 4 cot y mq,(2)
M, (2) =
! Cot Y — My (2)

(2.14)

Hay una estrecha relacién entre la funcién espectral p, () y la funcién m
de Weyl. Antes de presentar esta relacién vamos a introducir la funcion de
Green

[ur(z, z) + ma(2)us(z, 2)|us(y, 2), y <z

[ul(yv Z) + ma(Z)UQ(y, z)]u2(3:7 2)7 Yy > (215)

G(x,y;2) = {

Tenemos la siguiente representacion integral para la funcién G(z,y; z)

Glays) = [ AN g 00 Grm) @)

—00

(ver [21, Teor. 2.3.1, p.52]).

Teorema 2.2. Para cualquier z no real y a # 0 tiene lugar la siguiente
formula

m(z) = —cot o + /OO dzpio)\\)

(2.17)

o

Demostracion. Usando (2.15), (2.16) y condiciones iniciales (2.12) tenemos
que
sin® o

Z— A

G(0,0;2) = {cosa + m(z)sina} = /_00 dpa(N)

y dividiendo entre sin «, obtenemos la férmula. O]
Aplicando a (2.17) la férmula de inversién de Stieltjes 1.21 obtenemos
que
A+A

1
Pa A+ A) = po(N) = — h’r% {—Immu(z + iy)} d. (2.18)
mwYy— A
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2.4. Medida espectral y soportes minimales
(Ver [18])

Usando (2.18) podemos dar una clasificacion del espectro en términos de
limite da la parte imaginaria de la funcién m de Weyl. Para poder hacerlo
primero vamos a definir el soporte minimal de una medida.

Definicién 2.3 (Soporte minimal). El conjunto S C R es soporte minimal
de una medida v dada en R, s1

(i) p(R\ S) =0,

El soporte minimal nos indica donde nuestra medida esta viviendo, salvo
los conjuntos de medida cero respecto a esta medida y medida de Lebesgue.

Sea i, (A) la medida de Borel-Stieltjes generada por la funcién espectral
pa(N). Esta medida se llama la medida espectral. El anélisis del espectro
que vamos hacer es en términos de soportes minimales de la medida espectral
y sus partes absolutamente continua, singular continua y puntual. Tiene lugar
el siguiente resultado.

Teorema 2.3. Los siguientes conjuntos son soportes minimales de la medida
espectral y de sus partes absolutamente continua, singular, singular cuntinua
y puntual:

M, = {z:0<Immy(x+i0) < oo}

M. 0 0 < Immg(z+140) < oo}

M, : Immg (xz +140) = oo}

M., = {z : Immy(x+i0) =00 y pu.(z)=0}
M, = {z :Immy(x+i0) =00 y pa(x)>0}

I
~—
8 08

Demostracion. Ver [18, Propos.1]. O

La relacién entre el conjunto de los soportes minimales de la medida
espectral y el espectro se aclara en el siguiente resultado

Teorema 2.4. Sea 0(H,) el espectro del operador de Schridinger. Entonces
existe un soporte minimal M, de la medida espectral j1,(N) tal que o(H,) =
m. El mismo resultado tiene lugar para cada una de las partes absolutamente
continua y singular del espectro.
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Demostracion. Ver [18, Lema 5]. O

Observacion 2. En general los conjunto M!. y M. no estan contenidos en
los espectros respectivos.

Sean F,.(«) el conjunto de todos los soportes minimales de la parte ab-
solutamente continua y F(«) el conjunto de todos los soportes minimales de
la parte singular. Hay una notable diferencia en el comportamiento de estos
conjuntos cuando la condicién de frontera « varia:

Teorema 2.5. (i) E,.(a1) = Eoe(ae) Vo, 0.

(11) Si para oy # s tenemos espectro singular, entonces Eq(ay) # Eg(as).
Aun mas, existen soportes minimales M(ay) € E (a1) y My(as) €
Ey(aw) tales que Mg(aq) N Mg(ag) =0

Demostracion. Ver [18, Lema 6]. O

Entonces, si las partes absolutamente continuas del espectro son equiv-
alentes para dos condiciones de frontera, las partes singulares son mas bien
ortogonales.

Colorario 2.1. El conjunto S = {x : no existe ninguna condicién de frontera
a tal que Im m, (x+i0) = 0} es un soporte minimal de la parte absolutamente
continua del espectro.

Vamos a considerar el conjunto
Ay = {z : Immg(z +i0) > 0}.

Este conjunto es un soporte minimal de la parte absolutamente continua
del espectro. En efecto, los puntos que sobran aqui en comparaciéon con
la caracterizacion que dimos en el Teorema 2.3 son los puntos z donde
Immg(x 4+ i0) = oo. Este conjunto es de medida de Lebesgue cero y co-
mo se trata de una medida absolutamente continua pueden ser incluidos en
el soporte minimal.

Por el Colorario 2.1 lo tnico que puede soportar el complemento del
conjunto Ag para cualquier condicién de frontera es la parte singular del
espectro.
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2.5. Criterios para el espectro absolutamente
continuo

En la seccién anterior hemos vinculado la funcion m de Weyl con el es-
pectro del operador de Schrodinger. Por otro lado, la funciéon m de Weyl
esta relacionada con las soluciones de la ecuacion de Schrodinger. Entonces
de algiin modo podemos relacionar el espectro con el comportamiento de las
soluciones. Esta coneccion puede resultar de gran utilidad, ya que muchas
veces es imposible encontrar en forma directa la funcién espectral o la fun-
cién m de Weyl, sin embargo se puede analizar el comportamiento asintético
de las soluciones de la ecuacion de Schrédinger.

Como un ejemplo de dicha relacién vamos a presentar dos criterios que
usaremos en el siguiente capitulo.

Teorema 2.6 (B. Simon). Suponemos que el potencial V(z) satisface la

siguiente condicion:
z+1 )
s ([ 1 dy) < o0
x rz—1

y sea S = {\ : todas las soluciones de la ecuacion (2.5) estan acotadas }.
Entonces el espectro es puramente absolutamente continuo en S en el sentido
de que

(i))¥T C S, |T| > 0 tenemos que u(T) > 0,
() p15(S) =

Demostracion. Ver [13, Teorema 1]. O

Sean Hj el operador de Schrodinger que corresponde a la condiciéon de
frontera dada por @« = 0 y T(x,y) la matriz de transferencia, es una
matriz 2 X 2 que transforma (i((j))) en (15((3))) para las soluciones u de la
ecuacién (2.5). Denotamos con || .|| su norma.

Teorema 2.7 (Last, Simon). Sean x;,y; sucesiones arbitrarias en {z €
R |z > 0}. Entonces para a.e. A en la parte absolutamente continua de la
medida espectral de Hy tenemos que

:Ej+1

y]+1
i [ da / dy||Ty(z, y)l| < o0 (2.19)

Jj—00 Z‘]‘—l
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Demostracion. Ver [12, Teor. 3.5C]. O

De este Teorema podemos obtener el siguiente colorario:

Colorario 2.2. Sea S = {\ : existen soluciones no acotadas de la ecuacion
(2.5)}, entonces p2e(S) = 0.

Demostracion. Como ||Tx(z,y)|| = sup ||u(z)|| donde
llu(y)l|=1
||lu(z)|| = \/|U )2 + |/ (z)]?, para A € S tenemos que
(E]'—‘rl yj+1
Iim dx/ Ayl Tz, )| =
Jj—00 zj—1

y por el teorema anterior podemos concluir que S no esta en la parte absoluta-
mente continua de la medida espectral de Hy. Como las partes absolutamente
continuas son equivalentes para todas condiciones de frontera, obtenemos el
resultado para cualquier a. O]

Los siguientes resultados relacionan el espectro del operador de Schrédinger
con el comportamiento de potencial V().

Teorema 2.8. Silim, o, V(z) = A, entonces en el intervalo (—oo, A) el
operador H, puede tener solamente eigenvalores discretos que pueden acu-
mularse solo en A\ = A.

Demostracion. Ver [11, Teorema 1,Seccién 24.1, p.211]. ]

Teorema 2.9. Si lim, ., V(z) = 0, entonces el espectro continuo del op-
erador H,, cubre todo el semieje positivo.

Demostracion. Ver [11, Colorario 1,Seccién 24.1, p.214]. n
Colorario 2.3. Silim, ., V(x) =0, entonces oqss(Hy) = [0, 00).

—00,0) = 0 y por el Teorema

Demostracion. Por el Teorema 2.8 0s(Hy) N (
0,00). O

2.9 0.55(Hy) D [0,00) entonces o.s5(H,) = [0,
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2.6. Dos ejemplos del espectro singular con-
tinuo

En esta seccion vamos a describir brevemente dos ejemplos de poten-
ciales con espectro singular continuo. Estos ejemplos estan estrechamente
relacionados con los resultados de la tesis.

En 1978 Pearson en su trabajo [1] por primera vez dio un ejemplo explicito
de un potencial con espectro singular continuo y dio una interpretacién fisica
de este tipo de espectro.

Vamos a describir brevemente el tipo de potenciales introducidos por
Pearson. Son potenciales de tipo barrera:

V(z) = Zgnvn(x — an)

donde g, > 0 son niumeros, V(z) = X[-B,,,,W (), aqui X[-B,,5,] es la fun-
cién caracteristica del intervalo [—B,,, B,| y W (z) € L{¢(0, c0) Los intervalos
[, — B, a, + By,] son disjuntos y L,, = a,, — B, —a,_1 — B,_1 es la distancia
entre las barreras.

Para obtener un ejemplo de potencial con espectro singular continuo pode-
mos tomar barreras de la misma anchura y altura

B,=B, g,=1

y L, — oo suficientemente rapido. Entonces para el operador H, generado
por el potencial V() que acabamos de describir tenemos espectro singular
continuo en el semieje positivo:

s Ha) N (0, 00) # 0.

El tipo de potenciales introducidos por Pearson se anulan en muchos
intervalos y através de la transformada de Priifer permiten dar asintéticas
no triviales de las soluciones. Este tipo de potenciales fue usado en varios
trabajos. Por ejemplo en [8] se demuestra que cuando B, = const, g, —
0, W(z) > 0 es una funcién acotada y a,/a,+1 — 0 la condicién Y o g2 <
oo es suficiente para tener espectro puramente absolutamente continuo en
(0, 00) para cualquier condicién de frontera y la condicién Y 7, g2 = oo es
suficiente para que el espectro sea puramente singular continuo en (0, 00)
para cualquier condicién de frontera.
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Remling en [2] en 1997 usando potenciales de tipo barrera dié el primer
ejemplo de potencial con espectro singular continuop sumergido en el espectro
absolutamente continuo. En su ejemplo Remling tomo las barreras de soporte
creciente, los g, tales que g, > 0y >.°2, g2 = oo y las distancias entre las
barreras crecen muy répido (mas réapido que exponencialmente). Entonces
para el operador de Schrodinger con el potencial que acabamos de describir

Oac(Hy) = 0ess(Hy) = [0, 00)
0,(Ha) N (0,00) =10

(0ess(Hg) es el espectro esencial que es el espectro sin eigenvalores aislados)
y para un conjunto de condiciones de frontera de medida positiva tenemos

0s(Ha) N (0,00) # 0.



Capitulo 3

Ejemplo de potencial con
espectro singular soportado en
un conjunto denso.

En este capitulo vamos a presentar una modificacion de la construccion en
[2], que nos permite obtener espectro singular continuo sumergido en espec-
tro absolutamente continuo y donde el soporte del espectro singular es denso
en un subintervalo I del espectro absolutamente continuo, en el sentido que
para cualquier subintervalo de I existen condiciones de frontera (un subcon-
junto de medida positiva) para las cuales tenemos espectro singular en este
subintervalo. Esto nos da un ejemplo de los espectros realmente mezclados.

Para construir un potencial, tal que el correspondiente operador de Schrodinger
tenga regiones del espectro absolutamente continuo y singular continuo es su-
ficiente tomar una funcién W(z), que va a generar el potencial, tal que su
transformada de Fourier W(a:) sea cero en algun conjunto S. Resulta que el
espectro absolutamente continuo esta soportado en S. Si W (z) es de soporte
compacto, W(x) no se anula, entonces necesitamos tomar una funcién de
barreras, donde las barreras son de soporte creciente, que convergen a una
funcion cuya transformada de Fourier se anula en S. Este ejemplo requiere
una construccion mas complicada del conjunto que va a soportar la parte
singular continua que en [2], por que necesitamos un conjunto F' tal que
él y su complemento F© (que va a soportar la parte absolutamente contin-
ua) sean esencialmente densos en un intervalo. Las lineas de demostracién
siguen las ideas de [2]. La diferencia esta en que tomamos la transformada de

37
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Fourier de la funcién Y ¢, Xr, (t) en lugar de la transformada de Fourier
de la funcién caracteristica del conjunto F', que lleva a ligeros cambios en
la demostracién de Lemas 3.1, 3.6 y se necesitan estimaciones un poco mas
laboriosas cuando evaluamos el comportamiento de las soluciones al infinito
(en la demostracién de Teorema 3.1, parte B).

3.1. La construccién del conjunto F'.

Vamos a considerar, como en los ejemplos de Pearson [1] y Remling [2],
el potencial de tipo barrera

V(z) =Y gValz—ay) (3.1)

donde ¢, > 0, V,, € Li([-By,, B,], los intervalos [a, — B,,a, + B,] son
disjuntos. Sean L, = (a, — B, — a,—1 — Bp—1) (donde ay = By = 0) las
distancias entre barreras y

I = /_ B” Vi (2)| da (3.2)

Los V,, tienen siguiente forma

Vo(@) = X(=B,,B,) (®)W (z) (3.3)

donde x(-g,.B,)(z) es la funcién caracteristica del intervalo (=B, B,), y
definimos

W(x) = /Z CnXF, (t) cos 2zt dt (3.4)

R n=0

donde ¢, > 0, tales que Y. ¢, < C20=YN aqui C es una constante, v > 2
(por ejemplo ¢, = 2=)") y F,, C [a, b] son conjuntos disjuntos tipo Cantor.
Cada uno de los conjuntos F), esta construidos en los "huecos” de algtin
conjunto anterior y [a,b] C (0,00) es un intervalo finito fijo.

Construimos los conjuntos F;, de la siguiente forma:

1. Vamos a construir el conjunto Fj. Sean 6,, > 0 niimeros suficientemente
pequenos y dados y n € N. Fijamos [y = [a,b] C (0,00) y sea [, =
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In \ (c§°) - (50,ch) + do) donde cgo) es el centro del segmento Iy. En
general, si [,, es la unién disjunta de 2" intervalos cerrados con centros
en ¢ (m=1,2"),sea I,y = n\U%::l(cgf) —5,, M +0,). El conjunto
Fy = N2, 1, es un conjunto tipo Cantor y tiene medida de Lebesgue
|Fol = b—a— Y7 ,2""5,. Asumimos que J, son suficientemente
pequenos para que » -, 2", < ooy |Fy| > 0. Vamos a numerar
los intervalos que quitamos en la construccién del conjunto Fjy, sean
estos [y, entonces Iy, = (ng) R dn) (para algunos n, m que
dependen de k).

2. En cada uno de los segmentos [1; construimos, como lo describimos en
el paso 1, un conjunto tipo Cantor F}; de medida positiva. Denotamos
los intervalos que quitamos en la construccion de los conjuntos Fig
como Iy;. En cada uno de los intervalos I, construimos un conjunto
tipo Cantor de medida positiva Fy.

3. En general en el paso ¢ tenemos una sucesiéon de intervalos I;; v en ca-
da uno de ellos construimos un conjunto tipo Cantor Fj; y denotamos
los intervalos que quitamos en la construccion de estos conjuntos con
I(i41)k- Al final tomamos solamente la mitad de los conjuntos constru-
idos, por ejemplo los conjuntos construidos en los pasos impar Fg;11)k
y los numeramos con un solo indice n € N: F,, = Floi11)k (para al-
gunos 7, k que dependen de n) y sea ' = Uy F,. Sean G, = Flogr y
G = U2 G,

Los conjuntos F' y G son esencialmente densos en el intervalo [a,b]. En
efecto, sea J C [a,b] un intervalo, existe /;; (¢ impar corresponde a F', i par
corresponde a G) tal que [;; C Jy |F| > |FNJ| > |FNI;| > |FNE; =
|F;;| > 0y lo mismo tenemos para el complemento de F.

En las demostraciones que vamos a dar a continuacién, por comodidad
vamos a usar la misma letra C' para anotar cualquier constante, cuyo valor
particular no tiene relevancia.

Lema 3.1. Sean F,W (x) como arriba. Suponemos que sup 6,27 < oo para
algin ~ > 2. Entonces W(z) = O ((1 + |w|)_l+%> .

Demostracion. Sea Wi(x) = [, xr (t) cos 2tz dt y el conjunto F; = N2 F}",
donde F? es el intervalo en que esta construido el conjunto F;, F/'™' =
P\ U%::l(c?i)

= (57(5),67(1@')711 + 559) es la unién disjunta de 2"*! intervalos
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n+1
(D)ym

suficientemente pequenos, tales que Y >° 15 < oo y |F;| > 0. Vamos
a demostrar que |W; (z)| < C ((1 + \x!)fH%) donde C' no depende de iy

usando esta estimacion

cerrados con los centros c (m=1,2») y 0 < 5 < 5, son niimeros

W) = D eWil@)| <> W) <> aC+[z)) 7 <
=0 i=0 i=0

IN

C(L+[z) ™7 e = O((1+ [a]) 717,
1=0

obtenemos el anunciado de Lema. Aqui podemos intercambiar el orden de
integracion y de suma por el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue
1.5.

Sean f*(x) = [ xpn cos 2tz dt. Por la construccién de F;

(@) — f(x) = /XFin+1 cos 2tx dt — /XFZ,” cos 2tx dt

= /(XF_"H — Xpr) cos 2tz dt = —/ cos 2tx dt
g Fin\Fin+1

2" C?i)WL+651i)
= — E cos 2tx dt
_§(i)
n

m=1 C?i)m
—_— 2n
= o (sin 2z(c{}),, + 6W) — sin 2x(cfy)
m=1

—6))

m n

27L
= —sin 2200 Z €O8 22}, (3.5)

m=1

Usando (3.5) podemos demostrar que la suma > oo o (f7 (z) — fI' (z)) con-
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verge absolutamente a W;(x):

Z|fn+1 n( )| < i2n+157(zi) < io:Qn—Hén <y
n=0 n=0

|fi'(x) = Wia)| =

/ Xrn(t) cos 2tz dt — / XF, (t) cos 2tz dt'

- ‘/ (XF” (t) — xr (t)) cos 2tx dt‘ = / cos 2tz dt
Z FP\F;

[E\ Ei] —— 0.

IN

Entonces tenemos

Wi (z) )+ (T (@) = £ (@)

(Wi(z)] =

() +Z (fF(z) = f(2)| < ’?1‘ (1 +22” ‘SmQﬂW ‘)

Para |z| > 277, deﬁmmos N (z) € N tal que satisface 81gulente condicién
277 < 277N |z < 1. Ahora, vamos a considerar por separado las sumas

Zn<N y Zn>N

1 N(z)-1 1 N(z)—1 1
il n g (4) il n N(z) _
v ; 2" [sin 220| | < 2 |1 nz_o 2 =0 (142 1)
- 9N(z) §|$’71+1/7
|z
y
1 - n | o: 7 n 7 n
] > 2" [sin2267)| < Z 2" 150 < Z 2",
n=N(z) n= N(:):
< C Z o= — (09 Z 21—
= n=N(z)
I xX 1
— )+12217 — 09U-1N(@)+ 1_21—v

S C‘x’—l—&—l/'y.
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Entonces, obtenemos |W; (z)| < C ’x‘*lﬂ/w para |z| > 277.
Para [a| < 277, [W;(2)| < |F| < |F| y sea C = |F|(1+27)77 =
Wi@)|<C+2)™ <o@rla) ™. =

Lema 3.2. Sea f(k) =Y . caXa, (k). Ezisten funciones fn(k) € C5°(R),
fn(k) >0 tales que

/ |f(k k)| dke < 2=V oy

/ Pl dl < C2v
R

Demostracion. Tenemos que

|f(k) = eaxa (k)| =

Z cn < C2=MN,

n=N-+1

Z cnXa, (k)| <

n=N+1

Para cada conjunto de Cantor G,, n = 1,... N tomamos el conjunto G que
obtuvimos en el paso N de la construccién. G es una unién disjunta de 2
intervalos cerrados:

Grjy = Uizl[ak, bk]

Entonces
‘G,,]:f \ Gn| = Z 2n+15n <C Z gn+log—n < 02]\[(1_7)
n=N n=N

(Ver Lema 3.1). Esto implica que

N N N
/ > eaxe (k) =Y eaxoy (k)| dk <> e |GN\ G| < C2¥0
n=0 n=0 n=0

Aproximamos cada una de las funciones caracteristicas xgn (k) n =1,... N
que toman valores 0 y 1 y sus puntos de discontinuidad son ay, by k = 1...2Y
con las funciones f (k) € C°(R),0 < fn(k) <1

/ I (k) — FN (k)| die < 207D,
R
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y tales que para la derivada de la funcién fV(k) tenemos la siguiente esti-
macion:

[y

=Y [ ) a- [T w)

N

donde A > 0 es un nimero suficientemente pequeno. Entonces

2N
dk =Y [N (ax+ D) = £ (ax — A)
k=1

[y

2N
— O+ A) + N A) =Y 2 =2V
k=1
Esto implica que
N N v
/ (Z cnXay (k) — Z Cnfff(’ﬂ) dk < Z c, 20NN y
- n=0 n=0 n=1

N ! N
[(Srm) a < 3o fitaomy s o2
R n=0 n=0
y tomamos fn (k) = S0 e, fN (k). O

3.2. Asintoticas de las soluciones.

Fijamos a € [0, 7) y, para k > 0, sea y (z, k) la solucién de la ecuacién de
Schrodinger en la semirecta

—y"(2) +V () y (z) =Ky (z), z€[0,00) (3.6)

con la condicién inicial y(0, k) = —sina, y' (0, k) = cos a.
Definimos las variables de Priifer R (x, k), ¢ (z, k) , tales que R (z, k) > 0,
¢ (x, k) es continua en z y

y(@) = R(2)sing () (3.7)
Y (2) = R(x)keos(x)
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R, p satisfacen las siguientes ecuaciones

V
(InR) = o sin 2¢p (3.8)
¢ = k- % sin? (3.9)

Denotamos con R, (k) = R (a, — Bn, k), pn(k) = p(an— By, k) y de (3.8),
(3.9) tenemos que

R(z,k) = R, (k) si x € [ap_1+ Bn_1,a, — By (3.10)
Y ¢n(k) =9 (a1 + By1,k)+ kL, (3.11)
Fijamos un intervalo J = [ky, ko] C (0,00) . Para k € J, podemos integrar

(3.8), (3.9) sobre el intervalo [a,, — By, a, + By,] y usando la expansién de
Taylor respecto al parametro g, 1, obtenemos

Rouir (k) _ g /B” -
PR 2k ), M s ) (3.12)
Bn v
_Z_;L dzV, (x) cos 20, (z, k) / dtV,, (t)sin® 6, (t, k) + O (go12)
—B, —Bn

donde 0, (x, k) = k(x + B,) + ¢n (k).
Suponemos que ¢, I,, € l3. Entonces podemos escribir (3.12) en la siguiente
forma

N
1
In Ry (k) = %ImZXn( 2k2ReZY (3.13)

SkQRezZ 8kQE:gnIV (2k) |* + pn (k)

donde |py (k)| < C para todos N € N, k € J. Ponemos
Br

V, (2k) = V,, (z) e2*dy (3.14)

_Bn

X, (k) = gaViy (2Kk) 2(on(R)+5Bn) (3.15)
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B x
Y, (k) = gie%(@"(k)J“kB”)/ dxV, (x) 6227”/ dtv,, (t)

—Bn, B,
Zn (k) = g1 (‘//; (2k;)>2 oAi(on (k) +kBn)

atp(a _1+B _1,k)
—mens=r= - Suponemos que gnl, — 0

y (Ln+ By) /Lnt1 — 0. Entonces existe una constante C = C'(J) tal que
Cn S CLnfl Y

Po(a, 1+ B,_1. k i
w(an_1 + Bo_1, )‘Sc<1+2ngmLfn>

Lema 3.3. Sea C, = méXkeJ‘

max
keJ

dk?

m=1

Demostracion. Este resultado es de [8, Proposition 5.1]. O

3.3. Espectro mixto

Para la demostracién del teorema principal vamos a necesitar los sigu-
ientes lemas.

Lema 3.4. Sean B, a,, 3, > 0 niumeros reales tales que

Bn S Bn—l + 20571 V Bn—l + ﬁn (77, 2 1)

entonces
VBy <VBo+ ) okt | D B
k=1 k=1
Demostracion. Este resultado es de [8, Lemma 6.2]. O

Lema 3.5. Sean X,, (n € N) variables complejas aleatorias. Suponemos que
existen nimeros p, > 0 tales que Y ppIn*n < 0o y
n—1
EXal + ) [EXnXa| < pu,
m=1
donde EX,, = [ X, (k) dP(k) son las esperanzas matemdticas respecto a al-

guna medida de probabilidad dP (k). Entonces limy_ 25:1 X, ewiste casi
sequro, respecto a esta medida de probabilidad.
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Demostracion. Este resultado es de [9], ver Teorema 1.25. ]

Ponemos ¢,, = <f|$|>Bn W ()| da:)i.
Lema 3.6. a) lim,, . T/Z(Qk:) =m/2Y 07 cuXFu—r, (k) para casi toda k.

b) Sea f (k) una funcion acotada, entonces existe una constante C = C(f),

tal que

Demostracion. a) Como v > 2, Lema 3.1 demuestra que W(x) € L,(R) N
Ly(R) para algin 1 < p < 2. Entonces, por el Teorema 1.8 la integral

_Bgn W (x)e** dx converge puntualmente a [~ W (x)e*** dx, cuando B, —
0. El limite puntual coincide con el limite de V,,(2k) = _Bgn W (x)e?=* dx en
la métrica de Ly(R). Por el Teorema de Plancherel 1.7 este limite es la trans-
formada de Fourier inversa de W(xz) y es igual a /2> 7 ¢, xpu—r, (k),
tomando en cuenta que

2

Ta2k) = 7/23 oo ()] F(8) dk < Ce2

n=0

2W (x) = [ 3207 eaXFou—r, (t)e* dt. Entonces
+OO Bn oo
W (x)e?* dg = BHm W (2)e2* dor = 7/2 Z caxrao_r, (k)
o nTJ =B n=0

b)Para demostrar el punto b), vamos a usar la férmula de Plancherel (1.2)
para la funcién x|z>5, W (2) € La(R) (Lema 3.1).

Sea [ X\x|> B, W () €2** dx su transformada de Fourier inversa (en el sentido
de Ly(R)). Por la férmula de Plancherel

/‘/X|x>3n szr dl’

Ahora, usando a)

dk = 7r/ ‘X|x\>BnW($)|2 dx

= 7T/ (W (z) |*de = me2 (3.16)
|z|>Bn

Vo (28) = 7/2 3 eoxmomr, (K)

n=0

By .
= / X(an,Bn)W(l')Gmkx dﬁ—/ W(l,)e%ka: dr = / 1% (l‘) 62ikx dr

—B, —00 |z|>Bn
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y finalmente usando (3.16)

/

F(k) dk

Vi (2k) = 7/2 " caxr, (k)

g

2

/ W (z) e*** dx| f(k)dk < Ce?
|z|>Bn

]

Ahora podemos demostrar el resultado principal.

Teorema 3.1. Supongamos que el conjunto F' cumple con las condiciones
de Lema 3.1 para un v > 6. Sean g, = n=2,B, = n® donde (1-— 2/7)71 <
B < /8y L, tales que nﬂ/QVLn,l/Ln — 0. Entonces, para el operador de
Schridinger en la semirecta H, con el potencial V(xz) = >"" gV (. — ap)
donde V,(z) = xB,5o)W (x) y W(z) = [ D07 cuxr, (k) cos2kx dk ten-
emos que 0qe (Hp) = Ocss (Ha) = [0,00), 0, (Ha) N (0,00) = 0 y, para un
conjunto (que depende de 1) de condiciones de frontera o de medida positi-
va, 0s. (Hy) NI # 0 para todo intervalo I C [a,b].

Demostracion. Para demostrar el teorema , primero observamos que V (z) — 0
esto implica que 0,55 (Hy) = [0,00) (ver Colorario 2.3). En el paso A de-
mostraremos que la ecuacién (3.6) no tiene soluciones en L(0,00), lo que
implica que no tenemos espectro puntual en la semirecta [0,00). En el pa-
so B demostraremos que para casi toda k € F© (referimos al conjunto
GU(R\[a, b]) como el conjunto F¢) todas las soluciones de (3.6) son acotadas,
esto implica que el espectro absolutamente continuo esta soportado en (F C)2
y cerrando el conjunto (FC)Q, denso en [0, 00), obtenemos 0,.(H,) = [0, 00).

En el paso C se demostrara que para casi toda k € F' tenemos soluciones
de (3.6) no acotadas, entonces la parte absolutamente continua de la medi-
da espectral no ve el conjunto F2, y tenemos el espectro singular continuo
soportado en este conjunto.

A .Demostraremos que no hay soluciones de (3.6) y (x,k) € Ly(0,00). La
clave aqui es el rapido crecimiento de las separaciones entre las barreras que
no permite tener soluciones en Lo (0, 00).
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Usando (3.10) y (3.11), tenemos que

/"o y (2, k)] de = /Oo IR (2)|?|sin ¢ ()| d

S IR )
an—1+Bn—1

- Z/ R? |sin(¢ (an—1 + Bp_1, k) + k2)|* dx
an—1+Bn-1

v

— ZR—/ 1—0082«0(6% 1+ Bn 1,k>+l€$)d
2 2 an—1+Bn-1
= 2 1 o
=y 2 <Ln = 57 SN2 (an—1 + By, k) H k) | >
n=2
00 Ri 1
> Z 7(Ln - E)'
n=2

Vamos a demostrar la estimacion de Gronwall
R(z) < R,y1 para z € [a, — By, a, + Bl (3.17)

De (3.8) tenemos que R’ (x) = R (x) % sin 2 (x). Integrando esta ecuacion,

obtenemos
an+Bn an+Bn V t
/ R'(t)dt = / R(t) ®) sin2p(t)dt vy

ok
R(z) = R(a, + B,) — / " R(t)%)

R(x) > 0, W(t) es una funcién acotada y tenemos que

sin 2p(t) dt

g an+Bn
R(z) < R(an+B)+022/ R(t) dt

an+Bn
< R(an+Bn)+C/ R (t) dt.

Sea ¢ () = R (an + B,) + C [“P" R(t) dt

~¢/(z) = CR(z) < C¢(x) =
(“¢(z)) >0
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y la funcién e“*¢ (x) es mondtona creciente. Entonces,

€C(an+Bn)¢ (an + Bn) - ec(an+Bn)Rn+1
Z eC(Q7L+Bn)¢<x> Z ec(an‘f'Bn)R(x)
y R(x) < Ry

En particular tenemos que

Rn S Rn—i—l-

Usando (3.18) vamos a demostrar que la serie Y >, RTi(Ln —

R? 1 = R?
T(L”_E>ZZ_ n (Ln — o0)

n=2 n=m
Por el criterio de la razén

2
m M > lim Lo
n—00 R%Ln T n—oo Ln

= O

esta suma diverge. Entonces [y (z, k) de >3, RT%(Ln -

49

(3.18)

7) diverge

%):oo.

B. Para probar que para casi todo k € F° todas las soluciones de (3.6)
son acotadas demostraremos, usando Lema 3.5 y (3.13), que |In Ry| < oo si

N — oo para casi todo k € F*°.

Primero vamos a demostrar algunas estimaciones que usaremos a lo largo

de la demostracion. Usando Lema 3.1, obtenemos:

Bn Bn By
I, = / Vo, (:B)|dx:/ W ()| d:)sgC/ (1+2)"" gz
B - 0

B B

= Oy ((1 +B,)"" - 1) =Cy ((1 +n%)!7 - 1) < cnfh

Entonces tenemos

I, < CnbP/

(3.19)

1/2 1/2
En = (/ ]W(a:)\%ix) <C (/ (1 —i—;v)Q(_lH/V)d:z:)
|z|>Bn x>By

< C (nﬁ(—m/w))l/? — O B/2+B8/
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y obtenemos
g, < On~P/2+8/ (3.20)

Como v > 6,8 > 0= #(1/y—-1/2) < 0= e, —— 0. También tenemos
que Y (gnln)’ < 00:
(gnln)® < Cn=3/2030/7 = Cp3(B/1=1/2)

y 3(8/y — 1/2) < —1 por las condiciones del Teorema. Esto implica que
podemos usar férmula (3.13).
Vamos a demostrar siguiente estimacion:

n—1
> gl L2 < On VPR (3.21)

s=1

Como tenemos que L,_1/L, — 0, podemos encontrar C, v > 0 tales que
L2/L? | < Ce =% para todos s < n — 1. Entonces tenemos

n—1

n—1
Z gS]ng < CLi_le*an Z 571/2+ﬁ/’76a5
s=1

s=1

< C’Li_le_a”/ s V2Beasqs < O V2B LE
1

~

V/

Val y

Tenemos las siguientes estimaciones para

B, B,

Vn(2k)‘ — ‘ / V, (z) e?*edz| < / WV, (2)|de = I, (3.22)
—B, —By

—~ Bn .

v,;(zk)‘ - ‘ / (2ix) V,, () ¥ dz| < 2B,1, (3.23)
—Bn,

Sea [c, d] cualquier subintervalo finito de [0, 00) e introducimos la funcién

F(k) = enxan (k) + Xpea (k) = Xpaiy (k)

([a, b] es el intervalo donde construimos el conjunto F'). Tenemos que f(k) =0
sike Fyf(k)>0sikeGokeled)\ [a,b]. Consideramos la medida
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dP(k) = cf(k)dk, donde ¢ es una constante tal que | dP(k) = 1. Vamos
a demostrar que X, satisfacen las condiciones de Lema 3.5 con la medida
dP(k). Vamos a estimar EX,,X,, (m < n), donde las esperanzas son calcu-
ladas respecto a la medida de probabilidad dP(k). Por el Lema 3.2 existen
funciones fy (k) € C§°(0,00) (N € N) tales que fy >0y

/|f k)| di < 20N /]fjv(k)| dk < C2NTL (3.24)

(v es de Lema 1).
Usando (3.15), (3.24), (3.22), obtenemos

/f(k)‘/}m@k)‘7”(2k)62i(¢m(k)¢n(k)+k(3nBm))dk‘
< Cgmn <]n]m/ |f (k) — fn(k)| dk (3.25)
+ '/fN (Qk;) 2@(¢m(k)—¢>n(k)+k(Bn—Bm))dk')

Sean en (3.25)

1= Conan (It [ 150~ sl ar)

Il =Cgngn /fN )‘7 (2k) 2 Om (k) =dn(k )—Hc(Bm—Bn))dk.'

Podemos estimar [ usando (3.24)

I < CgmgnlnI, 20N (3.26)

Integrando por partes, obtenemos para 17
17— o 9mn Vi (2k)V, (%)fN( ) Vin (20) V5 (2k) fv ()
2 (/ Fnk) = 0,(k) + B — By 9u(k) — G(k) + B — B

Vin(2)V, (2k)fN( ) (Va(2R) Vi (26) () (6 () — Gla(R)
O (k) = @, (k) + B — By (@1 (k) = ¢4 (K) + B — Bn)?

dk) |

(3.27)
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Vamos a estimar cada uno de los términos de (3.27). Para los primeros dos
términos, usando (3.22), (3.23), Lema 3.3 y (3.11), tenemos

ImZn
e |

Bl
Ly,
(3.28)

dk < Cm~1/?n~1/2

Para el tercer término de (3.27), usando (3.24) tenemos

gmgn (Qk)fN( )
¢ </| (7, (k (k) + By, — By) dk)

< On—l/Zm—1/2IL_[/|fN(k,)| dk < On—l/Zm—1/22N+1

Iy
Ly

(3.29)

Para estimar el ultimo término en (3.27), vamos a necesitar la siguiente esti-
macion
/ ‘Vm(%)ffn(%)‘ F(k) dk

N 2
< / V20| (k) dk
por la desigualdad de Schwartz. Como supp f N F = ()

XA/n(Qk)‘Q F(k) dk

(donde supp f es el soporte de la funcién f) tenemos

— [ Patzt) = 7/23" xroen (o) 10 dk
Va(2k) = 7/2> " Xpu-r, (2)| f(k)dk

y por Lema 3.6 < CEnEm (3.30)



3.3. ESPECTRO MIXTO 93

Entonces para el tltimo término en (3.27) tenemos

ImGn
c |

usamos Lema3.3

n—1 2
< Cmbn Y sl 2/"/ (2k) V, ))fN( ) d
s=1 n

usamos (3.21)

< Om~12n 116/ L 1/‘1/ (2k) V, (2k) ‘fN
iyt (/’v (2k) 7, (2 >(<fN<> f(k)) dk

+ / ‘vm (2k) V., (2k)

L2
< Cm_l/zn_HBM% (_]m]ng(l—v)zv +C€n€m) (3.31)

n

Vin (2)V, (2/<)f (k) (o (F) = ¢l (K))
(5 (F) = ¢, (K) + B — By)?

m

dk,

(k) dk) y usamos(3.30), (3.24)

En conclusién, usando (3.26), (3.28), (3.29) y (3.31) tenemos que EX,,X,
satisface la siguiente estimacion:

m~2n"Y21 1. B,

|EX, X, < Cm™n7V2L,02000N 4 ¢ -
n Cn_1/2m_1/2InImBm L+ O /2gN 1,1,
Ly L

2
n Cm_l/Qn—Hﬂ/v% (]mInQ(l—v)N + csna?m)

n

usando (3.19), (3.20) y reagrupando, obtenemos

N+1 B B
< Cm =Y/ 248/ =1/2+8/y (2(1—7)1\7 + 2 tmm+n

Ly,

L2
b (mn) P 4 20N 1248 221)
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Tomamos N = n y sumamos sobre m

n—1 i 5 el
D |EXLX,| < OnVEon ((2“—7)” S L+ - ) S v/l
m=1 n m=1
1 n—1 L2 n—1
+L_ Z m~ Y26/ 6 22—1”71/%5/7 <ng/2 Z = 1/2+5/15/2
™ m=1 n m—1

n—1
4o1=)n Z m—1/2+ﬂ/7>> _
m=1

Asumimos que las potencias de m son positivas. La demostracién en el caso
contrario es completamente andloga. (La parte de mayor interés para nosotros

L ) L2 _
es de decrecimiento més lento —2xtn =123/ 1 =B/2 3L 4 ~1/246/7=8/2 y e

este miembro la potencia de m, —1n/ 2+ /~v— /2, es siempre positiva por las
condiciones del Teorema.) Tomamos en cuenta que 2= _ 0 muy répido
(como 7 > 6), entonces

n—1 1 3
Z |EXmX_n’ < C (n—1/2+ﬁ/v2 +n nL/2+6/7

n

28/v+08 2
n n /v +Ln,1n_1+2,g/7 (n_ﬂ/2n1/2+ﬂ/fy—ﬁ/2))

Ln L2

n+1 2 2
o (2872 S’ LI . + Ln—1n71/2+3ﬁ/%ﬁ
L, L, L?

n

ont1,ci 2 J2
_ C( Ln +7z n 22—1n—1/2+3[3/7—/@) (3.32)

para algunos cy, cs.
Para estimar F |X,|* usamos el hecho de que supp f N F = @ y Lema
3.6a)

E|X, ) = Cgi/

= Cgi/

< Cgie < Cn 18, (3.33)

on

v, (2k)

(k) dk

Va(2k) = 7/2> " caxmo-r, (k)

n=0
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Usando (3.32) y (3.33) podemos tomar en Lema 3.5

pp = 120 2n;jlnnq + 75: + %nl/%?ﬁ/wﬁ y
ipnln2n: Y+ o+ X3+ 2y
donde -
Y= g 2n+1:LCl In? n, Yo = g ZC: In?n
Y3 = io: %n‘”ﬂgﬂh_ﬁ In%n, Y= i 128612
n=1 n n—1

Vamos a demostrar que cada una de estas sumas convergen. Por la condicion
nP L, /L, — 0 del Teorema tenemos un crecimiento rapido de L, (més
rapido que exponencial), entonces

n2" /L, — 0 (3.34)

para cualquier ¢. Usando (3.34), tenemos que

Y1 =25 = Zann_2 In’n, donde a, — 0

n=1

y esto implica que ambas sumas convergen (aplicamos el Teorema 1.11).
La serie

0 Ln_ 2
23 = Z (—1 nﬁ/Q'Y) n71/2+2ﬁ/77ﬁ 1n2 n

n=1 Ln
o

= Z apn” Y2288 1n2 . donde a, — 0.
n=1

Entonces para demostrar que las series X3 y >4 convergen es suficiente de-
mostrar que converge la serie > oo n(1/2¥28/7=8) In* . Esta serie converge
por el Teorema 1.11 si y solo si converge la serie

Z okok(=1/2+24/v—P3) (In Qk)z —In22 Z 9—k(B(1-2/7)=1/2) 1.2
k=1 k=1
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Por la condicién de Teorema (3(1—2/v) > 1y tenemos una serie convergente.
Entonces >°°° | p, In®n < ooy por el Lema 3.5 Y .°° | X,, < oo para casi todo
k € supp f y como el intervalo [c,d] es arbitrario Zle X, < oo para casi
todo k € F*.

De manera similar podemos demostrar que > >~ Y, y > °  Z, son aco-
tadas para casi todo k € F*.

Para demostrar que |In Ry| < oo cuando N — oo para casi todo k € F°
falta demostrar que el ltimo término en la asintética (3.13)

Z:}ﬂ 9721

~ 2
Vn(Qk)‘ < oo casi siempre respecto a la medida dP(k). Sea

= i, Zgn

‘ € [0,00].
Por (3.30)

ZC/gn

< CZn_H%M‘ﬁ <oo (28/y—-p<0)

n=1

21:)’ dk<CZgnn

y por el Teorema de convergencia monétona 1.3 tenemos que S (k) < oo para
casi todos k € supp f. Y con esto demostramos que Ry < C para todo N y
casi todo k € F¢.

Por la estimacién de Gronwall (3.17) tenemos que
R<:U) S Rn+l S C

para todos © € U, [a, — By, a, + By] v esto es cierto para dos diferentes
angulos iniciales (0, k). Entonces tenemos que todas las soluciones de (3.6)
son acotadas para casi todo k € (F)°.

Como se cumple la condicién sup, ( f;fll |V (t)|2dt> < oo para el po-
tencial V(z) y |F¢] > 0 podemos usar el resultado de Simon Teorema 2.6.
Entonces la medida espectral es puramente absolutamente continua en (F 0)2

y, como el conjunto (FC)2 es denso en [0, 00), tenemos que g4 = [0,00).
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Demostraremos que sup,, (f“l vV ()] dt) < 00

x—1

z+1 z+1
sup/ \V(t)|2 dt = supSUP/ |gn Vi (t — an)]2 dt

T 1 n T -1
2

dt

[e.9]

z+l—an
= Sup / E
x r—1—an

n=1

GnX(~Bn,B)W (1)

IN

B
sup gi/ W (t)]* dt usamos Lema 3.1
n —By,

IN

Bn
C'sup gi/ 1+ at < Csupn~' (1 + B,
n 0 n

IN

Csupn P <O (B/y < 1/8).

n

C. Demostraremos que o, (H,) N (0,00) # 0.
Tomamos f(k) € C§°(0,00), f(k) >0, [ f(k)dk =1y F C suppf. Es
2
suficiente demostrar que F ‘Zgzl Xn‘ =o0 (lm2 N ) para casi todo k respecto

a la medida dP(k) = f(k)dk e igualmente para Y,,, Z,. Si esto es cierto,
usando la desigualdad de Chebyshev tenemos que

CEESES
p X,|>smN )| <=0 L g (N - ) (3.35)
— 02Iln* N

para todo § > 0. En particular podemos encontrar una sucesion N; — oo

2
tal que Y oo F ’Zgzl X,| In"? N; < co. Ahora, usando el Lema de Borel -
Cantelli tenemos que

‘|

y lo mismo tenemos si reemplazamos X,, por Y, o Z,.

N;

> X

n=1

> o0In N; para un numero infinito de z> =0

A~

Por otro lado, Lema 3.6a) implica que lim,,_o V,,(2k) = 7/2>"° , caxr.u—r, (k)
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para casi todo k. Si ¢ es suficientemente pequeno, de (3.13) vemos que
1 1 & 1
Jim In Ry, (k) = lm —-Im ; Xo(k) = g e nzl Yo(k) + o5 Re > Zu(k)
TR . ) N;
+ e ;gi Vn(Zk)‘ + pn, (k) > Jm (cl g2 — 6 1n Ni>

N;
= Hm (Cl Zn_l — 625111 Nz) = O (336)

n=1

N

para casi todo k € F.

Entonces, para casi todo k € F, tenemos soluciones no acotadas de (3.6)
y la parte absolutamente continua de la medida espectral p2¢ (F?) = 0 para
cualquier «, donde F? = {k?:k € F} (por el resultado de Last y Simon
Colorario 2.2). Igualmente, como lo demostramos al principio en A esto
ocurre con la parte puntual de p,. Como « es cualquiera, usando la férmula

del "promedio” (ver Colorario 4.1) obtenemos

0< \F2|:/ pa (F?) da:/ pif (F?) do
0 0

Esto implica que p5¢(F?) > 0 para un conjunto de condiciones de frontera

de medida positiva.

Falta demostrar que E ‘ZnNzl Xn
entonces

? = O(IHQN). Sea SN == ZiV:an’

B[Sy < E|Xn|* +2|ESy_1Xn| + E[Sn-1 [ (3.37)

Vamos a estimar cada uno de los términos de esta suma. Usamos el mismo
procedimiento que en B.

Para el primer término, usando Lema 3.6a), tenemos

f(k)dk < Cg% =CN™* (3.38)

‘ 2

BIXxl = [ [V (20)
R
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Para estimar el segundo miembro integramos por partes

‘ESN—IX_N| = gn /SN1(k)ﬁv(Qk)em(w(k)ﬂBN)f(k)dk‘

/ - sitonykmy) 4 [ Sxoa (B) Ve @R)F () )
ak \ “—2i(2y (k) + Bx)

d_( Sx-a (k) Vv (2k) (k)
: CgN/%( P (R)+ B) )

= 9N

dk

B Shy_y (k) Vi (2K)f (k) Sy (k) Vv (2k)f (k)
- CgN/ A+ By gh(k)+ By

S-1 (k) Viy 2k)f' (k) Sw-i (k) Viv (2k) f (k) & (k)

oy (k) + By (o (k) + Bx)? I

Vamos a estimar cada uno de los cuatro términos que obtuvimos. Por la
desigualdad de Schwartz tenemos que

/ \SN_l (k) Va (2k) f (k:)’ dk

(/’SN k)P (k d"“) (/lVN (2R)[*f ( )alk)l/2 <C(E|Sva )"

(3.39)

Para el ultimo término, usando Lema 3.3, obtenemos

gN /
N-1

L2 _
<Cgn Y Il 5" / ‘SN_l (k) Vi (2k) f (k)‘ dk

m=1

Sn 1 (k) Viv (2k) £ (k) (k)
(¥ (k) + Bn)?

dk

L2
usamos (3.39) y (3.21) < CNTHINZNL (B|Sy | A2 (3.40)
N

Para estimar el primer término necesitamos estimar S (k). Como en (3.21)
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podemos estimar

n—1

n—1
> gLy < CLyqe ™™y s/ (3.41)
s=1

s=1

< C’Lnle‘m/ s12eds < On~Y2L, 4.
1

y para | Sy (k)| tenemos

N-1

Sy = |3 g0 (Va2mpeitentrion ‘ (3.42)

n=1

— Z g (Vi (2k) 220K T (28)2i (i), () + B) e2on (1458000

usamos Lema 3.6a), (3.23), (3.5) y Lema 3.3
N-1

< CY gu(2BuI, + Ly)
n=1
como B,I,/L,=n°/L, — 0 por el rapido crecimiento de L,,
N-1
< C’Z 20nLn < CN7Y2Ly_ (usamos (3.41)).
n=1

Entonces para el tercer término, usando (3.42) y Lema 3.3 tenemos

/ Sh_ AW (2k) f (k)
gn ( )+BN

Para los demds términos, usando (3.39), tenemos
N—1/2
< C

gN/ Sn-1 (k) Vv (2k) f' (k)
< I

<p§v(k) + By
Entonces, sumando (3.38),(3.40),(3.43) y (3.44), (3.37) llega a

Ly_1

N

dk < CN~!

(3.43)

Ak < CI (B ISy, )"
Ly

(E1Sy_1)"* (3.44)

1/2 B L% N-1/2
ElSN|2 < E’SN71‘2+O(E’SN71‘2) / (N 1+8/~ 272 1 + . )
N N

Ly
+ C (N—IL + N—l) (3.45)
Ln
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De (3.45), usando Lema 3.4, obtenemos

N 2
(E|SN’2)1/2 S C (Z n*1+6/7 (LZ_I) +n1/2/Ln>
n=1

n

N . 1/2
+ C (Z nt+ n_1£—1> (3.46)
n=1

n

Como tenemos que n**'L, /L, — 0, n°/L, — 0y L, 1/L, — 0, pode-
mos reescribir (3.46) en siguiente forma

N N 1/2
(B |SN]2)1/2 < C’Zann_l +C (Z n_1>
n=1 n=1

(donde a, — 0) = o(InN)

En efecto

N B N \M2
Don—1 @nl T+ (2o 0 o ctaxhnN+ (In N)/2
In N - In N

—

Con esto finalizamos la demostracién de C y del Teorema. ]



Capitulo 4

Condiciones de frontera del
operador de Schrodinger con
espectro mixto.

En este capitulo estudiamos el comportamiento de diferentes partes del
espectro cuando la condicién de frontera varia. Usando estimaciones para la
funcién espectral del correspondiente operador de Schrodinger, obtenemos un
criterio que nos garantiza la existencia de espectro singular sumergido en el
espectro absolutamente continuo para conjuntos de condiciones de frontera
de medida positiva y potenciales que se anulan en un intervalo [0, N].

En particular, usando este criterio, podemos dar una descripcion mas pre-
cisa del conjunto de condiciones de frontera para los cuales tenemos espectro
singular sumergido en el espectro absolutamente continuo en los ejemplos de
[2] y Capitulo 3.

4.1. Resultados auxiliares sobre la funcion es-
pectral.

Estamos considerando la ecuacion de Schrodinger en la semirecta

ly = —y'(z)+v(z)y(z) = Ey(r)
(4.1)
0<r< o

62
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y el operador autoadjunto asociado
d2
H, = 2 +o(z) en Ly(0,00)

generado por la condicién de frontera

y(0)cosae — ¢/ (0)sinaw = 0

(4.2)
ael0,m)
Sean uy(z, z) y us(z, 2) soluciones de la ecuacién
lu=zu (4.3)

que satisfacen siguientes condiciones

u1(0,2) = sina ug(0,2) = —cosa
u1(0,2) = cosa uh(0,2) = sina

Entonces para cada z no real existe una funcion
CalT,2) = us(x, 2) + mo(2)uq (2, 2)

que es una solucién de (4.3) y pertenece a Lo(0,00). La funcién m,(z) se
llama la funcién m de Weyl y para a # 0 tiene la representacion integral de
la forma
d pa (A
ma(2) = cota + / dral}) (4.4)
R A— 2z
donde p, es una medida de Lebesgue-Stieltjes determinada por m,. La me-
dida p, se llama la funcién espectral de H,. La densidad espectral % para
casi todo \ esta dada por

dpa(A) _ , 1 .
D - A Fimma(A+iE)

1
=: —Immy, (A +i0)
T

El siguiente Lema es similar a uno en [20, Theorem 1.12].
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Lema 4.1. Sean o, 3 € [0,7) dos condiciones de frontera, o < [ y sea A un
conjunto de Borel, entonces

ﬁ . .
/ pg(A)dGz%/arg [cosﬁ+51nﬁm0(E+20)]dE
“ A

cos a + sin awmg(E + i0)

Demostracion. Usamos la representacion integral de m, (4.4) y la relacién
entre mg y mq (2.14)

51 4 8 6 i
po(E) B / d _d mo(z) cos @ — sin
/a / (E — z)? 0= o dz [mg(z)] 0= dz J, [mo(z)sinf + cosf a0

R

d , d .
=% log (cosﬁ + smﬁmg(z)> -5 log <Cosa + smamo(z)> (4.5)

Ahora, usando la representacion integral de Herglotz de log por el Teorema
1.19, obtenemos:

. 1 x
log ((3089 + SmeO(z)) = c+/ [az‘ il ary 1] fo(z)dz
R
donde
1 . .
fo(z) = —Imlog <cos 6 + sin 0 mo(z + zO))
T
1 . .
= —aig (COSG + sin @ mo(x + ZO))
Entonces d fo(2)
: _ 6(T
&log (cos@ + sm@mo(z)) = / = Z)de

R
y de (4.5) obtenemos

[ \Jie5) o= [t

R

Como las funciones (E — z)~2 tienen combinaciones lineales densas por el
Teorema 1.28, tenemos que

g
| don(B3a0 = (5a(B) - 1o(E))aE
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como igualdad de medidas y entonces para cualquier conjunto A medible
tenemos

/6 . .
/ po(A)dd = 1 /arg {Cosﬁ—ir sin S mg(E + 10) dE
o s

cos a + sin o mgy(E + i0)
A

]

Colorario 4.1. Si tomamos a = 0 y B = 7 obtenemos la conocida formula
del "promedio”[20, Theorem 1.12]

| oty da=ja
Sea
Ay ={E/Immy(E +1i0) > M} (4.6)

Si tomamos M = 0, el conjunto Ay soporta la parte absolutamente continua
de la medida espectral, ver la Seccién 2.4.

El resultado de Lema 4.2 nos da la cota por arriba que vamos a usar mas
adelante. En la siguiente seccion donde analizaremos el espectro singular
serd suficiente tomar M = 0. En este caso el resultado del Lema es una cota
que se sigue de Colorario 4.1

/ﬂp9<]ﬂ/\0>d9 < ]mA()]

donde | - | denota la medida de Lebesgue.

Lema 4.2.

/ﬁ pg(]ﬂ AM>d9 < %arctan <ﬁ(co‘co¢ — cotﬁ)) ‘Iﬂ AM‘

donde I es un intervalo arbitrario.

Demostracion. Segun Lema 4.1 tenemos

/ﬁpg(A)dQZ %/arg [cosﬁ—i—sinﬁmo(E—l—iO)} AE (47)

cos a + sin awmg(E + i0)

A
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para cada conjunto de Borel A. Sea

zsin 3 + cos 3
zsin a + cos «

w="Tz=

Para todo M > 0,T mapéa el semiplano Im z > M en el disco
sin 3) 2 sin(6 —a)\? sin(6 — a)\?

sin «v 2M sin” « 2M sin” «

De aqui sigue que si Im z > M entonces argw < 2 arctan (ﬁ(cot a—cot ﬁ)) .
Entonces si Immg(E +i0) > M, usando (4.7) obtenemos

/jm([ﬂAM) = %/jm arg(T(mO(E+¢0))dE

2 / 1
— arctan (—(cot a — cot ﬂ))dE
INA 2M

™

2 1
= = arctan (m(co‘ca — cot ﬁ)) ‘I N AM)

]

Para demostrar la cota por abajo, vamos a usar el siguiente resultado
de [19]. En el teorema siguiente, My denota a una familia de medidas que
tiene en particular la siguiente propiedad: dado v en [0, N], para cualquier
extension (localmente integrable) de v en [0, 00) la medida espectral de cor-
respondiente problema en la semirecta pertenece a My.

Teorema 4.1. (Corollary 1.2 en [19]) Sean X;, \; dos eigenvalores de (4.1)
en un intervalo [0, N| con la condicion de frontera (4.2) y condiciones simi-
lares en N. Sea py la medida espectral de este problema. Entonces

p0<[)\i,)\j]> _ maxp([xi,Aj])

po(( X)) = min p((AeA)

pPEMN

El siguiente Lema es una aplicacién de este teorema.
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Lema 4.3. Asumimos que v(z) = 0 para x € [0, N] donde N es cualquier
numero positivo.

2 2
a) Sea I, = ((%‘C) ,(%) ), donde k € N

entonces

5 ( ) 7r(,i\fH)co‘ca
2m(k +1 dz
I >~ 7
/a p@( 1)d6 = N2 / 1+ 22
%cotﬁ
a, 3 € (0,m)
2 2
b) Sea I, = [(”—;) : <”<’§V“>> ] k€N, NecR*
entonces
P W—]\Lcota ( ) ﬁ(;ﬁl) cota
21k dx 2m(k + 1 dzx
1,)do < —
/ape“) = N2 / 1+ N2 / 1+ 22
% COt/B ﬂ(li\fl—l) COt’B
a, 3 € (0,m)

Demostracion. a) La funcién

¢(7rk:) 171 . +N %x—i-l ) N —ink
o(r,—) = = [sina+ —cosa| e — |sinaw — —cosa| e
N 2 itk 2 itk
satisface
P(0) = sina
YP'(0) = cosa
y

(e 5) = (%))
¢ (Ia N - N ¢ Z, N
para x € [0, N] con las condiciones de frontera

Y(N)cosa — ¢'(N)sina =0
P(0)cosa — ¢ (0)sina=0
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2
Ademas tenemos los mismos eigenvalores (%) para todo « € [0, 7). Vamos

a calcular la norma de los eigenfunciones ¢, (z, Z&) en Ly[0, N]

e,

L,(0,N)

. N itk . N —ink
—1/4/({511104—1—700504} enN®t+ {sma—ﬁcosa}e N x>
0

1T i

N —ink N itk
sinoe — —cosa| e N T4 [sihna+ —cosa|enN T | dx
ik ik

N
Ncosar\? (sin a)? 1 /Ncosa\?
—1/4 [ 2 [sin? = NN (E2)
// [sm a+< 7 >]dx 5 t3 —
0

La medida espectral py del problema en el intervalo finito es una funcién de

escalera, con las discontinuidades en los eigenvalores A;. El peso que da la
—2

medida al eigenvalor \; es igual a ’ (N (x, %) ‘ ( )(ver Seccién 2.2). En el
L2(0,N
2 2 2
intervalo (”—;) , (#) ) tenemos un solo eigenvalor (#) y usando

el Teorema 4.1 obtenemos

w ()55 2 o5,

L2(0,N) ~ P ((%)2’ <7T(kT+2> 2

Entonces
N__cota
g g a6 ok +1) [ de
/ po(1)do > / 7 = 2 / 2
o o N(sing)? + N(Ncose) N I+x
2 (k+1) (Ic+1) cot B3
(hacemos cambio de variable z = (k "y cot 0)

y a) queda demostrado.

2 2 2
b) En el intervalo {(%) , (%) ] tenemos dos eigenvalores (“—Xf) y
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2
(%) . Usando Teorema 4.1 tenemos
A (sin 0)? 1 /Ncosfy\2]~" A (sin 0)? 1./ Ncosf\2] "
df |———N —N(—) / do N —N(—)
/a { 2 + 2 7k ] + o { 2 + 2 w(k+1)

LG C )

y haciendo cambios de variable z = % cot§ en la primera integral y x =
cot @ en la segunda obtenemos el enunciado de b). O

_N
7(k+1)

4.2. Resultado principal y ejemplos.

Los Lemas 4.2 y 4.3 nos dan cotas por arriba y por abajo que vamos a
necesitar para demostrar el resultado principal.

Teorema 4.2. Asumimos v(x) =0 para x € [0, N], N € RT, k € N.

St
W(Ii\-’l»l) cot o ﬁcotagcotﬁ
2r(k +1) / dx - 2|An NI / dx
N2 14 a2 T 14 a2
N 0
mcotﬁ

a?/g 6 (0777-),& < /B
entonces

B
/ po(INAS,)dO > 0

(G C5)

Demostracion. Tenemos que

donde

B B B
/ pg([)dﬂ:/ pg(IﬂAM)dtg—l-/ pg([ﬂ/\ﬁw)de
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Usando Lemas 4.2, 4.3 a) y hipétesis del Teorema

/j po(1)do >

N__cota 1 cota—cot S
m(k+1) M 2
2n(k + 1) / dz - 2|Ap N / dz
N2 1 —+ x2 T 1 + 1’2
—N__cot 3 0
w(k+1)

B
2/ po(I N Apy)do
esto implica

B
/ pg([ N Afw)d@ >0

Ejemplos
a) Sean k=1, N =2m y M = 0. Segin el Teorema 4.2, si

B—a>mnlA NI

donde [ = ( ,%), entonces

B
/ po(INAS)AO > 0

Como A§ soporta la parte singular del espectro (ver la Seccién 2.4)
podemos concluir que existe un conjunto de condiciones de frontera

C (a,p), |B] > 0 tal que si # € B entonces Hy tiene espectro
singular en [.

b) De manera similar, si tomamos k = 2, N = 3w, M = 0 entonces una
condicién suficiente para tener espectro singular en I para condiciones
de frontera 6 entre a y 3 es

(6—a)>7m|lAgNI|

16
’9

Wl o

donde en este caso [ = [

Ol
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c) En la demostracion del Teorema 3.1 del Capitulo 3 hemos demostrado
que la parte absolutamente continua de la medida espectral da peso cero
al conjunto F? y el potencial V' (x) puede ser nulo en un intervalo [0, N].
En este caso, usando Teorema 4.2, podemos tomar £k = 1, N = 27 y
M = 0 como en el ejemplo a). Entonces la condicién que garantiza
la existencia de espectro singular continuo para un conjunto de condi-
ciones de frontera de medida positiva en (a, 3) es

B—a>mANI|=|(F)NI|

donde I = <i, %). En particular observamos que en este caso pode-

mos controlar la medida de (F?)¢. Por ejemplo la podemos hacer tan
pequena (positiva) como queramos, entonces obtenemos espectro sin-
gular para muchas condiciones de frontera. Podemos aplicar esto al
resultado del ejemplo dado por Remling en [2].

La restricciéon v(z) = 0 en [0, N] implica ciertas restricciones sobre la
medida de Ay, si M es grande, que vienen dadas por el siguiente Teorema

Teorema 4.3. Sea Ay como en (4.6) y asumimos que v(x) = 0 para x €
[0, N]. Entonces

2 3
\AMQI\-MS%(szr(kJrlf)

donde T := {(ﬂkf(”(’f“)ﬂ k€N yNeR".

N N

Demostracion. Tenemos que

sin(m/2 —x)  cos(m/2 — (z — 7/2))
cos(m/2 —x) sin(w/2 — (x —7/2))

cotx — cot(m — x) = = 2tan(m/2 — x)
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Entonces, usando Lema 4.2 y Colorario 4.1 tenemos que

T ™

0 T—x
g T—2 T—x

— [t nnds = [ oodar 08 = 1Awn 11~ [ polhar 00

2 : 1 :
>1-= S— — - AynlI
> {1 - arctan <2M (cot x — cot(m $))> } |Apr NI

2 1
= {1 - arctan (M tan(m/2 — x))} Ay N |

(4.8)
Tenemos la siguiente cadena de desigualdades, para = € [0, §):
ok w(k+1)
4k [T 4r(k+1) [~ T
17 = — dt —dt
(z) N2/0 1+t * N2 /0 1+t2
Y [ oo [ puna
- 0 T—x
> [ ohunnad+ [ pa(hn 10
0 T—T
2 1
@2) [1 - arctan (M -tan(g - :c))} |Ap NI
=:111(x)

La desigualdad (@) sigue del Lema 3 b) y(@) sigue de (4.8).
Entonces tenemos
II(z) > III(x) cuando  z € [0,7/2)
y I1(0) = III(0)=0

Esto implica que
I7r'0) > 111'(0)
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pero
2|A 1M
111'(0) = 2Au 0111
T
472
o) = = (k:2 +(k+ 1)2>
y obtenemos el enunciado del Teorema. ]

Por el Teorema Espectral Inverso de Gelfand—Levitan, sabemos que la
funcién espectral del operador de Schrodinger puede ser arbitraria en un
intervalo finito, en este contexto es interesante notar que el Teorema 4.3 nos
da restricciones sobre la derivada de la funcién espectral cuando el potencial
es nulo en el intervalo [0, N].

En el siguiente teorema la condicién v(x) = 0 en [0, N] no es necesaria.

Teorema 4.4. Dados o, 3 € (0,7) y 1 >k > 0, existe oo > N(a, 3, k) >0
tal que R > N y

Ay N (=R, R)| _ k(cot o — cot [3)

R1/2 1 cot a—cot B
arctan Mo 2
implica

B
/ pg((—R, R)N A§w>d0 >0
para R > N.

Demostracion. Por la férmula (2.11) tenemos que

R

/dpg(m) _ 201+ cot? 0)

™

lim
R—o0 R1/2
-R

Usando el Lema de Fatou 1.4 obtenemos

72(1 + cot? 6 I
/%degﬁggfmm/ po((~R, R))do

B9(1 2 LA |
/ 2(1 + cot 9—)d9:2/7r/ ——df = 2/m(cos o — sin f3)
N T o sin“f
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Entonces existe N(«, 3, k) > 0 tal que R > N implica

B
le/zz(cotcw —cot ) < /
7r

«

Pa((—R>R)>d9

donde 0 < k < 1.
Usando la cota por arriba dada por el Lema 4.2 y las hipotesis del teorema,
podemos concluir que

/B pg((—R, R)HAM)dG < %arctan (ﬁ(cot a—cot ﬁ)) )(—R, R)OAM‘

9 1/2k‘ t oo — cot 1
_2 R (co o — CO ﬁ) arctan (2_M(cota — cot ﬁ))

T arctan <ﬁ(cot a — cot ﬁ))

B
= le/2z(cota —cot §) < /
T

«

po((~R, R))a0

para todo R > N. Entonces tenemos que

/j pg((—R, R) N AM>d9 < /

(67

Bpg((—R, R))de

y podemos concluir

/B pg((—R, R)N A§\4>d6 >0
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