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1. INTRODUCCION

El teorema espectral aparece en diferentes formas en la literatura y con diversas pruebas.
En general existen dos enfoques de la prueba del teorema:

= Probando primero el caso de los operadores autoadjuntos acotados y finalmente
obteniendo el resultado para operadores autoadjuntos no acotados. Von Neumann
fue el pionero en este enfoque.

= Probando directamente para operadores autoadjuntos acotados y no acotados.

El teorema espectral para operadores acotados autoadjuntos es debido a Hilbert en 1906 [4].
Importantes reformulaciones y extensiones se han hecho debido a Schmitd, Weyl, Hellinger,todos
ellos alumnos de Hilbert. El trabajo de Hilbert fue hecho usando la formulaciéon por medio
de resoluciones de la identidad, no con operadores, sino con formas cuadraticas. No fue
hasta 1913 que Riesz nombro6 las cosas en el lenguaje de operadores que hoy utilzamos [9].

Por un lado, en el enfoque de prueba en el que se demuestra primero el caso para acotados
y luego extenderlo a no acotados, destacan las siguientes ideas de la demostracion:

» Via Descomposicién Polar. Esta prueba inicia mostrando que todo operador
acotado autoadjunto positivo tiene una raiz cuadrada positiva, utilizando esto, se
muestra que todo operador autoadjunto admite una descomposicién polar luego se
construye una familia de operadores que forman una resoluciéon de la identidad.
Sobresalen dos maneras de extenderlo a operadores no acotados: la primera usando
la transformada de Cayley, la segunda construyendo una familia de subespacios
mutuamente ortonormales que generan al espacio, tal que el operador restringido en
cada uno de ellos sea acotado y autoadjunto.

» Via Calculo Funcional. Esta idea se basa principalmente en dos resultados, el
desarrollo de un calculo funcional mostrando un isomorfismo de la cerradura del
conjunto de polinomios P(A), A operador acotado y autoadjunto, con C(c(A)), el
espacio de las funciones continuas sobre el espectro de A; esto combinado con el
teorema de Riesz-Markov, teorema que proporciona medidas espectrales desde una
representacion integral para cierto tipo de funciones. Esta forma de demostrarlo fue
primero desarrollada por I.M Gelfand y M.A. Naimark en 1943[2].

= Via Teorema de Bochner. El teorema de Bochner da una medida positiva pero
solo para operadores unitarios. Para probar el teorema en caso general es necesario
el uso de la transformada de Cayley.

» Prueba Geométrica de Leinfelder. Aqui el punto principal es la consideracién de
subespacios invariantes apropiados, de ahi que se considere una prueba geométrica.
Lengyel y Stone presentaron esta idea en 1936]6] para operadores autoadjuntos
acotados utilizando solamente propiedades intrinsecas de los espacios de Hilbert.



Por otra parte, entre las pruebas que funcionan tanto para operadores acotados como no
acotados destacan las siguientes:

= Via Operador Resolvente. La idea principal de esta aproximacion a la prueba
del teorema espectral es utilizar el teorema de representacion integral de Herglotz a
el resolvente de un operador autoadjunto, y con ayuda de una férmula de inversién
obtener una medida tnica. Esta idea aparecidé por primera vez gracias a Doob y
Koopman en 1934[1].

» Via Férmula de Helffer-Sjostrand. A diferencia de las demés aproximaciones a la
prueba que aqui se han mencionado, esta idea se basa en una férmula relativamente
nueva, la formula de Helffer-Sjostrand, presentada en 1989[3], la cual da funciones
suaves como integrales sobre resolventes, y puede ser extendido a una clase grande
de funciones.

Debido a la importancia de los teoremas que ofrecen una representacion integral para
funciones, el objetivo de este trabajo es analizar, en particular, dos pruebas del teorema
espectral que requieren este tipo de teoremas. Se revisaran las pruebas via calculo funcional
y via operador resolvente, que utilizan una modificacion al teorema de Riesz y el teorema
de Herglotz respectivamente.

Los teoremas de representacion integral, especialmente si la representacion es tinica, juegan
un papel muy importante en muchas partes del analisis.

2. TEOREMA DE RIESZ

En esta seccion se demostrara el teorema espectral utilizando una modificacion del teorema
de Riesz, el cual ofrece una representacion integral para funcionales lineales y acotados.

Se inicia con el desarrollo de un céalculo funcional continuo para operadores acotados autoadjuntos,
usando este calculo funcional recuperamos la medida que utilizaremos para probar el teorema
espectral con el cual entenderemos como el espectro y el calculo funcional interactuan
para dar una descripcion completa de el operador autoadjunto en L£(H), el cual se define
como:

Definicion 1. Sea 'H espacio de Hilbert, definimos L(H) como el espacio de funciones de
H a 'H lineales y acotadas.

Sea, A un operador acotado y autoadjunto. Sea P un polinomio, con

P(z) =Y aa*
k=0



entonces definamos
P(A) =Y qAF
k=0
Asi, tenemos un mapeo ¢ : Pol(C) — L(H) con ¢(P) = P(A). Donde Pol(C) Es el espacio

de polinomios con coeficientes complejos.

Esta ¢ satisface que ¢(P) = ¢(P)*. Més atin, si A es un eigenvalor de A, entonces P()\) es
un eigenvalor de P(A).
Definamos ahora el conjunto resolvente de A como
p(A) = {\ € C|A — X es biyectiva y (A — AI)~! continua},
a Ry\(A) = (A—AI)~! se le llama el resolvente de A. El espectro de A se define como
o(A) = C\p(4)

y el radio espectral como

r(A) = sup |A|.
A€o (A)

Lema 1 (Teorema del Mapeo Espectral). ( Ref: [5]7.4-20 )
o(P(A)) ={P)X € o(A)}

Demostracion.

Sea € {P(\)|\ € o0(A)}, es decir, existe § € o(A) tal que u = P(f).

Como [ es raiz de P(x) — p, entonces existe g(x) polinomio de grado n — 1 tal que

P(z) —p=(z = p)g(x)

Sy = P(A) — ul = (A - pI)g(A)
Pueden ocurrir los siguientes dos casos:
a) A — 31 no es inyectiva.
Si S, ! existiera,
I1=28,8"=(A-pl)g(A)S,"

entonces, A— 3] inyectiva. Lo que es una contradiccion. Por tanto .S, no es inyectiva
y entonces p € o(P(A)).

b) A — 1 no es sobreyectiva.
Como A — I no es sobre, Rang(A— (1) # X,y entonces Rang(S,) # X. Por tanto
€ a(P(A)).



Reciprocamente, sea p1 € o(P(A)), entonces factorizando obtenemos que

P(x) = p=ale =)+ (x — Ay)

y

Sy =PA)—p=a(A=X)---(A=\,)
Supongamos que, para todo i = 1,...,n, o; € p(A), entonces para todo i = 1,...,n existe
(A— X)L

Entonces existe S ! la cual, por el teorema del mapeo abierto, es continua, lo que implica
que p € p(P(A)). Por tanto Jig tal que \;, € 0(A) con P(\;,) = p.

Por tanto p € {P(\)|A € o(A)}.

O

Lema 2. Sea A un operador acotado y autoadjunto. Entonces

IP(A)[| = sup [P(A)],
A€o (A)

con P polinomio.

Demostracion.

Por el teorema que dice que si A es un operador autoadjunto en £(H), entonces r(A) = || Al

ver [§] Teorema VI.6, se tiene que

IP(A)]? = | P(A) P(A)|| = |PP(A)|| = r(PP(A))
Ahora, por el lema anterior, tenemos que
r(PP(A)) = sup |u|= sup [PP(\)|= sup [P*(\)].
nea(PP(4)) A€o (4) rea(A)

O

El obejtivo del siguiente teorema es definir f(A) para un operador autoadjunto A € L(H) y
f €C(a(A)),donde C(c(A)) denota el espacio de las funciones continuas sobre el espectro de
A. La demostracion utilizara los resultados que hemos obtenido hasta ahora para polinomios
y, con ayuda del teorema de Stone-Weierstrass, generalizarlos a C(o(A)).

Teorema 1. Sea A un operador autoadjunto sobre un espacio de Hilbert H, P el espacio
de polinomios con coeficientes en R. Entonces la funcion ¢ : P — L(H) definido por
®(P) = P(A), se extiende, de manera unica a ¢ : C(c(A)) — L(H). Ademds, tal extension
tiene las siguientes propiedades:

a) o(f +g) = o(f) + (g9), o(Af) = X(f) y o(f) = &(f)*, es decir, ¢ es un

homomorfismo conjugado.



b

es continuo.
Sea f la funcion f(x)=x; entonces ¢(f) = A.
Si At = X, entonces ()b = f(\)b. Vf € C(o(A))
alo(f)] = {fN)|A € a(A)}, [Teorema del mapeo espectral].
£) Si >0, entonces ¢(f) > 0.

g) llo(HI =1l

C

) ¢
)
d)
)
)
)

¢}

Demostracion.

Sean A un operador autoadjunto en L(H) y f continua sobre o(A). Por teorema de
Stone-Weierstrass, existe sucesién de polinomios { P, } tal que P, (A) — f(A) uniformemente
sobre o(A). Correspondientemente tenemos una sucesion de operadores autoadjuntos en

L(H), {P.(A)} ={é(Fn)}, y por Lema 2 tenemos que
A€o (A)
Como P,(A\) — f(A), dado e > 0 existe NV tal que el lado derecho es menor que €, Ym,n > N.

Por tanto { P,(A)} es de Cauchy en L£L(H) que es completo. Definamos f(A) como ese limite,
asi P,(A) — f(A).

Por tanto la funcién ¢ puede ser extendida a C(o(A)).

Ahora, f(A) depende solamente de f y no de la eleccion particular de una sucesion de
polinomios que converja uniformemente a f, pues, sea {P,(\)} = {#(P,)} otra sucesién de
polinomios tal que P,(\) — f(A) uniformemente sobre o(A). Entonces, por el argumento
anterior, existe f(A) tal que P,(A) — f(A), basta ver que f(A) = f(A). Claramente

Consecuentemente, dado € > 0, 3N tal que para n > N
~ ~ € ~ € €
IFA) = PN <5, B - P <5, 1B - fA)] <

Asi, se sigue que || f(A) — f(A)]| < e,y como e > 0 fue arbitrario, f(A) = f(A).

Por tanto, ¢(f) = f(A) se extiende de manera tnica a C(c(A)).

Las propiedades a), b), ¢) y d) son validas para polinomios y por construccién

o(f) = f(A) € L(H), asi, ¢(f) es continuo, entonces estas propiedades siguen siendo vélidas
para funciones continuas.

La propiedad e) se cumple por continuidad aplicando el lema 1.

Para probar f), obsérvese que si f > 0, entonces f = g con g real y g € C(c(A)).



Asi, ¢(f) = ¢(g°) con ¢(g) autoadjunto, entonces ¢(f) > 0.

Para g), sea {P,(\)} tal que P,(A\) — f(\). Entonces,
(N ey = I1f (Allecny = 1| Jm Po(A)l ey = Mo (| Po(A)[| ey = lim sup [F(A)] =

n—00 n—00 00 A€o (A)

- nh_>n30 [Palloe = [| 1 Palles = [| £l

n—oo

0

Estamos buscando asociar una medida a nuestro operador, la manera en la que se continua
desarrollando ésta construccion en la literatura es utilizando el Teorema de Riez-Markov, la
representacion integral que éste ofrece funciona sobre cualquier espacio normal de Hausdorff,
en este trabajo basta tener un resultado sobre conjuntos compactos en los reales.

Es por ello que aqui no se utilizara el teorema general, sino que se probara el teorema
de Riesz para intervalos de R que nos dara una funcién de variacién acotada, se mostrara
que, si el operador es positivo, la funcion es ademas real y mondtona, finalmente esta funcion
obtenida se extendera a una medida de Borel sobre los compactos de R.

Teorema 2 (Teorema de Riesz). ( Ref: [B]4.4-1 )
Sea | funcional lineal y acotado sobre C([a,b]), entonces | puede ser representado por una
integral de Riemann-Stieltjes

1) = [ Fan(r),

con p funcion de variacion acotada sobre |a, b.

Demostracion.
Sabemos por el teorema de Hahn-Banach que [ tiene una extension [ de C([a, b]) a B([a, b]) el
espacio de todas las funciones acotadas sobre [a, b] con la norma del supremo, es decir

I/l = sup |f(z)|
z€[a,b]

Ademas, por este mismo teorema, sabemos que el funcional lineal [ es acotado y tiene la
misma norma que [, [|I|| = |||

Definamos f, como la funcién caracteristica del intervalo [a, x] es decir, f, = Xa,z], Obviamente
fz € B([a,b]). Sea la funcién u definida como

0 sizx=a

plr) = { I(f,) size(a,b) ’



Veamos que esta funcion cumple lo que queremos. Primero observemos que p es de variacién
acotada.

Sea z = |z|e(z) un nimero complejo en su forma polar, donde

- 1 siz=0
6(2) - eiArg(z) siz 7& 0 :

Si z # 0, entonces

Z —iArg(z)

|Z’ - etArg(z) = =€ ?

por tanto, para todo z € C, |z| = ze(z). Definamos

ej = e(u(zy) —pwlxi—1) y Lo =T

entonces para cualquier particién a = zo < x; < -+ < x, = b de [a,b] se tiene que

En:lW(%‘) — (i) = [I(f)] + Z I(f;) — I fi—1)| = exl(z1) + Zeg —(f;-1)] =

= <€1f1 +Z€J — fi- 1]) < HlHHelfl "’Zeg — fi-lll;
como |e;| = 1, entonces
||€1f1+26] - fi- ]l =1,

y de la definicién de las f; se tiene que para cada x € [a, b] s6lo los términos fi, fo — fi, ...
Son No cero y su norma es uno.

Tomando supremo sobre toda particién de [a, b], se tiene que
var(p) < |1 = |l

por tanto u es de variacion acotada sobre [a,b]. Para ver que pu cumple la representacién
integral de [, sea P, :a =12, < x; < -+ < x, = by definimos la funcion

$0f1+2f$]1 f] 1]

71=2

entonces z, € B([a,b]) y

() = Fao)I(fy) +§":2f 5 ) ~ )] = Fleo)u(en) + 32 F o) ;) — ()] =

= flaj-)lpla;) — ;).
=2
Elijamos ahora cualquier sucesion { P, } de particiones de [a, b] tal que n(P,) — 0, donde

n(P,) = max{xy — xo,To — XT1,..., Ty — Tp_1}



Cuando n — oo la suma de la derecha se aproxima a la integral

[ F(wyane).

Basta ver que [(z,) — I(f). Observemos de la definicién de z, y de f, que z,(a) = f(2)- 1,
ya que la suma en la definicién de z, es cero en x = a.

Por tanto z, — f(a) = 0, mas aun, si x;_1 <z < z;, z,(x) = f(z;_1) - 1. Esto implica que
para esas x, se tiene que

|2n () = f(2)] = | f(2j1 = f(2)].
Asi, si n(P,) — 0, entonces ||z, — f|| — 0 pues f es continua en [a,b]; y uniformemente

continua sobre [a,b], pues [a, b] compacto. Y por continuidad de I, I(z,) — I(f) pero
I(f)=1U(f), pues f € C(|a,b]). Por tanto

1) = [ F@)nte).

Teorema 3. Si el funcionall es real positivo en Cla, b, entonces p es funcion real mondtona.

Demostracion.
Sean a < t; <ty <b. Dado € > 0, definamos la funcién f, en [a, b] como sigue

1 sit) <t <ty
£(8) = 0 sia<t<t; —c¢ o) to+e<t<b
‘ Lt —t)+1 sity —e<t<t
Tta—t)+1 sity <t <tp+e

Por definicién, f. € Cla,b] y . Asi como [ positivo y por teorema de Riez

b
) = [ fdp >0,

ademas se cumple que
b

b t1—e t1 to ta+e
[ fdn= [ g+ [ fudp+ / Fodp + / fdu+ | fudp
a a 1 2

1—€ ta+e

como fe(t) =0en [a,t1 — €]y [t + €0 y fe(t) =1 en [t1,12],

b t1 to to+e
/ Jedp = fed,u—i-/t d,u+/t fedp > 0.

Pero, Ve > 0, 7
0< [ fdp < (ulty) — p(ts — &) misx |f(B)] = pultr) — ults — ©)

t1—e t1—e<t<ty

0< /:JFE fedp < (u(te +€) — pu(t2)) max |fe(t)| = pu(ta + €) — p(ta)

to<t<to+te



Asi,

to

dp = p(ty) — p(tz) >0

t1
Por tanto, u es mondtona.

Se puede elegir una funcién p que sea continua continua por la derecha, ver [I1] Teo. 2.15
pp. 50, por tanto existe una medida de Borel y definida en [a, b], ver [10] Proposicién 12,
pp 262,tal que

1) = [ F)pola).

Teorema 4. Sea | funcional lineal, acotado y positivo sobre C(K), K compacto en R,
entonces existe p, medida de Borel, tal que

I(f)= d

()= [ f@)dp

Demostracion.

Sea [a, b] tal que K C [a,b]. Definamos la funcion r : C([a,b]) — C(K) tal que
T(f) = f|K7

7 es lineal y acotada pues si f, g € C([a,b]) y o € R, entonces

rlaf +9)(x) = (af + 9)lx(z) = aflk(x) + glx(z) = (ar(f) +r(g))(z)

IO = 1Iflxll = sup |f (@)} < sup [f(z)] = |If]

z€[a,b]
Definamos ahora L = [or, como [, 7 lineales y acotadas, entonces L : C([a, b]) — R es lineal
y acotada. Por lo anterior existe una medidad de Borel pu tal que

b
(Lon)() = L(f) = [ fl@)dn.
Sea fi(x) =1, V& € [a, b], entonces
L) = [Cdn= [t [ dw=p(E) 4 p(ic),

Dado H C K¢ cerrado, por lema de Urysohn, ver [10] 8.3 Teorema 5, existe funcién fe
C([a,b]) tal que f(x) =1Ve e K, f(z) =0Vx € Hy 0 < f < 1. Asi

L(f)z/abfduszdMﬂL/Kc\Hfdu-

Pero, || f|| < 1, y como toda medida de Borel es regular, para cualquier € podemos escoger

H tal que
/ dp| < p(K\H) <e,
K\H
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Por tanto,
</Kdu+e:,u(K)+e

pero como L(f) = L(f), entonces pu(K) + u(K®) < u(K) + ¢, es decir u(K¢) < ¢, esto para
todo €, asi u(K°) = 0.

Ahora, sea f € C(K), por Teorema de Tietze, ver [10] 8.3 Teorema 6, existe fo € C([a,b])
tal que f = r(fy). Por tanto

) = Gorf) = Lo = [ fudp= [ fodp= [ fin.
]

Pasemos a aplicar estos resultados. Sea A un operador acotado y autoadjunto sobre H
espacio de Hilbert y sea 1 € H, entonces f — (¢, f(A)Y) es un funcional lineal positivo
sobre C(c(A)). Es positiva por el inciso f) del teorema y es continua pues

@, FCAD) < IF I < I f e ll]?
También por continuidad de f, o(f(A)) es compacto.

Asi, por el resultado anterior, existe una unica medida p, sobre el conjunto compacto
o(A) con

w f(A) = [ F .

Obsérvese que el lado derecho de la igualdad tiene sentido incluso cuando f no es continua,
solo medible. Entonces podemos extender nuestro funcional a una funcién medible arbitraria.
Asi, 1 nos permitira extender el teorema 1 a B(R), las funciones Borel medibles acotadas
sobre R.

Dado g € B(R), definimos g(A), de manera que
(0 9(Ay) = [ | oN)dny(N).

La identidad de polarizacion nos permite recuperar (, g(A)y) desde la propuesta de (1, g(A)1))
de la siguiente manera, para cualquier o, € ‘H definimos

(¢, g(A)) : i[(sfﬂrw,g(A)(90+¢))—(90—¢7g(A)(so—w))H(soer,g(A)(soJriw))—i(w—w,g(A)(cp—

Dado g y 9, ¢ — (¢, g9(A)Y) es lineal y continuo, y luego, por Riesz, ésto define un tnico
operador g(A).

Ejemplo 1. Dado un intervalo I C R podemos definir XI(T) por

oxa(T)0) = [ xaWdus() = [ disu(3) = (D)

[

)]
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Definicién 2. Un vector ¢ € H es llamado vector ciclico para A si combinaciones lineales

finitas de { A"}, son densas en H.

Probaremos el siguiente lema que nos dira que A es unitariamente equivalente al operador
multiplicacion por la identidad.

Lema 3. Sea A un operador acotado y autoadjunto con vector ciclico 1. Entonces, existe
un operador unitario U : H — L*(o(A),duy) con

(AU f)(A) = Af(Y)
La igualdad tomada en el sentido de los elementos de L*(o(A), dpy).

Demostracion.
Por hipétesis, como 1 es ciclico para A, se tiene que {f(A)yY|f € C(c(A))} = H.

Definimos U sobre H por Uf(A)y = f, Vf € C(0(A)) y luego extendiendo a todo H

por aproximacion.

El mapeo es unitario pues

IF (AP = (o, F(A) F(A)) = (¥, [f(A)[*) Z/If(A)|2d/w(A) = |I£13-

Ahora, como C(c(A)) es denso en L?, entonces RanU = L*(c(A), duy), es decir, el mapeo
es sobre.

Finalmente, si f € C(c(A)), entonces
(VAU F)(A) = (UAF(A))(A)
Sea g(x) = z f(x), entonces

(AU )(A) = (Ug(A))(N) = g(A) = Af(N),
y por continuidad, esto se extiende de f € C(c(A)) a f € L*(a(A), duy).
U

El problema que se puede presentar es que A no tenga un vector 1 ciclico. Entonces para
extender este lema tendriamos que saber que A tiene una familia de subespacios invariantes
que generen a H tal que A es ciclico sobre cada subespacio. Eso es lo que dice el siguiente
teorema. Definamos primero al subespacio H, = {f(A)Y|fcontinua}. Asi, ¢ es vector
ciclico para A en H,. Tenemos el siguiente lema:
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Lema 4. Si ¢ 1L 'H,, entonces HyLH,

Demostracion.
Si ¢ e Hi y ¢ € Hy, entonces

(f(A).C) = (6, F(A)"¢) = (¢, f(A)¢) =0,

pues f(A)C € Hy, por tanto, f(A)p € (Hy)*t, por continuidad del producto interno, Hy L H,y.
0

Teorema 5. Sea A un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert separable H. Entonces
existe una familia {wj}é-v:l, N €Zy o N = oo tal que para toda j # k, Hy, L Hy, y

N
H = @H%’

=1

Demostracion.

Como 'H es separable, existe {n;}32, una base ortonormal para H. Sean 1, = 01, H1 = Hy,
y Py la proyeccién sobre Hi . Si para todo j, Pin;=0, entonces N = 1 y terminamos. Si no,
sea k; el menor j tal que Pin; # 0y sea

¢2 Pl Nk,

T
Por el lema, Hy, LHy,, y , por construcciéon {nj};@:l C Hy, @ Hey,.

Procediendo inductivamente, esto es, dados v, vs, ..., ¥, _1, sea P, _;1 la proyeccion sobre
[EB;-":_ll H,]*. Si P,y = 0, tomamos N = m — 1. Si no, sea k1 el primer j tal que
P,,_1n; # 0y definimos
Pm—lnkzm_
¢m = p .
[pmry

Entonces por lema, Hy,, C (Hy,)", para j = 1,...,m — 1. Como {n;}7", C @)L, Hy,,
vemos que @1, Hy, = H.
U

Teorema 6. [Teorema espectral] Sea A un operador acotado y autoadjunto sobre H, un
espacio de Hilbert separable. Entonces, existen medidas {ji, }2.

oy sobre o(A) y un operador
unitario

N
U:H— P LR, du,)
n=1

tal que
(AU ) (X) = M (N)

N
donde escribimos un elemento ¥ € @ L*(R,du,) como una N-upla < (), ..., n(N) >.
n=1

Esta realizacion de A es llamada una representacion espectral.
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Demostracion.
La demostracion es inmediata de los dos lemas anteriores.

Ejemplo 2[Caso de dimension finita]
Sea H = C, y sean

AIZMPJ’ f(A)IZf()\)P

Esto siempre puede hacerse pues todo operador autoadjunto sobre un espacio vectorial de
dimensién finita es necesariamente diagonalizable.

Fijemos ¢ € C, entonces

k k
[ Fd = (6, (V) = 32 TG, Pr) = 32 F OGP,
J=1

J=1

Asi, para todo f se tiene que

[ rdus = Zf Pl

Usando el Lema 3 podemos concluir que

k
2
fp = D | PIPa(N = ).
j=1
Es decir, la medida espectral es una medida de conteo, donde cada A; tiene peso de acuerdo
a la norma de el vector ;i correspondiente.
O

Todo lo hecho anteriormente tiene la limitacién de estar asociado a operadores acotados.

3. REPRESENTACION INTEGRAL DE HERGLOTZ

El teorema de representaciéon integral de Herglotz, al igual que el teorema de Riesz-Markov,
es una herramienta muy util para la construcciéon de medidas no negativas. Pero, a diferencia
de la prueba del teorema espectral que construimos, en la prueba que a continuacién se
presentara el operador autoadjunto que se analiza no necesita ser acotado.

La idea principal serd dado un operador A considerar su resolvente R,(A) y probar que
la funcién (R,(A)y, ) cumple las condiciones del teorema de representacién de Herglotz,

y de esta manera obtener una medida espectral correspondiente a v, fiy.

Empezaremos enunciando y probando el teorema de representacién de Herglotz con herramientas
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bésicas del analisis complejo. La demostracion que aqui se presentara es un resultado clasico
del siglo XIX.

Definicién 3. Una funcion f es llamada de Herglotz o de Nevanlinna si satisface las
siquientes condiciones:

i) f es analitica en Cy |

it) st Im(z) > 0, entonces Im(f(z)) > 0.

El siguiente teorema es una herramienta del anélisis complejo, la cual nos da una correspondencia
uno a uno entre las medidas finitas no negativas sobre R y ciertas funciones analiticas sobre
el plano superior.

Teorema 7 (Representacién de Herglotz). ( Ref: [14] Teorema 3.20 )
Supongamos que f es una funcion de Herglotz que satisface
M
< 7
16) €

Entonces existe una funcion p, que satisface u(R) < M, tal que

Z€C+

= dp(A
L)
Demostracion.
Dados 0 < € <y y z = z + 4y fijo, definamos
Iy ={ztietA|-r<A<r} ,  To={ot+ietre®|0<0<a} y T =0I1+1y

para algin r > y. Entonces z esta dentro de I' y Z 4 2ie esta fuera de I'. Asi por la féormula
integral de Cauchy

1 1
27‘(@ C—z ZWZ/[C_Z_C—Z—QZ'G f(C)dC

A lo largo de I'y tenemos que
(—z=zx+4ie+A—x—iy=A—i(y —¢)

y

(—z—2e=x+ie+A—x+iy—2ie=A+i(y —e),
entonces la integral a lo largo de I'; es
1 1 1 , 1 y—€ )
— — A)d\ = — —_— A)dA.
2m’/—r [)\—i(y—e) )\—i—i(y—e)] JlwtietA) T —r)\2+(y—6)2f(x+26+ )

A lo largo de I's tenemos que

Z'(’—i(y—e) Y (—Z—Zie:rew—iry(y—e),

y, procediendo de manera anéloga la integral a lo largo de I'; es

(—z=re

— / 7"26219 + )2f(3: + i€+ re)do
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Como
M Yy —€ c

. 0 < -
|f(x+ie+re”)| < . r26210+(y_6)2_r2—c27

para alguna constante c, entonces

< =

LT y—¢ - i0
%/0 T262i9+(y_€)2f(x+ze+re )db

Asi, la integral sobre I's tiende a cero cuando r tiende a oo, obteniendo asi que

_! y—c 1€
J2) = 7T/]R A—2)2+(y— €)2f()\+ JaA.

Si definimos w(z) = Im(f(z)), entonces para 0 < € < y tenemos que

w(z) = [ odNw (N

] M = 1 M M
/) c /d@‘: c c
0

mr2 —c? € Tr2 —c? €

con

= J—c —lw 1€
Pe(A) = A—2)2+ (y —¢)? yoore= (A +ie).

Usando la cota de nuestra hipétesis tenemos que |yw(z)| < [Im(z)f(z)| < M, esto implica
que, para 0 < € < y,

(y —e)?
(A)dA
/um—x)2+<y—e)2“’< )

Ademas, si y tiende a oo, se tiene que

(y —¢)
(A =2)2 + (y —¢)?

y como we(A) es no negativa, entonces (y — €)o.(A)we(\) es no negativa y por Lema de

= '(y—e)/R@()\)we()\)d)\ = |(y — Qw(z)| < M

2

We(A) — we(N)

Fatou

[wax= [ lim (y = oM wNadr < lim [y = (N (N)dr < M,

RY7
Por tanto, para 0 < € < y se tiene que

/Rwe()\)d)\ < M.

Para cada y > 0 fijo, tenemos que

_ y—¢€ _ Y
|9 (y) — Po(y)| = A—2)2+ (y—e)2 (A—1x)2— 2

ademas si € — 0 se tiene que
1 1
(phe 1)
yly—e)
Asi, por el teorema de convergencia dominada,

liny [ (8(3) = do(W)uw(A)dx = 0,

y entonces

w() = [ oo < () = [ w0 + | [ (63) = so(N) (WA =
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:{Awaw—%u»wumw—%o e 0
Por tanto
- 11_{%/ ¢0 ws

Definamos ahora
m@—[@(ﬁm

Observemos que las funciones p. asi definidas son no decrecientes y acotadas,
0 < u(\) <M, VAER.

Construimos una sucesion no negativa {¢,} de tal manera que {x.,(\)} es convergente
para todo racional A. Si fijamos

PO = Jin (), AeQ
Entonces i es no decreciente. Extendemos ahora p a una funciéon p : R — R definiendo

p(A) =inf{u(s)|s > A\, s € Q}, A e Q,

entonces 1 es obviamente no decreciente y u(R) < M Nos enfocaremos ahora en ver que
esta funcién p cumple las condiciones del teorema.

Empezamos mostrando que
OO )
we) = [ m et Peb

como una integral de Riemman-Stieltjes. Primero, notemos que

) = lim [ so(NwN)dA =l [ do(2 dAMe(A)d)\ZE_I}g | dodic().

Probaremos ahora que como ., (A) — pe(A) cuando n — oo, entonces

Jim [ 0N dpe, () = [ d0(A)du()
se mostrara la igualdad aproximando esta integral de Riemman-Stieltjes por sumas de
Riemman, para esto las particiones P de R sera suficiente tomarlas con extremos en los
racionales. Para cada particion P construida de ésta manera y para cada z = z + 1y fijo
definamos Up y Lp como las sumas superior e inferior correspondiente a la particion P de
la integral

T = [ 0(A)du(

y andlogamente Up,, y Lp, las sumas superior e inferior respectivamente de la integral

T = [ oN)dpe, (V).

Para toda P particién se cumple que Up,, = Up y Lp,, — Lp. Para todo § > 0 , existe una
particion P para la cual U, — L, < %. Para esta P existe un ng € N tal que Vn > ng

) )
|UP,”I_UP| < 5 Yy |LP,n_Lp| < 5
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Pero Lp, < J, < Up, y Lp < J < Up, entonces para n > ng se tiene que |J — J,| < Jy
por tanto J, — J cuando n — oo.

Con esto queda probado que para todo z € C

Im(f) = v(2) = [ 6o(Ndu(N)

Por otro lado,

tm || S5} = m /|A—z|2d“ ‘“"/ ﬁ“”dMA)%M%W“’I

= [ 0N

Como fy fR /\ ) son analiticas en C, y tienen la misma parte imaginaria se sigue que

(o) = [ P

Para algin C' € R, pero como |f(z)| < M/|Im(z)| y

e
Im(z) M(ng/duQ)g
RA—2 R
para z € C, tenemos que

ctm(e) = (760~ [ $422) tme)| < 1 ma) + 1) [ 54

<M+ M=2M

+C

y asi C' = 0. Por tanto,
dp(A)
RA—2

f(z) =

Obsérvese que, si z = x + iy, como () toma valores reales

0 - ) < 20 2

)2+ 12

Aplicando esto, obtenemos que

[ au()) ]_1, R

lmAMM}Mm:hmAARW4_DP_ﬁg R 2[\|2

A—00 A—00
Demostraremos el siguiente teorema con el cual veremos que no solo sabemos que existe la
funcién p(A) si no que ademés podemos construirla de manera tnica desde f(z) usando la
férmula de inversion de Stieltjes.
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Teorema 8. La medida v es unica y puede ser reconstruida via la formula de inversion de

Stieltjes
1 t+s
v(t) = lim lim — Im(f(s+ie))ds.

0—04 =04 T J—00

Demostracion
Aplicando el teorema de Fubini y la observaciéon anterior tenemos que

Imf(s+ie) = /R/TOO stdu(u) = /R {Arctanu

Ahora, como |Arctan*" + 7| < 7, Vr € R, ademés, cuando ¢ — 0 tenemos que

- g dp(u)

T osir<u
Arctcm“j—i—g — 5 sir=u
0 sir>u

Entonces, por el teorema de convergencia dominada tenemos que

lim /_Toolmf(s—l—ie)ds :/

e—04 —

r

_ Odp(u) + /: gd,u(u) + /TOO mdp(u) =

= my(r ) + 5 [1(r) = 2(r=)] = 5hlr) = ()]

Con esta herramienta probada podemos continuar con nuestro problema, sean
A : D(A) — H un operador autoadjunto densamente definido y R.(A) el resolvente de A,
es decir

R.(A) = (A—=zI)",

y consideraremos la funcién (R, (A)y, 1), ¥ € H. Veremos que esta, en efecto, es una funcién
de Herglotz para z € p(A).

Lema 5. R,(A) es analitica.

Demostracion.
Empecemos con el siguiente calculo, sea \g € p(A)

I 1 _(1)1_(1)1+§:A0—A”
A=A A=X+MN—A4) \N—-A 1—§§:j1_ X —T - A

esto sugiere que definamos
R.(A) =R, (A) {I + (Ao — /\)”[RZO(A)]’VL} ’
n=1

como ||[R,,(A)]"|| < ||R.,(A)||™, la serie converge en la topologia uniforme de operadores si
|2 = 20 < || Rep (A7
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Para tal z, R.(A) esta bien definida y se verifica que

(A—2I)R.(A) = R.(A)(A — zI).
Esto prueba que z € p(A) si |z — 2| < 1/||R., | v que R.(A) = R.(A). Asi p(A) es abierto.
Como R,(A) tiene expansion en serie, es analitica.

Lema 6.
1

|R.|| <
[Im(z)]

Demostracion.
Sea z = x + iy, como A es autoadjunto, tenemos que

I(A = 2D)o|* = [I(A = 2D¥lI* + y*|[D11° > y* [l ]I,

entonces z € p(A), es decir, existe (A — zI)™!, tomando ¢y = (A — 2I)"'p con y # 0,
obtenemos que

_ 1
I(A = =D)7 el < el
|
y tomando supremos sobre todo ¢ € H tal que ||¢|| = 1, se tiene que
1 1
R.(A)| < - = :
IR <2 =

Finalmente observemos que (R,(A)Y, 1) es una funciéon de Herglotz.

Lema 7. Si A es autoadjunto, entonces (R,(A),v) es de Herglotz.

Demostracion.

Claramente (R,(A), 1) es holomorfa para z € p(A) por serlo R.(A). Por otro lado
R(AY = (A= 21y = (A= 21)")" = (A" = 21)" = Re(4)

por lo que Rz(A), ) = (R.(A)h, ).

Ahora, usando el lema anterior y por desigualdad de Cauchy-Schwartz se tiene que

]2

(B=(A)0,9)] < IR < PR < s




20

Por 1ltimo, por la primera férmula del resolvente llegamos al siguiente resultado

Im((R(A)0. ) = —i((R(A).4) ~ (R.(4)0,9)
= —i((R.(A),9) — (R=(A)p, 1))
= —i(R(A)Y — R:(A)Y, 1))
= —i(z —2)(R.(A)R(A), )

= Im(z)(R.(A), R.(A)Y) = Im(2) || R.4|*.
Esto quiere decir que (R,(A)Y, 1) lleva el semiplano superior en si mismo y por lo tanto es
una funciéon de Herglotz.

O

Entonces (R,(A), ) cumple las hipétesis del teorema de representacion de Herglotz, por
tanto existe una tnica medida correspondiente p,,(A) dada por la férmula de inversion de
Stieltjes. Esta medida es la medida espectral correspondiente a v y satisface
1

R.(A), ) = / L duy(b).

(R(A), ) = | ——duy(t)
Aplicando la identidad de polarizacion obtenemos para cualquier ¢, ¢ € H una medida
complejo valuada sobre R, 1, 4 definida por

1 . .
Paps = 3 (ks = Hp—g + Uhyrio = iht—ig),

tal que
1
(Ro(A), ¢) = /R ;d/w,qa(t)-
Como 1, es Unica para cada 1), entonces (i 4 €s Unica. Ademas i, » depende sesquilinealmente
de 1 y ¢y por definicion jiy 4 = figp. Como py(R) = ||¢||?, podemos recuperar de la medida
espectral fiy 4:

(.0) = [ dusolt)

Teorema 9 (Teorema Espectral). Sea ¢,¢ € H, A : D(A) — H operador autoadjunto
densamente definido y f : R — C funcion Borel medible acotada, entonces existe un

operador f(A) : H — H tal que
(F(A0.0) = [ FE)dpy.oft)

Demostracion.
Definamos la siguiente forma

B.9) = [ F(t)dps(h).
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Como f es acotada,

BW.0)| = | [ 10dnos(®)) < splFO| [ disolt)| = sup |£(OII(w. ) < sup £ DIl

y como iy » depende sesquilinealmente de ¢ y ¢, B(¢, ¢) es lineal para ¢ y conjugado lineal
para ¢, es decir, es una forma sesquilineal. Por tanto, por el teorema de representacion de
Riesz, existe un operador lineal y continuo, llamemoslo f(A), tal que B(v, ¢) = (f(A)Y, ¢),
es decir

[ F@digo(t) = (F(A).0)

Asi, por ejemplo f(A) es la identidad cuando f(t) =1y f(A) = R.(A) cuando
f@t) =1/(z = 1).

Hemos creado un mapeo f — f(A) de las funciones Borel medibles acotadas en R a L(H). A
diferencia de la forma en que se probé el teorema espectral en la primera parte, esta manera
de probarlo fué posible sin haber desarrollado un calculo funcional previo, sin embargo, es
posible, a apartir de este teorema, desarrollar un calculo funcional inclusive para operadores
no necesariamente acotados [L3].
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