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Capitulo 1

Introduccion

Este trabajo trata sobre sistemas cuanticos en dimensién 1. Estos sistemas
estan descritos por operadores de Sturm-Liouville en el caso en que se esté en
espacios de Hilbert como L?(R) o L*(R™), o por sus equivalentes en los
espacios [5(Z) o l(N), las matrices de Jacobi. Se sabe que si los operadores
definidos en un intervalo finito, estan definidos en los extremos, el espectro
es solamente puntual, pero si los operadores presentan discontinuidades, o
estan definidos en la semirecta, es posible tener todos los tipos espectrales
presentes. Sin embargo, estos tipos espectrales no son siempre estables, ya que
bajo algunos tipos de perturbaciones, como por ejemplo locales, o de rango
uno, puede haber inestabilidad, en especial del espectro singular [dR1, dR2].

Por otro lado, si es posible obtener un tipo de estabilidad si uno se concen-
tra en familias de operadores, y en propiedades espectrales que sean vélidas
para muchos elementos de estas familias, en el sentido de la teoria de la me-
dida. En particular, es posible demostrar esto si las familias estan obtenidas
por perturbaciones locales. Para dar un ejemplo concreto, pensemos en una
familia de matrices de Jacobi semiinfinitas de la forma H;(\) = H + AW},
Jj = 1,2, donde H esta en el caso de punto limite y W; es un potencial es-
trictamente positivo en las primeras N entradas, un teorema que se prueba
en este trabajo (véase el Teorema 16) dice:

Teorema Si existe un conjunto By de medida positiva de Lebesque tal que
para toda A € By el operador Hy(\) tiene espectro singular, entonces existe
un conjunto By de medida positiva de Lebesque para el cual el operador Ha(\)
con A\ € By tiene también espectro singular.

Las técnicas utilizadas en este trabajo tienen que ver con la medida
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promedio de una medida espectral p) que estd definida como

p:/dm.

Este tipo de técnicas con medidas promedio, se han utilizado por largo tiem-
po, como por ejemplo, en [CL, Siml], y es muy conocido el resultado sobre
la continuidad absoluta de la medida promedio con respecto a la medida de
Lebesgue. Lo relevante en este trabajo es que se logran dar condiciones bajo
las cuales se puede probar la equivalencia de la medida promedio y la medida
de Lebesgue.

En primera instancia se prueba para el caso de las matrices de Jacobi, la
equivalencia de las medidas considerando el promedio sobre un parametro.
Esto puede ser aplicado, por ejemplo, a operadores de Birman-Schwinger. Sin
embargo, no siempre es suficiente el promedio en un parametro para obtener
la equivalencia de medidas, y en algunos casos existen varios parametros sobre
los cuales se puede promediar. Este caso es también analizado, y se logran
establecer las condiciones bajo las cuales se da la equivalencia entre la medida
de Lebesgue y la medida promedio. Andlogamente para el caso continuo se
prueba un teorema de equivalencia entre la medida de Lebesgue y la medida
promedio en un parametro para operadores de Schrodinger de un tipo muy
particular, que son los operadores de corrimiento. Aqui el pardmetro en el
cual se promedia es el corrimiento.

Ya teniendo los teoremas de equivalencia entre la medida espectral y la
de Lebesgue, la forma como se aplican éstos para probar la estabilidad de
la parte singular es haciendo una conexion con las soluciones subordinadas.
Esto es posible ya que el conjunto S de soluciones subordinadas es un so-
porte de la parte singular de la medida espectral y no depende de A sino del
comportamiento de las soluciones en infinito.

El trabajo estd organizado de la siguiente forma, el primer capitulo es
una introduccién al trabajo en la que se da un bosquejo de los temas que se
trataran y se explica la organizacion del mismo. El segundo capitulo com-
prende el caso de las matrices de Jacobi, en el cual se define el operador,
conceptos importantes que se aplican en su analisis, como son el concepto de
matrices de transferencia, la funciéon de Green y las variables de Priifer. Se
prueban propiedades, enunciadas en proposiciones, que seran herramientas
importantes en la demostracién de los teoremas centrales. A continuacion,
se prueban los teoremas principales tanto para la medida promedio en un
parametro como para la medida promedio en varios parametros, y como



seccion final en este capitulo se dan tres aplicaciones de estos teoremas a
la teoria espectral en donde se pueden establecer varios criterios para te-
ner estabilidad del espectro singular en conjuntos de parametros con medida
de Lebesgue positiva. El tercer capitulo comprende el caso del operador de
Schrédinger, para el cual primeramente se define el operador con el que se
trabajara, y conceptos asociados a €l y las herramientas que se utilizaran en
la demostracion del teorema principal, y posteriormente se prueba el teorema
principal y se da una aplicacién a la teoria espectral. Los capitulos posteriores
son Apéndices sobre la notacién de Dirac, utilizada en el capitulo 2, trans-
formaciones de Mobius, medidas espectrales y soluciones subordinadas. En
cada uno se enuncian resultados conocidos de la teoria que fueron utilizados
en algin momento para las pruebas de las proposiciones y teoremas de este
trabajo.

Con los resultados de este trabajo se escribieron dos artculos, uno tratan-
do el caso de las matrices de Jacobi y otro el caso de Operador de Schrodinger
que ya fueron publicados y se encuentran citados en la bibliografia.
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Capitulo 2

Matrices de Jacobi

2.1. Foérmulas preliminares

2.1.1. Definicion del Operador

Sean {t, }1<n<ny una sucesién de valores positivos y {vy, }1<p<ny una suce-
sién de reales y definamos un operador H” del espacio de Hilbert I2({1, ..., N'})
con N un nimero finito, en él mismo de la siguiente forma: Dado un vector

¢ €l?({1,...,N}) con ¢ = (¢1,Pa, ..., dN),

(HN¢)H = tn—',—lqbn—‘,-l + Un¢n + tngbn—l ) n = 1a s 7N ) (21)

que resulta ser un operador autoadjunto. Asociado a este operador, tenemos
dada z € C el problema con condiciones a la frontera dado por la condicién

(HY¢)n = (20)n .
tnt1Ppp1 + Un@p g = 20, (2.2)

t19% CoS (v EN+10% cos 3
()-(@a) - ()2 (35) - e

donde A es un valor real arbitrario.
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Denotaremos como HZ'; al operador definido por (2.1) y (2.3). Este operador
puede escribirse en una forma matricial como

vy + tan(a)  to
to vy 13

ty w3 .
HY, = . (2.4)

UN-1 Iy
tn N + cot(f)

2.1.2. Matrices de Transferencia

Las soluciones formales de (2.2) se pueden escribir utilizando matrices de
transferencia. Se fijan los valores t; = 1y tyy1 = 1 y se tiene entonces que

( bny1Pp 41 ) =777 ---TF ( cos(a) ) , (2.5)

o, sin(a)
donde 77, n =1,..., N, son matrices de la forma
_ -1 _
77 = ((2 t”i‘)t" 3”) ., n=1,...,N. (2.6)

Definicién 1. Se define la matriz de transferencia T%(n, k) del estado k al
estado n con k <n a la matriz de 2 x 2

THnk) = T;T7 - T,

FEstas matrices, ademds, cumplen con la relacion T*(n,m) = T*(n, k)T*(k, m)
para m < k < n. Ademds se define T?(n,n) = Id.

Con estas matrices de transferencia es posible escribir las soluciones de
la ecuacién en diferencias H[3¢°(a) = 2¢*(a) que satisface las condiciones
a la frontera como:

<tn+£f&1)(a)) T n0) ( Z?ﬁggg) | (2.7)
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La condicién de frontera a la derecha, es decir en 3, se cumple precisamente

en los eigenvalores de HY - Por lo tanto, z € R es un eigenvalor de H, év g sy

solo si para alguna A # 0
ro (e ) = () 23)

Denotaremos a los coeficientes de la matriz de transferencia del estado
inicial al estado N por:

T*(N,0) — (?ﬁ Z]; ) Wy, Vs oy iy € C | (2.9)

2.1.3. Identidades del Wronskiano

Los coeficientes de las matrices de transferencia cumplen las siguientes
propiedades:

Proposicién 1. Si ¢2 = ¢2(0) es la solucion con condiciones iniciales ¢ =
y @5 = 0, entonces

N
Z oz Az 2 = z |2
aycy —aycy = (2 -7%) Z [os
n=1
Demostracién. De (2.7) y de la definicién (2.9) se tiene que
IN+1PN11 = ay INON = Ci s
con lo cual se sigue que

aNCh — AR Cy = N Oh 1 Oh — IN1 PR O -

Sustituyendo dos veces en tyi 1051 = (2 — un)o% — tndi_; (ecuacién de
Schrédinger), y repitiendo el proceso iterativamente sobre N se tiene que

ayvcx —avch = ((z—wn)ok —tndioy) ok — ((Z—on)ok — tndi_1) O

(z = 2)|o% > + tndi di_1 — tN PR DN
(2.10)
N

= (z-2) ) |7

n=1
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O

Es posible probar una identidad del Wronskiano mas general para z,( € C
que la que se acaba de probar en la Proposicién 1:

Proposicién 2. Consideremos ahora al vector V% € C? definido por

tn 1Y% ) —qg —a% g+ bi
v = (ke ) v () = (T
N ( (o5 ( ) 1 —Ccyg + dy
donde g € HT = {z € C| Smz > 0}, es decir, estd en el semiplano superior,
entonces

o (] )0 = e+ X

Demostracion Desarrollando el lado izquierdo y usando la ecuacion de re-
currencia que cumple ¢ty 10N Se tiene

(‘I’fv)* ( (1) _01 ) (\Ijgv> = tN+1¢]CV+1%_tN+1wJZV+1w]CV
= (C—2)PRY%
HN VR Vr o — IN1VR 1N

=y (7)) () <<—z>$§w‘zw§

- <—y,1>(‘1)+<<—z>§;¢_m

-9

N
= G-g+(C—2)> Ui
n=1

2.1.4. Funcion de Green

Se usara la notacion de Dirac a lo largo de este capitulo, la cual esta breve-
mente explicada en el Apéndice A. Se define la funcién de Green para cada
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estado |m) en funcién de la resolvente como
Ggﬁ(z,n,m) = <n|(HgB—z)_1|m) (2.11)
y en particular para el estado |1) como
GYs(2) = (U(HY s — 2)7 1) . (2.12)

Como notacién usaremos GV (z) y GV (z,n, m)en el caso en que tengamos
condiciones de frontera Dirichlet. Se probaran enseguida algunas relaciones
entre la funcién de Green y las matrices de transferencia.

Proposicion 3.

1
Cl) GN(Z71>N) = T
N
b)) GN(z,1,1) = b—N = GN(2)
N
c) GN(z,N,N) = —C—ZN.
N

Demostracion. Por la regla de Cramer se tiene que

N1 det(HN — 2)1N

GN(z,1,N) = (-1) det(HN —z)

donde det(HY — 2); y es el subdeterminante de la matriz HY — z a la cual se
le extrajeron la primera linea y la N -ésima columna de lo cual resulta una
matriz de dimensién (N —1) x (N —1). Si se calcula esto de manera iterativa
se llega a que

tQ Vg — 2 0

0 t3 V3 — 2

det(HY — 2)1n = K .t4 U4‘— z

In-1 Un_1— %

(2.13)
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Si se comienza a calcular det(H™ — z) a partir de la dltima columna se
tiene que

V1 — % tg
tQ Vo — 2 t3
det(HY —2) =
IN-1 UN—1— 2 tn
tN UN — %

V1 — % t2

tz Vg — 2
= (on —2)
IN-1
In—1 UN-—1— 2
V1T — % tQ

2 t2 Vg — 2
_tN
IN—2
In—2 UN_2—Z

= (vy —2)det(HN ™' — 2) — 13, det(HY 2 — 2) .
(2.14)

Por otro lado se tiene que si se multiplica la relacién de recurrencia (2.2)
por el término (—1)N*1yt5... 1y, se llega a que

(—1)N+1t2...tN+1¢N+1 = (Z - UN)(—l)N+1t2...tN¢N - (—1)N+1t2...tNtN¢N_1
== (UN — Z)(—l)th...tNng — t?v(—l)N_th...tN_ngﬁN_l .
(2.15)

De la ecuacién de Schrodinger deducimos que N +— det(H™ — z) cumple la
misma relacion de recurrencia que N +— (—1)N ty- - tNp1Py,- Ademds, las
condiciones iniciales coinciden pues

det(H' —2) =v) — 2 = —ty0
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det(H? —2) = (v, —2)(vy —2) — 13
= —togo(vg — 2) — 15
= 1a((z — v2) @2 — t201)
= (—1)’tatses .

De manera que

det(HN —2) = (—1)Nt1 ot P
= (=D)Nt, - tyadi
(2.16)
y por tanto,
to---tyn 1
GN 1.N) = (—1 N+1 - —
(Z; ) ) ( ) (—1)Nt2-”tNCL7V CL?V

Para la segunda ecuacion, empecemos aplicando la regla de Cramer,

det(HN — z)

N —
@=L = det(HN — z)

donde HV es la matriz (N — 1) x (N — 1) que se obtiene al quitar la primera
columna y el primer renglén de HY. Por el calculo anterior, tenemos que
(=1)N"ty ... tya% = det(HN — 2) donde @3 es la primera entrada a la
izquierda de la matriz de transferencia 7 - - - 7,7. Multiplicando por 77 ten-
emos que

z | TEaE ZLAZZ\/ bj\/ Z—U —1
o = (2F) ()

(2.17)

por lo que a3, = —b%. Y al sustituir det(HY —z) = (=1)Vt; - - - t yaZ se tiene
que
(=D%ay by

N _
G (271,1) = W = a?v.
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Para la tercera identidad, por la regla de Cramer, se tiene que utilizando dos
veces la identidad det(HY — 2) = (—=1)Vt1 - -ty 11054

det(HN"' —2) N _ N
det(HN — Z) tN+1¢N+1 CL?V ’

GN(z,N,N) =
O

Proposicion 4. La dependencia de la funcion de Green Ggﬁ(z) respecto de
las condiciones de frontera estd dada por

by — di cot(p)
ai + b3 tan(a) — & cot(B) — d3, tan(a) cot(5)

Demostracion. Las condiciones de frontera «, § pueden incorporarse en los
valores del potencial vy, vy tal como en (2.4), el cual se entiende que tiene
condiciones de frontera de Dirichlet. La matriz de transferencia del estado
0 a N con condiciones o y [ se puede dar en términos de la matriz de
transferencia 77%(N,0) para el caso Dirichlet de la siguiente forma:

(o 1) (32 ) (e 1)

B ay + by tan(a) — ¢ cot(F) — di tan(a) cot(5) by — di cot(f)
N ¢ + di tan(a) di '

(2.18)

Sabemos de la Proposicién 3 ii), que son necesarias las entradas superiores
izquierda y derecha para calcular la funcién de Green GV (z,1,1) de manera
que, para el caso de la matriz con condiciones de frontera que no son Dirichlet,
tomando los valores de las entradas superiores izquierda y derecha queda

b — d cot(9)
a% + by tan(a) — ¢, cot(B) — di tan(a) cot(5)

Proposicién 5. Si Sm(z) > 0,

A b, +id3,
— Gaﬁ(’z) = : )
o ™ @ (a3 + by tan(a)) + i(cx + diy tan(a))
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y para € R
mdB N : 1
lim & — G, 53(E+ = .
o > 0o T ag(B i) lak + bE tan(a)|? + |k + d& tan(a)|?

(2.19)

Demostracion. Haciendo uso de 2.18 es posible deducir las formulas para
una condicién de frontera arbitraria « siguiendo lo que se obtiene del caso
a = 0. De manera que es suficiente considerar el caso a = 0 en los céalculos.
De la Proposicion 4 y haciendo el cambio de variable x = tan 3 se tiene que

™ 4B ™ dB b3 tan(B) — d5 © dr Vo — di
[ ¥ g = [0y ™ e i

T ai tan(f) — i oo T(1 4+ 22) aiyx — &

Esta ultima integral puede evaluarse haciendo una integral de contorno que

tiene polos del integrando en x = 1, —i, ZTN Puesto que 2@ = —-GN(z,N,N)
N N

y la funcién de Green es siempre positiva, entonces el polo x = ZJ; esta en
el semiplano inferior, y el uinico polo que queda en el semiplano superior
es x = i. Por el teorema del residuo, integrando en el semiplano superior
tenemos entonces que

T dpg o dx Ar — di
[Zate - [ oo et
0 _

o T(1+22) ajx — &

= 2m <L M) .
2T ajt — iy

Z 5 y4
Nt —dy
z 7 z
ayjt — Ci

(2.20)

Incorporando una condicién de frontera a cualquiera, se tiene en lugar de
a% v ¢ los valores a3, + b3 tan(«) y ¢k + d5 tan(a), con lo cual queda la
férmula que se buscaba.

Para la segunda parte, se tiene que la parte imaginaria de esta integral es
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1f — Sm GYs(E—i
im [ Sm - GY,((E - i)
by + 1d;
— S N N
20 (a3, + 0% tan(a)) + i(ck + di tan(a))
by + id53
_ o (1 N N
S (eg% (a% + by tan(ar)) + i(ck + diy tan(a)) )

Sm ( by + Zd% )
(ak + 0% tan(a)) + i(ck + d tan(w))
—bRck — dbk tana + d5ak + bR dE tana
(af + 0% tan(a))? + (c§ + d¥ tan(a))?
1
(ak + 0% tan(a))? + (& + d% tan(a))?

O
Ya teniendo (2.19) y del teorema de Vallée-Poussin se sigue que foﬂ iﬁ p]OX P
es absolutamente continua con densidad dada por la parte derecha de la

ecuacién (2.19).

2.1.5. Teoria de Weyl

Tomaremos para la siguiente proposiciéon una condicién de frontera a la
izquierda fija «.

Proposicién 6. Para Sm(z) # 0, la curva § € R — GY5(2) € C en el
plano complejo recorre una vez un circulo conocido como el circulo de Weyl
que se denotard como WY (z), con centro en

aj\, (a3 + b3 tan(a)) — 57\, (& + di tan(«))
(@3 + b tan(a) (e + di tan(a)) — (ak + Uy tan(a)) (ci + d tan(a)

y cuyo radio vale

cos(a)?

P O

Rq (2)
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donde ¢%(«v) estd definida por (2.7)

Demostracion. Tomaremos el caso a = 0, que posteriormente puede uti-

lizarse para tomar en cuenta otros valores de a.. De acuerdo a la Proposicién
4, la funcién de Green G = G} 5(z) es

_ dcot(B)—b
"~ ccot(fB)—a’

donde se han suprimido los indices z, N en las entradas a, b, ¢, d de la matriz
de transferencia. Esta es una transformacién de Mébius de la variable cot (),
(ver Apéndice B). Se sabe que toda transformaciéon de Mobius lleva rectas y
circulos en rectas o circulos, y en nuestro caso veremos a continuacion que la
recta real cot((3), B € [0,7), es enviada a un circulo. Para calcular su radio,
cabe notar que la inversa de la transformacién esta dada por

aG—b
cG—d’

cot(B) =

De aqui podemos decir que la parte imaginaria de lo que se tiene del lado
derecho vale 0, lo cual nos lleva a la ecuacién

(aG —b)(cG—d) — (cG—d)(@G—b) = 0. (2.21)
Por la Proposicion 1, se tiene que ac — ac # 0. De manera que la ecuacion

anterior puede reescribirse como

2 2

ad — be

ac — ac

ad — be

ac — ac

db—db

ac — ac

o~

Utilizando el hecho de que det(7*(N,0)) = ad — bc = 1, la parte de la
derecha puede evaluarse y entonces tenemos que

2

ad — be 1
ac — ac |ac — ac|
Esta es, en efecto, la ecuacién de un circulo con centro en % y radio

|ac — ac| ™ .
Para el caso a # 0, utilizando la forma de expresar los coeficientes de la
matriz de transferencia para condiciones de frontera cualquiera en funciéon
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de la matriz de tranferencia para el caso Dirichlet 2.18, tenemos que a =
ai + b3 tan(a) y ¢ = ¢§ + di tan(«). Si sustituimos esto en el centro y radio
obtenidos para el caso de condiciones de frontera de Dirichlet en la ecuacién
(2.22) se llega a lo que se buscaba:

1
N/N2
Ra(2) = |ac — ac|?
B 1
|(a% + b3 tan(a))(ck + di tan(a)) — (%, + by tan(a))(ciy + di tan(a))|?
cos’(a)

[Enr105 1 (@) R (@) = EvadR 1 (@) 9R (@)
- cos?(a)

22 (T Iz (@)R)

)

y el centro esta en
ad — be
ac — ac
dy (a3 + by tan(a)) — by (¢ + d% tan(a))
(a3, + b% tan(a)) (& + d tan(a)) — (a3 + b5 tan(a)) (% + d% tan(a))

O

Ademas es posible ver que, aun cuando los circulos no son concéntricos,
van conteniéndose uno dentro del otro conforme n aumenta.

Proposicién 7. Si WY(z) denota al circulo de Weyl correspondiente al es-
tado N, entonces para todo k > N, WY (2) C WE(z).

Demostracion. Para probar esto, tomemos la identidad del Wronskiano

probada en la Proposicién 2. Si z = (, y nuevamente suprimimos los indices
zy N, se tiene entonces que

* N
(iﬁjiz) ((1’ _01)(:ijiz):@—g)ﬂz—z);wﬂ?
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Haciendo los productos de las matrices queda la siguiente ecuacion

(—ag+b)(cg —d) + (—cg + d)(—ag +b) = —(g—7) + (z = 2) D _ [i]”

y desarrollando los productos se tiene

|9|*(ae—ac) +g(ad —eb) + g(cb—da) + (bd—bd) = —(g—9)+ (2 —=2) >_ [¢5]*

que es la ecuacién de un circulo. Si recordamos el desarrollo que se hizo para
obtener el circulo de Weyl, tenemos que por la ecuacién (2.22) lo que se
tiene del lado izquierdo de esta ecuacion vale 0, por lo que solo se obtiene la
ecuacion

(9-9)=(-2)) Wil

El interior del circulo estda determinado por los valores de g que cumplen la
desigualdad

(9—9) < (-2 [l (2.23)

Si ahora se hace el mismo calculo para Wy, llegamos al circulo siguiente
de Weyl WXFL1(2) que tiene una ecuacién similar, pero con los coeficientes
correspondientes a la matriz de transferencia 7#(N + 1,0) y nuevamente se
anula lo que queda del lado izquierdo y queda solamente la ecuaciéon de un
circulo, cuyo interior esta determinado por la desigualdad

N+1

(9-9)<(z=2) Y il*. (2.24)

Ademas tenemos que

N+1

N
(z=2) > Wil> > (z=2)>_ [l
n=1 n=1

con lo cual, si g € WY (2), se cumple la condicién (2.23) y también a su vez se
cumple la condicién (2.24) entonces también g € WXT1(2). Esto nos lleva a
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concluir que los circulos consecutivos de Weyl se van conteniendo uno dentro
del siguiente.
O

El radio positivo R (z) disminuye conforme N aumenta y ademas con-
verge a un nimero que llamaremos R, (z), el cual podria ser 0 cuando los
circulos convergen a un punto. Si R,(z) > 0, entonces se habla del caso
circulo limite, y la matriz de Jacobi semiinfinita H, definida por H éV 5 tiene
una extension autoadjunta en sucesiones finitas para cada valor fijo de [3.
Por otro lado, si R,(z) = 0, entonces H, es esencialmente autoadjunto para
sucesiones finitas y entonces se habla del caso punto limite. Este es el caso,
por ejemplo, cuando las entradas de la matriz (¢,,v,)nen estdn uniforme-
mente acotadas. En este trabajo se supondra siempre que se tiene el caso de
punto limite al infinito. Al tener el caso de punto limite, existe una extension
autoadjunta del operador, de manera que podemos también dar la medida
espectral de H, con respecto al estado |1), la cual denotaremos por p, y si
denotamos

Galz) = A}im GYs(2) (2.25)
que es la funcion de Green de H,, esta cumple que
1
G.(2) = [ po(dE . 2.26
() = [ polB) 5 (2.26)

Ahora, podemos asegurar que (2.25) existe también de la convergencia fuerte
de la resolvente de H év 5 & H,, pero utilizando el circulo de Weyl, es posible
deducir una convergencia uniforme en 3, ya que el radio y el centro del circulo
no dependen de S.

2.1.6. Variables de Priufer

En esta seccion se definiran las variables de Priifer y se probaran algunas
propiedades que éstas cumplen y que seran herramientas en la prueba de los
teoremas de este capitulo. Para los calculos de esta seccién se consideraran
valores de energia reales, es decir que z = E € R.

Definicién 2. Para una condicion fija de frontera a la izquierda «, se definen
como en [JSS] las fases de Priifer 0% () y el radio de Priifer RE(a) como

RE(a) ( zfsggggc‘;‘;;) — TE(n,0) <C°S(O‘)) e

sin(«)
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ademds de imponer las condiciones —% < 0%, (a)—0F(a) < 2 y 6F (o) = .
De manera que podemos decir también que (Rf(a))2 = (tpr1Pni1)? + P2 y
0F (o) = arctan < on >

tn+1Pn+1

Proposicién 8. Si RY(a) es el radio de Priifer, entonces

[t
o ™ RR(2)?

Demostracion. Tenemos que

Tda 1 [Tda 1 | |
et [y =

Recordemos que una matriz positiva con determinante uno tiene 2 eigen-
valores positivos \ y %, por lo cual en nuestro caso, ya que el producto de
matrices (7Z(1, N))*7E(1,N) da como resultado una matriz positiva, en-
tonces podemos concluir que

-1

A
0

donde R, es una matriz de rotacién de la forma

R, — ( cos(n) —sin(n) ) |

(T%(N,0)*T"(N,0) = R, (

>= O

sin(n)  cos(n)
Entonces se tiene que

e () -

sin(a)
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Volviendo a la integral (2.28), y haciendo un cambio de variable tenemos que

/Wd_a : _ [Tde 1
o7 HTE(N,O) < C'OS(OO ) ? o T )\C082(O‘_n)+%81n2(a—n)
sin(«)

" do 1
o 7T Acos?(a) + 1 sin*(w)

/2 dao 1 1
B _z 7 cos?(a) A+ ;tan®(a)

B /°° du 1
B )\+§u2

= —arctanx
™

—0o0

Proposicion 9. El radio y la fase de Prifer cumplen lo siguiente:
(i) Para la derivada con respecto a la energia E

Ri(a)® 9p8y(a) = =) |or(a)f.

(ii) Para la derivada con respecto al potencial v, siendo n < N, se tiene que
Ry(a)? 9,,05(a) = |6, ().

Demostracién. La primera de estas férmulas se encuentra en [JSS]. De
acuerdo a como se definio la transformada de Priifer tenemos que

Ox () = arctan (M)

tnr1ON L (@)
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Ri(a)® = (tnr1dn i ()® + on(a)? .

Si se deriva 6F(«) con respecto a E se tiene que,

tN 19N 41 (Q)0pdx () — ty 1080y () PN (a)

)

E _

Ot (@) = (Ix 1 0f 2 (@) + OE(a)?
tN+1¢ﬁ+1 (Oé)aEQﬁJ%(OZ) - tN+laE¢%+1 (Oz)(ﬁﬁ(oz)

By (a)?

Derivando en la ecuacién de recurrencia (2.2) con respecto a E se sigue que

Ry(a)?0p05(e) = Opdn(a) (B —vn)on(a) — tyon_1(a)) — pn(a)dn(a)
+tnNOpdn-_1(a)dn(a) — on(a) (B — vn)Opdn(a))
= —|on(@) + (B — vn)on () dpdn (@)
+Hinon(a)Opdn_1(a) — (E — vn)Opdn(a)dn(a)
—tnOpdN(a)pn-1()

= —|on()]? — tyOpdn()on_1(a) +tndn(a)Opdn_1(a)
= =31 o ().

Los puntos suspensivos dados en el penultimo paso quieren decir que esto
se debe continuar sustituyendo de la misma manera, sucesivamente, hasta
llegar al resultado final.

Para la prueba de la segunda férmula, tenemos que

o) = 7

y derivando con respecto a v, se tiene que

1 o (a)
&;neE (0% - E av” ;" '
n(a) 1+ (¢N—w))2 tN+1¢1%+1(a>

ENp 10N (@)

Desarrollando esto y usando el hecho de que

Ry(0)* = ox(a)” + (tns198 1 ()’
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resulta que

o0 o) — Ot vr0Fe(0)) = (05(0)Outyrds(e)

! (R (a))?

Siempre y cuando n < N, los términos dentro de los paréntesis pueden
sustituirse por la ecuacién de Schrodinger ty41¢h . () = (E — v,)¢5 (o) —
tne% (). Entonces se obtiene que

Ou, O (cr) = RE () [(00, 8N -1()) (tw oy (@) — (&N _1(@))(Du, tn N ()]

e iterando se tiene que

0,05 () = RE(a)? (00,0 (@) (ts10m41 (@) = (0()) (Do, b 104 ()]

Sabemos que 8, ¢Z () = 0, y derivando con respecto a v, en la ecuacién de

Schrodinger, 9y, 11021 (a) = —¢F (), es posible concluir que solo queda
un valor y entonces

Ry ()? 0u,05(c) = oy ()]

Si n = N se obtiene directamente el mismo resultado.
O

Ahora se probara la férmula de Carmona [CL] (que posteriormente Pear-
son prueba en [Pea] y Simon prueba para el caso discreto [Sim2]).

Proposiciéon 10. Para Ey < Eq,

3 a0 B+ (B B = i [ odte).

Demostracién. Si se integra la ecuacién (2.19) con respecto a la energia en
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un intervalo [Ey, E] , se tiene que

Eq ) T dﬁ N .
dE lim  Sm — G, 5(E +ie)
ﬂ- bl

Eo €—0 0

FEq 1
= dFE
/Eo lak + b% tan(a)|? + |cf + d% tan(a)|?
_ /E1 iE cos?(a)

B tvrdn(@)]? + o (a)?
[P cos*(a)
=, e

Se desarrollara ahora el lado derecho, utilizando la relacién que existe entre
la funcién de Green y la medida espectral (ver Apéndice D). Ademés hay que
mencionar que el integrando es finito por lo que es posible cambiar el orden
de integracion, entonces se tiene que

(2.29)

Eq s dﬁ
/ dE lim SQm — G 4(E + ie)
o T ’

Eo e—0

™ E1
= /@/ dE lim Sm G 4(E + ic)

— ap N 1
— 1
/ / dr fm Sm | p, ﬁ(d)\)/\ B+ e

dﬁ €

- T / [pw([Ea,ElJ)+paﬁ<<Eo»E1>>}-

De los dos desarrollos anteriores se tiene entonces que

5/0 i [ s([Eo, Erl) + pil5((Eo, E))] = / 1dE%?

Ey

donde pg’ 5 es la medida espectral de H év 5 con respecto a |1). Ahora tomando
el limite N — oo de esta ecuacion es posible meterlo dentro de la integral
utilizando el teorema de convergencia dominada, puesto que el integrando
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estd dominado. Por la ecuacion 2.25 y la relacion de la funcion de Green con
la medida espectral mencionada en 2.26, tenemos que si N — 00, entonces

1
E—z

Gonl®)” = [ pualdB) 5= = [ puldE) 17— = Gul2)

E—z

Esto nos dice precisamente que pé\{ 5 converge débilmente a p, para toda [,
y se sigue el resultado que se buscaba.
O

2.1.7. Teorema de Oscilacién

Teorema 1. (ver Sec. 3.2 de [JSS]) Si consideramos a 0% (a)) como una fun-
cion de E, entonces tenemos que esta funcion es estrictamente decreciente,
y para N > 2

Jim 0% (o) = N1 ,

, E .
E1—1>I—lr-loo HN(a) =0 ’

y st By < By < ... < Exn son los eigenvalores de Hévﬁ ordenados, entonces
en cada valor E; la funcién toma un valor de la forma

Oy = B+m(N —j) .

Demostracion. El hecho de que la funcién sea decreciente es consecuencia
de la Proposicién 9 (i). Ahora, la prueba de los limites se hard de manera
iterativa. Se tiene, por definicién, que

(Fcssmtion ) = ()

- () ()

y esto también es posible, utilizando la transformacién de Cayley C (véase

Q
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Apéndice B), expresarlo como una transformacién de Mobius

6721'053(&) _ Crz-lchl.efm'a

)T ) ) e

_Z-><(E_Ul)_¢ (E—vl)1+i>.€2m

1
1 i 1 1
_ (E —wv) —i(1+1) (F —v)+i(l—1) ) . p2ia
(E —v) —i(1-1) (B —v)+i(1+1)
_ ((E—w)—i(l+1))e® 4+ (B —v) +i(1-1)
(E —v) —i(l—1))e 204 (E —v)1+i(1+1)°

Si ahora sacamos los limites deseados, tenemos que

—2i
lim eiZiGQE(a) — $ —_— 1 ,
E——o00 e 2 +1
y de igual forma '
lfm e~2i%2 (@) — —672104 +1 =
E—o00 e~ 2ia +1
Por lo tanto,

Im 6¥(a) =0 mod «
E——*o0

29

Si continuamos haciendo esto de manera sucesiva, tenemos que en particular

para NV,
e—zieﬁ(a) _ CTJ\}{E . _.leEC—l . o~ 2ia
= CTP(N,0)Ct. e

Antes de proseguir, se analizard la forma de los coeficientes a7, b%, c&, d% de
la matriz de transferencia 7% (N, 0). Tenemos, para n = 2, que haciendo los

productos de las matrices,

CLQE b2E _ (E — Ug)% —tg (E — Ul) —1
cf o db = 0 1 0

(E—v1)(E—v2) ¢ (E—v2)
ey — 2
= ( tQE—m _tj ) ,
to to
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y paran =3
af bE (E—v)(E—v2)(E—vs3) _ (E—wi)ts _ (E—v2)(E—vs3)
3 3 _ tots to tots
( ck dr ) o (E—v1)(E—v2) _ (B—v2) )
3 3 tots tots
con lo cual, se tiene que, en general,
N
ay = +O(EM),
ty .. tx
EN—l
b = - +O(EN),
ty .. tx
EN—l
ch = — + O(EN7?)
to...tN
y
N-2
ds = — + O(ENT3) .
to...tn

De manera que, suprimiendo nuevamente los indices N y F,

—2i0E () _ 1 —s a b 1 1 —2ia
© 7 (1 z)(c d)(i —i )¢

_ (m—dw4w+@ (a+d)+i(b— )>f2m
(a+d)—i(b—c) (a—d)+i(b

((a—d)—i(b+c)) e + (a+d)

((a+d)—i(b— c)) e~ + (a —d)

+0)
+i(b—c)
+i(b

i(b+c)
EN —2za
— to.. tN + niix tQ tN + O( )
EN __ _2ia ’
to.. tN & + t2 tN + O( )

Factorizando EV del numerador y denominador en la tltima expresién y
sacando los limites se tiene que

; —2ix +
lim 6—21'0]]\5,(04) — to.. tN
E—+oco — e~ 2104+
to.. tN

= 1.

to.. tN

tg tN
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Por lo tanto podemos concluir que

, E .
ELH:EOO Ov(a) =0 mod 7.

Recordemos ahora que E es un eigenvalor si y solo si, se cumple la ecuacién
de Schrodinger y la soluciéon cumple las condiciones de frontera a la izquierda
en a y a la derecha en § € [0, 7) definida en (2.8). Esto dltimo quiere decir
que,

(P ) = (e ) =a (o))

Entonces tenemos que

tan(fy (a)) = tan(),
por lo cual

0% (a) =3 mod .

Con esta informacién y los limites previamente obtenidos, podemos concluir
que si tomamos a los N eigenvalores, que se sabe son distintos, en forma
ordenada (F; < F3 < ... < Ey), entonces

Eh’m On(a) = N7 |

, E _
EIEI;OHN(Q) =0

que si se toma el j-ésimo eigenvalor £

On(a) =B +a(N—j).

2.1.8. Variables de Priifer Modificadas

Ademas de las variables de Priifer, existen las llamadas variables de Priifer
E-modificadas (ver [PF, JSS]) que estdn definidas en funcién de las primeras,
de la siguiente forma:
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Definicién 3. Para £ € (—2,2) y k = arccos(E/2) € (0,5), sea

M= s;(k) (—Slcl?)(s@@ (1)) |

cos(#)
sin(6)

que cumple las condiciones

Se denotard ey = ( ) Definimos una funcién suave m¥ : R — R

mE(0+7)=mP0) + 7

O<C’1§(mE)'§C’2<oo,
de la siguiente forma:
r(0)ems@ = MPeq, r(@) >0, m”(0) € [-m,7) .

Entonces, las variables de Priifer E-modificadas (RE(a),0%(a)) € Ry x R
para una condicion inicial 0F = m¥P(0F («)) estdn dadas por:

08 (a) = mP(0%(a)) (2.30)

(Hien) - () e

Proposicién 11. La funcién m¥(0(«)) es creciente y existen valoresCy y Cy
tales que 0 < Cy < (m¥P) < Cy < 00,

Demostracién Aplicando la definicién de m¥(6) y desarrollando la expre-
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sién tenemos que

(SR ) - trmescn
i (om0 D) (e )

HMEGQE(a ||
. sin(k) cos(6F (a))
sin(k) ( — cos(6) cos(k) + sin(0F () )
)

(0,
< sin(k) cos(0F () )H
— cos(0 (a)) cos(k ) + sin(6; ()
(@)

1
“ v/ sin(k)

1 ( sin(k) cos(0F () )
Vein(k) \ = cos(fl; (a)) cos(k) + sin (6 (av))
) cos(k

sin?(k) cos2(0Z () + (— cos(0F ()

Por lo tanto,

E(9E (o)) = cot—L sin(k)cos(&f(oz))
PR = o () CentbonmE@y) O

y derivando,

o B sin(k)
OO0 = Gy cos@E(@))? + Gn(@E(@)) — cos(h) cos(PE(a)))?
1

Recordemos que k se eligié en funcion de la energia F de manera que k =
arccos(E/2) € (0,%) con lo cual podemos asegurar que (m”)'(65(«)) > 0,
y ademas de aqui es posible calcular las cotas.

O

Proposicién 12. Si 0F (o) y 08 («) son las fases de Priifer y Prifer modifi-
cado, entonces se tiene que hay una transformacion de Mébius [ver Apéndice
B| dada por CMPC™*, tal que

67219}3 CMEC 1 721‘95(&) ]

os(k) + sin(0Z(a)))?
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Demostracion
Si aplicamos la transformada de Cayley C a la fase de Priifer modificada se
tiene que

C(@Em)cgs(gg(a») _ CME(gnm)cos(gg(a)))

n (@) sin(67(ar))

~ i eare (e (D))
(2.33)

Y aplicando la funcién II (ver Apéndice B) a ambos lados de la ecuacién se
tiene que

e20E@) — TIRE(a) (CMPC) (C ( cos(f (@) >)

B cos(0F (a
I (carte™ ((51n9Ea ))
B 1 sin(k) + 1 +icos(k) sin(k) —1+icos(k) \ _sipr(a)
~ 2y/sin(k) \ sin(k) —1—idcos(k) sin(k)+1—icos(k) ¢ '

Con esto, podemos decir que es posible pasar de la fase de Priifer a la
fase de Priifer F-modificada a través de una transformacion de Mobius de la
siguiente forma:

e _ 10 48
66_21971 () +75
donde v = sin(k) + 1 +icos(k) y 6 = sin(k) — 1 + i cos(k).

(&

O

Proposicién 13. Si 6F(a) y éf(a) son las fases de Prifer y Prifer E-
modificada , entonces para toda n > 0 se cumple que

0(c) =07 (a)| < 27 .

Demostraciéon De acuerdo a la forma como se definieron las variables modi-
ficadas de Priifer, sabemos que m¥(0) € [—m, 7) de manera que para 67 (o) =

0 tenemos que
m"® (6, (o)) = 07 ()| < 2.
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En el caso en que 0 < 6Z(a) < 7 tenemos que

m®(0(a)) <m0+ 1) =m"(0) + 7 < 27
entonces por un lado

m” (0 () — 0, (a) < 27 — 0,7(a) < 271,
y por el otro

m”(0F(a)) — 0F () > m®(0) — 7 > —27 .

Con lo cual tenemos el resultado para 0 < 6F(a) < 7. Ahora se toma
el caso 1 < 0E(a) < 2m, para lo cual usamos el hecho de que 6Z(a) =
(0F(a)) + m con #Z(a)" € [0,7) y entonces por el caso anterior

m®(0;(a)) =m"((0;/ () +m) =m" (0 (a)) +7 <27
Por lo tanto, usando lo anterior

m® (0 (@) = 0, ()] = [m"(07(a)) + 7 — 0,/ ()]
m® (05 ()') + 7 — (0, (@) — 7))

= |m"(65(a)) — 0% (a)'| < 27

n

Y este proceso se puede continuar sucesivamente para cubrir cualquier caso
donde Z () sea un angulo positivo.
O

También nos interesa saber un poco mds sobre la derivada de la fase
0y, 0% (a), por lo cual probaremos lo siguiente:

Un¥n

Proposicion 14. R
Dy, 0y (@) > 0
Demostracion. Tenemos que, de acuerdo a 2.32
. _ in(k) cos(0F (ar))
oF _ {1 sin( L
L (@) «© (sin(é’f(a)) — cos(k) cos(6F (a))
_ sin(k)
= cot™! :
" (tan(ef<a>> - cos<k>>
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Si ahora derivamos con respecto a v,, se tiene que

‘g 1 — sin(k)d,, (tan(Z ()))
Do) = = sin(k 2 (tan(0F(a)) — cos(k))?
1+ (i) a0 o) conth)

0F (a))—cos

Los términos del denominador son positivos, y sin(k) también lo es, con lo
cual el comportamiento de 9, (tan(f¥(c))) va a darnos mas informacion.
Desarrollando tenemos que

O, (tan (6 (a))) = sec®(0, ()3, 0, () , (2.34)

y se prob6 en la Proposicién 9 que 9,,60%(a) > 0 de manera que podemos
también concluir que

By, 07 (00) > 0.
O
2.2. Promedio espectral en un parametro
Sea I = [po, 1] € R un intervalo finito de pardmetros y supongamos

que se tiene una familia diferenciable y € I — H(p) de matrices de Jacobi
semiinfinitas con condiciones de frontera de Dirichlet, es decir « = 0 y tal
que solamente los primeros N valores del potencial vy,...,vy asi como los
términos fuera de la diagonal %, ..., ¢y dependen del parametro pu. Se de-
notard como p, a la medida espectral asociada, y a las fases de Priifer por
0% (11). Se define la medida espectral promedio p como

w1
p =/ dp py - (2.35)
Ho

Teorema 2. Suponiendo que para todo E € [Ey, 1| se cumple que:
(i) p € I 0% (u) es estrictamente mondtona con derivada acotada,
(1) 165 (1) = OF (o)| > .

Entonces en el mismo intervalo [Ey, E1], la medida espectral promedio p es
equivalente a la medida de Lebesque
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Demostracién. De acuerdo a como se definié la medida promedio en (2.35)
y sustituyendo lo que se obtuvo en la Proposicién 10, se tiene que

p([Eo, E1]) = /ﬂldupu([anEl])

0

B Er 1
= dp  lim dE ————
/ﬂo L—00 (RE(1))?

1

Ey

1 by
= lim d,u/ dE ———
L=oo Eo (RE (1))

Eq “1 1
= lim dE / dpp ————= .
L—oo Jg, w o (RE()?

(2.36)

Fue posible en el calculo anterior sacar el limite por el Teorema de Con-
vergencia Dominada ya que el integrando estd dominado, e intercambiar las
integrales usando el Teorema de Fubini, ya que son finitas, y lo que se tiene
entonces es que

L—oo

o([Fo, B1]) = lim EE dE /MM du m |
Denotemos para L > N:
o o))

Rf, ~(6) no depende de p ya que se supuso que solamente las primeras N
entradas dependerfan de u. Ahora, es posible descomponer el radio R¥ (1) de
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la siguiente manera

REGo = oo (G|
(

(2.37)

Se supuso desde el principio que p — H(u) es diferenciable, con lo cual es
continua y puesto que p estd en un intervalo finito, entonces H(u) alcanza
su maximo y minimo, de manera que obtenemos las siguientes cotas:

O<00§R§(IU/)2§01<OO

Si ahora utilizamos la descomposicién (2.37) y las cotas obtenidas, entonces
en uno de los sentidos obtenemos que

1
(6% (1)* R (1)?
Eq H1 1
< lim dE / du
L=oo JE, 110 RE v (0% (1)) CF

L—oo

Eq M1
p([Eo, E1]) = lim dE/ du 77
Ey 1o L.N

Eq H1 1
< O lim dE / I
Yoo Jp, wo  RENOR())?
(2.38)

De manera analoga se calcula una cota inferior, con lo cual se tiene que

[ ] Ey M1 1
o([Eo, E1]) > Oy lim dE/ I
e A N A M)E
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Por la hipdtesis (i) sabemos que la derivada de p es acotada, de manera que
si hacemos un cambio de variables en la integral obtenemos

' 1
lim dE / dp
L= Jg, o (RENKGE())P

1
~ am [aE / ’ ‘ .
L0 (REN(6))?

Ademéds, por la hipdtesis (i), es posible acotar el Jacobiano superior e inferi-
ormente,

1
Cy hm dE/ dd ———
—00 0(410) RE,N(9)2
< 1 dE/ 1
1m

T Looo Rf ~(0)?
< (O3 I dE )
- 3L1—I>Iolo / REN (0)2

Para la cota inferior, por la hipédtesis (ii) y utilizando la Proposicion 8 tenemos
que

0(p1) 1
Cy Ii dE dd —— 2.39
2L1—I>I§o / RY (6)? (2.39)
Ey s 1
> Oy I dE df ———
> Gojin | 05 [0 g
Ey
> O, lim dE
L—oo Eo
- C4|E1—E0‘7

(2.40)

y para la cota superior con los mismos argumentos, y suponiendo que el
intervalo [0(1o),0(p1)] puede descomponerse en M intervalos de longitud T,
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méas uno de longitud menor a 7, entonces se tiene que

Ey 0(u1) 1
C5 lim dE/ dd ——
L—oo FEo 0(1o) RE,N<8)2
Eq T 1
< (M+1)Cs lim dE/ df ———
R Y TR
Ey
< (Cs lim dE
L—oo Eo
— C5|E1 - EQ| .

O

En la aplicacién de este teorema, se consideraran matrices de Jacobi de
la forma

H(p) = HO) +pW, W =3 w,|n)n],

donde H(0) es una matriz de Jacobi semi-infinita, N < oo y wy,...,wy >
0 de manera que el potencial W es positivo. Se sacard el promedio sobre
el parametro p y el siguiente resultado nos dice bajo que condiciones en
el tamano del intervalo [, p1] es posible aplicar el teorema anterior. Las
condiciones se van a expresar en términos del operador de Birman-Schwinger
asociado, que es una matriz de N x N autoadjunta, definida para cualquier
energia F € R que no esté en el espectro de HY(0) definida por

N[

KN = W2 (E-HN0)'W

Denotaremos por HY(u) a la matriz N x N dada por la esquina superior
izquierda de H(u).

Utilizaremos la notacién Ey(p), ..., Ex(u), para los eigenvalores de H™ ()
y se considerardn ordenados tales que Ey(p) < ... < En(u), siendo las de-
sigualdades estrictas ya se sabe que los eigenvalores son todos distintos.

Teorema 3. Dado un valor fijo E € R, supongase que dos valores consecu-
tiV0S Wy, Winy1 SON estrictamente positivos y que en un intervalo [po, p] se
cumple una de las siguientes condiciones:
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) Ezisten g, iy € (po, 1) tales que En(uy) = En—1(i)) = E para alguna
=2,...,N.
b) El potenczal W es estrictamente positivo, E no estd en el espectro de
N(0) y existen dos valores no triviales \o(E) y M\ (F) de K% tales que

1 1

o < o (E) < M(E) < iy - (2.41)

Entonces la medida espectral promedio p definida como en (2.35) es equiva-
lente a la medida de Lebesgue en un intervalo abierto alrededor de E.

Demostracion. Se buscard, entonces que se cumplan las dos condiciones
del Teorema 2 para asi poder concluir el resultado. Si aplicamos la Proposi-
ci6én 9 (ii)
Ry(@)* 0,05 (c) = |6y ().

a la derivada con respecto a cada valor de la diagonal, en particular, para
m,m + 1 se tiene que por lo menos una funcién de onda ¢£ no se anula,
ya que se tienen dos valores, el m y el m + 1, consecutivos no nulos. Por lo
tanto, ya que la derivada 9,05 (a) es estrictamente positiva, la condicién (i)
de monotonicidad del Teorema 2 se cumple.

Para la segunda condicién, si se tiene la hip6tesis (a), utilizando el Teo-
rema 1, en el cual se asegura que la fase de Priifer 0% (u) tiene que variar
en més de 7 en el intervalo [u, 111], se concluye la condicién (ii) del Teorema
2,

O (111) — O (ko) > 7 .
En el caso que se tenga la hipétesis (b), vamos a escribir la ecuacién de
eigenvalores

HY (1)¢" = E¢”

de la siguiente forma
(B —HY(0))¢" = uW¢”

Se supuso que W es positivo, por lo cual es invertible y de igual forma lo es el
operador Ws. Igualmente se supuso que E no es eigenvalor de H"(0) con lo
cual este operador no se anula y es también invertible. Podemos reescribir la
ecuacién anterior multiplicando del lado izquierdo primero por (E—H™(0))~!
y posteriormente por W3 como

WHE = HY(0) (B — HY(0))6F = V3 (E — HY(0) Wb
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lo cual nos da una nueva ecuacién de eigenvalores
1 1. E N LB
= (WiheF) = kY (Wie) .
i
1

Por lo tanto podemos decir que E es eigenvalor de HY(u) si y solo si m

es eigenvalor de K% y su vector correspondiente es W%gb. Lo que se busca
ahora es analizar los eigenvalores de H™ (u). Si I = [uo, 1] cumple (2.41),
entonces el intervalo I tiene dos valores p, y i) que cumplen puf < p) y tales
que E,(uy) = Ey E,_1(p)) = E para alguna n en 2,... N y con eso ya
es posible aplicar la condicién (a) que utiliza el Teorema de Oscilacién. Por
continuidad, es posible tomar un intervalo abierto que contenga a E para
que el Teorema 2 que enuncia que la medida promedio p es equivalente
a la medida de Lebesgue en un intervalo que contiene a E y se llega a la
conclusion que se buscaba.

(]

Se mencionard un ejemplo para ver como aparece en un caso concreto la
condicién (b) que introduce al operador de Birman-Schwinger

Ejemplo: Sea N = 2, wy,wy > 0y consideremos el operador H?(0)

Hmn:(?é>.

Damos la condicién E # 41 para que el operador E — H?(0) pueda se
invertible con inversa dada por

-t = (5 )

Entonces se tiene que

2 1 1 EF 1
K% — W2E2_1<1 E)w

B wlé 0 1 E 1 wlé 0
B 0 wé E2P-1\1 E 0 wQ%

. 1 < E’LUl +/WiwWo

N

E2 -1 +\/’U}1w2 EU)Q
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Los eigenvalores son

1
Ae(E) = H(E2—1) {E(wl + wq) £ \/EQ(w% + w3) + dwyws

Para que se cumpla la condicién (2.41) es necesario que ambos eigenvalores
tengan el mismo signo y sean distintos de 0, lo cual se traduce en las condi-
ciones |F| > 1 or |E| < 1.

El hecho de que se pida la condicién de que dos valores w,,, w11 adya-
centes sean estrictamente positivos se utiliza para asegurar la condicién de
monotonicidad (i) del Teorema 2. Esta condicién podria cambiarse pidien-
do, por ejemplo, que ¢Z # 0 para la menor m para la cual w,, > 0. Cabe
mencionar que de esta forma ¢Z es independiente de W.

El caso en que W tuviera solo una entrada no nula, por ejemplo, wy = 1,
puede analizarse de manera similar al caso en el que se promedia sobre una
condicién de frontera. En este caso se toma el promedio sobre el intervalo
(1o, 1) = Ry la medida p = [, dy p,, va a dominar a la medida de Lebesgue
en todo R.

La forma como se demuestra esto es la siguiente. Se descompone nue-
vamente el radio de Priifer igual que en la prueba del Teorema 2 en RE =
RY n(0%)RY. Ahora, calculando a partir de la definicién de las variables de
Priifer se tiene que

cot(0) = E — p — (ty)* tan(fy_,)

y 0% _, es independiente u. Por lo cual,  toma valores en todo R, por con-
siguiente 0% toma valores en [0, ) para todo 0% _,. Ademds, si se diagonaliza
R|T"(L, N)|*R, =diag(r, 1/k) con una rotacién R, adecuada, entonces se
puede llegar a que

1 1
d = d :
fo (RE N (OR (1)) fo ros? (0% + 1) + £sin (6 + 1)
La integral del lado derecho puede acotarse inferiormente por una constante
uniforme en 05 _, ya que ‘;—S > 1. Con esto se llega al mismo resultado que se
probo en la demostracién del Teorema 2.



44 CAPITULO 2. MATRICES DE JACOBI

2.3. Promedio espectral en varios parametros

Existen modelos para los cuales hay varios parametros sobre los cuales
se puede promediar la medida espectral, pero el promedio en uno solo de
esos parametros no es suficiente para llegar a que la medida promedio es
equivalente a la medida de Lebesgue. En este caso, es posible promediar
sobre varios parametros para llegar a dicha equivalencia.

Consideremos en nuestro caso un modelo con una matriz de Jacobi semi-
infinita de la siguiente forma:

N
Hyno = An + A vy [n)(n] + Jy (2.42)

n=1

donde Ay es el Laplaciano discreto hasta el sitio N, esto quiere decir que
t,h=1ywv,=0paran=1,...,N, y paran > N estos mismos coeficientes
se anulan. Jy es entonces una matriz de Jacobi arbitraria que esta en el caso
punto limite con t, = v, = 0 paran = 1,..., N, A > 0 es una constante
de acoplamiento, y las entradas del vector v = (vy,...,vy) son variables
aleatorias reales, independientes, y cada una tiene una distribucién segun la
medida de Lebesgue en el intervalo [—%, %] Se va a denotar a esta medida
producto definida en el cubo unitario Iy = [—3, 3]*" como P(dv). Se van a
suponer condiciones de frontera de Dirichlet @ = 0 y para facilitar la notacién
se prescindira del término « en todas las formulas subsecuentes. Se denotard a

la medida espectral de Hj y, con respecto a la entrada |1) como py n .-

Teorema 4. Sea 0 < A\ < 4 e I un intervalo abierto tal que su cerradura
estd contenida en (—2 + 3,2 — 3). Entonces existe N = N()) tal que la
medida espectral promedio

PAN = / P(dv) pxn ,

Iy

es equivalente a la medida de Lebesque en 1.

El radio y las fases de Priifer en el estado v y con constante de acoplamien-
to A > 0 se van a denotar como 6, (v) y RY,(v). En la prueba del Teorema 4
se utilizaran variables de Priifer E-modificadas definidas en la seccion 2.1.8
de este capitulo.
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Un caso especial que hay que hacer notar en el comportamiento de las
variables de Priifer F-modificadas es el caso cuando A = 0, pues se tiene que

RE (v) = R, (v), 0y, (v) = 0F +nk . (2.43)

Demostracion del Teorema 4. Sean Ey, Fy € I. Se puede demostrar, de
manera similar a como se hizo en la prueba del Teorema 2, que

PN ([Eo, E1]) = lim dE/Pdv—.
v (Eo, B Eo In ( )R)L\?,L(U)Z

L—oo

Para acotar por arriba esta integral es suficiente utilizar las variables de
Priifer sin modificar y seguir los pasos que se utilizaron en el Teorema 2, por
lo cual solo tenemos que encontrar la forma de acotarla inferiormente. Aqui se
puede pasar, sin problema alguno a las variables de Priifer F-modificadas en
cualquier energia FE € [Ey, E1]. Probaremos primero que los radios de Priifer
cambian, a lo mas, en un factor que puede ser acotado uniformemente en
energia. De acuerdo a la definiciéon tenemos que

_ 1 ( sin(k) 0 ( RS, (v) cos(67,(v)) )
V/sin(k) \ —cos(k) 1 R{, (v)sin(65,(v))
( REJL(U) cos(@fn(v)) sin(k) )
(V) cos(k) + RY, (v) sin(65,(v))
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Por lo tanto
R, (v)? cos®(65, (v)) sin® (k)
sin(k)
(—RY,(v) cos(8%,,(v)) cos(k) + RE, (v) sin(6F,(v)))
sin(k)
R (0)? cos? (05,(0) | RE, (0)? st (65, (v)
sin(k) sin(k)
_ 2Rf, (v)*sin(6F,(v)) cos(65, (v)) cos(k)
sin(k)
RY,(0)2(1 = sin 2(6%,,(v)) cos (k)
sin(k) :

RS, (0) =

+

De aqui podemos ver que por un lado,

Rin(v)Q(l — sin(?@in(v)) cos(k))

PE (V2 _
a0l = sin (k)
< 2Ry, (v)7
(2.44)
y por el otro
25 o~ P00 = 5208, 1) cos(h)
’ sin(k)
1+ cos(k)
> RE (v ——2Y
z ) sin k
> K(BE)RY,(v)*,
(2.45)

donde K(FE) = infy %Sk(k) el cual es estrictamente positivo pues tanto el nu-

merador como el denominador son positivos dentro del intervalo de energias
[Eo, E1] € (2— 35,2+ 3).

Utilizando lo anterior, es posible entonces decir que
1

RE,L(U)Q .

Ey
pA,N([anEl]) Z CO lim dE/ P(d’U)
Ey In

L—oo
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Se puede de igual forma dividir el radio en un producto de dos radios como
en (2.37):

B 1 1
pan([Eo, Er]) = Cp lim dE/ P(dv) = - A :
L=o0 J R Iy RE,L,N(Q/]\E,N(U))Q REN(U)Z

(2.46)
y es posible dar constantes positivas que dependan de N y A, de la siguiente
forma

C, = MAax RE ;(v)?,
Eo<E<E;,vely

para acotar el segundo factor del integrando en (2.46):

Co E / 1
Ey, Ei]) > — lim dE P(dv) — - . 2.47
p/\,N([ 0. E1]) Oy Looo o I ( >R§LN(9)}\E,N(U))2 ( )

sy

Es necesario ahora, dar una transformacién de variables en Iy conveniente
para poder aplicar aqui nuevamente la Proposiciéon 8 como se hizo en el caso
de promedio espectral en un parametro.

En primer lugar, consideremos la fase de Priifer F-modificada éf ~(v)
en (2.47) pues queremos analizar qué valores puede tomar ésta. Se vio en la
Proposicién 14 que esta fase es monétona en v,, y como m” es un difeomorfis-
mo, entonces los valores maximo y minimo ocurren en 0o = éf N(—%, e —%)
y o =083, %)

Antes de continuar, analicemos un poco las fases modificadas de Priifer
al tomar distintas energias. Siempre se parte de la misma condicién inicial,
independientemente de la energia, es decir que en particular,

1 1 E+2
‘95,0(_57 U _5) - 00,0 ’ (U) =T,
A
y de hecho para cualquier n se tiene también que Hf’n(—%, e —%) = 5:2 (v),
con lo cual
1 1 E+2
MEO (5 —5)) = mE (O (v)

Si en lugar de la transformada E-modificada, consideramos la transformada
E+ %—modiﬁcada, se tiene que para el cason =1
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A, B+ A 1 1
mP*z (0,2 (v) = mE”(Qﬁ(—Q,m,—é))
B+, B\-148 (1 1
= W) (g )

Desarrollamos para conocer lo que se tiene en la expresion del lado dere-
cho, y utilizando la variable k&’ para la transformada de Priifer £ —|—%—modiﬁcada

de modo que E + % = 2cos(k’), llegamos a que

E+3 (A rEy-1 X,
M (M) (sin(@il(v))

_ 1 ( sin(k’) 0 ) cos(éf’l(v))
V/sin(k)/sin(k’) \ —cos(K) + cos(k) sin(k) in(0%,(v) )

Lo importante es hacer notar que esta ultima matriz tiene un desarrollo de

\/Sin(k;\/sin(k/) ( —COSF;%<i)cos(k) sin(zk) ) - ( (1) ? ) + 0N,

la forma:

con lo cual

Por lo tanto
AE+A o
Op1 2 (v) =0, +O(N),

0,1
y si se continta esto de manera sucesiva hasta N se tiene que

AEA ~
Oon> (v) =07+ O(N) .
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A

5-modificada se tiene que

De igual forma para la transformada E —

Ap—2A
E-3

O n° (V) = éfN +O(N) .

Como consecuencia de lo anterior y lo mencionado en (2.43) tenemos que

N 1 1 N O
0)€N(_§7_§7) = HO,NQ (’U)—f—O()\)
= NK 4+ 0(\)

_ Narccos ((E _ %)/2) o0,

y de igual manera

A 11 AE+2
95N(§7§>) = HO,N (U)—FO()\)

= N arccos ((E + %)/2) +O(\) .

Por lo tanto se tiene que

AE+5 AE—3

01—0) = Oon* (V) = by n* (v) + O(X)
= N |arccos((F — %)/2) — arccos((E£ + g)/Q)} + O(\)
> CyNA + O(N),

de manera que es posible elegir N de orden 1/X de tal forma que 6, — 0y > .

Recordemos que en la Proposicién 14 se probé que 9,, éf ~y(v) >0, como
consecuencia de la Proposicién 9(ii), y de hecho, para cada N > 2, tenemos
que la desigualdad es estricta pues el radio de Priifer es acotado. Ademds
no se anula, pues no se posible que una eigenfuncién se anule en dos puntos
consecutivos, ya que entonces la solucion seria solo la trivial, por lo cual
podemos asegurar que

2

N
V05 n (0)]| = (Z |5’vn9§,N(v)l2) > 0.
n=1
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Por lo tanto, la funcién que manda v € Iy — é/{j ~(v) no tiene puntos
criticos. Sea éo <f< él, entonces si se toman las 'superficies de nivel’

PEL(0) = {v e Iy ‘ 07 (v) = 0 } , (2.48)

éstas resultan ser subvariedades reales analiticas de Iy de codimension 1, y
cuya frontera es de codimension 2. Consideremos ahora al intervalo [00, 91]
como aquel intervalo en @ donde el conjunto Py N(@) es no vacio. Ya se men-

cioné que el gradiente de 6% \(v) con respecto a v no se anula, por lo cual es

posible concluir que tanto Py (6) como PfN(él) solo consisten de un pun-
to, de lo contrario habria varios puntos o intervalos donde la funcién seria
constante y eso no es posible. Por la teorfa de Morse [Hir, Teo 6.2. QJ podemos
asegurar que todas las variedades P/{EN(H) pero ahora para 6 € (6o, 91) son
difeomorfas. Esto también implica que el volumen (N — 1)-dimensional que
se mide con la medida (N — 1)-dimensional de Hausdorff HV~! de la hipersu-
perficie PfN(é) con 6 € (éo, él), es positivo. Con esto podemos concluir que

existe una constante C3 > 0 de tal forma que para 6 en un intervalo un poco
menor [0, 0] C (6o, 61) se cumple que

HN_I(PEN(QA)) >Cs .

Es posible, tomando una N adecuada, hacer ademas que 6o y 6, sean tales
que también éi — é(’) > .

En seguida buscamos hacer un cambio de variables en la integral para
poder, en lugar de integrar sobre el conjunto I, solamente integrar sobre un
intervalo de angulos y asi poder proseguir como en la prueba del Teorema 2.
Para esto mencionaremos la férmula de Federer de coarea [EG], la cual para
nuestro caso dice que para toda funcién Lipshitz-continua g

[ P@) @) @) = [ a1 (PEE) 96)

IN éO

donde Jl(éiN(v)) es el 1-Jacobiano dado por

it = [eato] - (Sotuor)
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Puesto que se esta integrando sobre un conjunto compacto, se tiene que para
todov € Iy y E € [Ey, E1]

(0% 5 () < Cy .

Si ahora aplicamos la férmula de codrea mencionada para la funcién g() =
HE N)—2 :
Ry n(60)7% entonces se tiene que

1 1 A 1
P(dy) > L / P(dv) Jy (07 (0))
/IN R,]\E,L,N(QEJ\/(U))2 Ca Jiy RiL,N(eiN(U))Q
- ¢ / " (P 0) -
Cy Jg MURE (0)?
0o
> & / i —L
Ca o REL,N(QP

Puesto que é’l — é’o > 7, de igual manera las fases de Priifer correspondientes
no modificadas también cumplen que ¢ — 6, > 7. Esto se debe a la condicién
que cumple la funcién m¥ al tomar las variables E-transformadas de Priifer,
ya que tenemos que

0y >0y + 7,
es decir,

m®(01) > m"( +7) ,

y como sabemos que la funcién m es estrictamente creciente entonces se tiene

0y > 6, +m.

Y entonces es posible regresar en la integral que se esta acotando a las
variables no modificadas de Priifer agregando solamente un término constante
como se vio en (2.44). Por lo tanto es posible continuar acotando por abajo
la integral de la derecha y con una cota que ademaés es independiente de L,

cs (% 1 /ea 1
Bl —— 0 | d)
Cu J, RYp N (0)? > Jo, Ry n(0)

y finalmente podemos aplicar la Proposiciéon 8. Regresando a lo que teniamos
en (2.47) llegamos a que

Ey
pan([Eo, £1]) > G lim dE = Cg|E; — Ey|
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y de aqui y de la cota superior que ya se tenia es posible concluir que en [
la medida espectral promedio es equivalente a la medida de Lebesgue.

O
2.4. Aplicaciones al analisis espectral
Consideremos nuevamente el modelo definido en (2.42)
N
Hynw = An + A Z U [n)(n] + Jn . (2.49)
n=1

No se estan dando condiciones para Jy con lo cual se puede esperar que haya
cualquier tipo de espectro en los operadores Hy y .

Proposicién 15. Sea \ € (0,4) y sean el intervalo I nuevamente un inter-
valo abierto cuya cerradura estd contenida en (—2+3,-243) y N = N(\)
la que da el Teorema 4. Sea v = (01, ..., 05) un vector con entradas fijas tales
que v, > 0 y con la condicion de que por lo menos dos entradas adyacentes
de éste sean estrictamente positivas. Entonces son equivalentes las siguientes
dos condiciones:

(i) H, z, tiene espectro singular en I para toda \ € B donde B C R tiene
medida positiva de Lebesgue, es decir, |B| > 0.

(ii) Hy , tiene espectro singular en I para toda v € D C Iy donde P(D) >
0.

Demostracién. (i) = (ii): Llamemos S C R al conjunto de energias para el
cual el operador H, g ; tienen soluciones subordinadas (ver Apéndice E). Este
conjunto es un soporte de la parte singular y es independiente de A, N , U pues
solo depende del comportamiento de las soluciones en el infinito. Supongamos
que (i) se cumple, es decir, que H N5 tiene espectro singular en I para A € B
donde |B| > 0, esto da peso a la medida espectral y como consecuencia tam-
bién a la medida promedio en este conjunto (como consecuencia del Corolario
2.8 de [dRSS]) por lo cual para toda A € B se tiene

Prgia(SN 1) >0.

Esto entonces implica que

/ dApy 5 5(SNT) > 0.
R
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Por lo tanto, tenemos que se cumplen las condiciones del Teorema 3, es
decir dos valores consecutivos positivos, y ademés que se tiene la libertad de
tomar el intervalo en A tan grande como sea necesario para que se cumpla la
condicion a) con lo cual se asegura que

1SN 1| >o0.

Ahora es posible aplicar el Teorema 4 pues se tienen I y A que cumplen las
hipdtesis, por lo cual existe una N tal que

/ P(dv) ps 5 (SN 1) >0
Iy

Podemos entonces decir que para toda v € D con P(D) > 0

P (SNI) >0,

y es posible, entonces, concluir que H; x , tiene espectro singular en I para
toda v € D con P(D) > 0.

(ii) = (i): Ahora tomemos el caso en que H, y , tiene espectro singular para
toda v € D C Ig donde P(D) > 0, entonces la medida espectral y también
la promedio tienen peso, es decir que,

/ P(d) ps (S ) > 0.
In

Ahora aplicamos el Teorema 4 y se llega a que entonces |S N I| > 0. Si
se eligen adecuadamente dos valores Ao y A1, para tener las condiciones del
Teorema 3 es posible aplicarlo y concluir que f;ol dA PA,N,@(S NI) >0,y

como consecuencia se tiene que en el conjunto I hay espectro singular para
A dentro de un intervalo no vacio B = (g, A1) que, de acuerdo a como se
eligieron \; y Ag, tiene medida positiva.

(I

Proposicion 16. Sea I un intervalo abierto fijo y sean Ny, N1 enteros pos-
itivos tales que vg € I, ,01 € Iy . Entonces son equivalentes las siguientes
dos condiciones:

(i) H, 5,5, liene espectro singular en I para A € By donde By C R tiene
medida de Lebesque positiva, es decir, |By| > 0.

(ii) H, x4 tiene espectro singular en I para N € By donde By C R tiene
medida positiva de Lebesque, es decir, |Bs| > 0.
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Demostracién (i) = (ii) Supongamos que se cumple (i), es decir, para
A € By donde By C R tiene medida de Lebesgue positiva, es decir, |B;| > 0
el operador H, y. . tiene espectro singular en I. Esto quiere decir que para
toda A € Bj se tiene

~

pA,NO,@O(S A [) > Oa

y por lo tanto también

(/dAmNMASﬂf)>0
R

Podemos nuevamente aplicar el Teorema 3 ya que se tienen 2 valores con-
secutivos estrictamente positivos, y ademas, es posible elegir un intervalo en
A tan grande como sea necesario para satisfacer la condicién a), entonces
tenemos la equivalencia de [ dA P, Ko 50 (SN 1) con la medida de Lebesgue, y
por tanto se tiene que en aquél intervalo de A

SN I|>o0.

Si ahora a esta medida de Lebesgue, le aplicamos nuevamente el Teorema 3,
para lo cual también con N; y v se tienen las hipotesis satisfechas de dos val-
ores consecutivos positivos y la condicién a) ya que el intervalo de A obtenido
en el paso anterior se puede hacer mas grande de ser necesario, se tiene en-
tonces que

~

pA,Nl,@l(S N I) > 07

esto es, que H, g , tiene espectro singular en I para A € Bj, donde el
conjunto B; esta dado de acuerdo al paso anterior.
(ii) = (i) se hace de manera andloga a como se probé (i) = (ii).

O

Proposicion 17. Sean 5\0,5\1 € (0,4) dos valores fijos, y consideremos un
intervalo I correspondiente y un entero N = N () cuya existencia estd dada
en el Teorema 4. Entonces son equivalentes las siguientes dos condiciones:

(i) Hy, 5, tiene espectro singular en I para todov € Dy C I donde P(Dg) >
0

(ii) Hy, ., tiene espectro singular en I para todo v € Dy C Ig donde
P(D,) > 0.
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Demostracion Dadas las hipotesis de la proposicion, podemos primera-
mente decir que aplicando para \g y A; el Teorema 4, ambas medidas prome-
dio px,.N ¥ Pao, N sON equivalentes a la medida de Lebesgue en I.
(i) = (ii) Supongamos que H 5. tiene espectro singular en I, esto quiere
decir que )

p)\O,N,v(S N I) >0 ,

con lo cual se tiene que para v € Dy con P(Dy) > 0,

/ P(dv)pry no(SNT) > 0.

In

Por lo que se mencioné al inicio de la demostracién, como consecuencia del
Teorema 4 entonces
ISNI|>0.

Pero tenemos también, como se dijo en un principio, que para A; se da la
equivalencia de las medidas por el Teorema 4, por lo tanto para v € Dy con
P(Dy) >0

/ P(dv)pa,no(SNT) > 0.
I

Esto quiere decir que R
pAl,N,v(S N I) >0,

y que por lo tanto el operador Hj y , tiene espectro singular en I.

La demostracién de (ii) = (i) es andloga.
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Capitulo 3

Operador de Schrodinger

3.1. Teorema Principal

Definicién 4. Un operador de Schrodinger H aqui es un operador de la

siguiente forma
2

d
definido en C2[0,b] las funciones con sequnda derivada continua, donde q(x)
es una funcién real que es localmente cuadrado integrable, q(x) € L¥¢(0,b).

Definicién 5. Un problema a la energia E con condiciones a la frontera, es
la ecuacion diferencial

(Ho)(z) = Ed(x),  z € (0,b), (32)
asociada al operador dado en la definicion 4 con condiciones de frontera de
la forma

#(0) cos(a) + ¢'(0) sin(a) = 0 (3.3)

o(b) cos(B) + ¢'(b) sin(B)
Si b = oo, existe una teoria de Weyl analoga a la que se mencioné en la
Seccién 2.1.5. Aqui vamos a suponer que ¢ es tal que el operador H estd en

el caso punto limite al infinito, con lo cual se tienen indices de deficiencia
(1,1), y fijemos una condicién a la frontera en 0, es decir sobre «:

57
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#(0) cos(a) + ¢'(0) sin(a) =0 .

De esta forma el operador es esencialmente autoadjunto y el dominio del op-
erador autoadjunto, que ahora denotaremos por H, por tener una condicién
de frontera dada en «, es ahora:

D(H,) = { ¢ € Ly(0,00) : ¢, ¢’ son local absolutamente cont. en (0, 00),
« Hay¢ € Ly(0,00)  ¢(0) cos(ar) + ¢'(0) sin(a) =0
(3.4)
En este trabajo vamos a analizar el caso en el que ¢(z) es una funcién
llamada de corrimiento de la forma:

Ga(2) = { Q(xo_a) 0<z<a’ (35)

Por lo tanto, este operador también depende del pardmetro a con lo cual,de
aqui en adelante se usara la notacién H,

Definicién 6. Sean as > ay > 0 y Ey > 0, entonces para un conjunto de
Borel A C [Ey, ) se define la medida promedio pi,(A) como

poled) = [ pua(A)da (3.6)

ai

donde pg o es la funcion espectral asociada al operador H,

El teorema principal de esta seccién da una equivalencia de esta medida
promedio con la medida de Lebesgue bajo ciertas condiciones:

Teorema 5. Si i, es la medida promedio definida en 3.6 asociada al operador
H, ., entonces

1) wo es absolutamente continuo con respecto a la medida de Lebesgue, lo
cual se denotard por j, < |- |.

ii) Sias —ay > \/LET)’ entonces i, es equivalente a la medida de Lebesgue.
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3.2. Requerimientos técnicos

En esta seccion se daran herramientas necesarias para la prueba del teo-
rema.

Definicién 7. Dado E € R y ¢ una solucion no trivial de H, ¢ = E¢ y tal
que para ¢ € RT
o(c) =sinb , @' (c) = cos b,

se definen las variables de Prifer para x > 0 como las que cumplen:

o(z) = R.(x)sinb.(z)
¢ (x) = Re(x) cosb.(x)

donde 0.(x) = O.(x, o, E,V,) y Re(x) = Re(z,a, E,V,,) son la fase y la am-
plitud de Prifer de ¢ respectivamente.

Proposicién 18. Hay 3 propiedades que cumplen las variables de Priifer:
i) Si By y Ey son puntos no discretos de p,g y E1 < Ey entonces [Pea,
Thm 2].
Eo
Pay((Er, Ez)) = lim = ro(b, 0, E,V,)*dE .

b—oo T
Eq

ii) Para cualesquiera a,x,0, E € R [Sto2, Cor 12] y [Sto2, Ap. B]

N | =

B+
/ Ra(z,0,E,V,)2d0 = 1.
B

iii)
00y

% = COS2 60(%) + (E — V;) sin2 00(33')

Demostracién Las pruebas de i) y ii) se encuentran en las referencias dadas,
solo se probard iii).
De acuerdo a como se definieron las variables de Priifer se tiene que
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cbo)
0y = arctan | — | ,
" (9256

con lo cual derivando con respecto a x se tiene que

2 () — dodh
O of + (¢0)?
Ricos’(60) — (V — B)dh
Rj
= cos’(6p) + (E — V) sin*(6p) .

3.3. Prueba del Teorema Principal

Con un argumento similar al usado en [Stol], dada K una constante
positiva, sean Fi, 'y € R puntos de continuidad de p,p para casi cada a
tales que K < E; < Es.

Se sigue de la Proposicién 18(i) que

a2

1((Br, Ey)) = /Pa,e((EhEz))da

al

as Eo>
1
_ / blim—/Ro(b+a,€,E,Va)‘2dE da .
—0o0 T
ay Eq

(3.7)
Primero se haran estimaciones para la doble integral de (3.7), y posterior-
mente se justificara como sacar el limite.

Se tiene que

Ro(b+a,0,E,V,) = Ro(a,0,E,0)R,(b+a,do(a,0, E,0), E,V,)

= Ro(a,0,E,0)Ry(b, ¢o(a,0, E,0), E, q(x)) .
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de manera que aplicando la descomposicion de r (b+ a,0, F, Va) se tiene que

as FEo
/% /(Ro(b+a,9,E,m)‘2dE da
. rm
_ /l /Ro(a,é,E,O)_QRO(b,¢0(a,0,E,0),E,q(x))_2dE da
al : 5
E-> [ ao
_ / % / Ro(a,8, E,0) Ry (b, do(a, 6, E,0), E, q(x)) *da| dE
E | a1

a

Eo 2
< Olde/daRo(b, ¢o(a,0, E,0), B, q(z))
F1 ai

(3.9)

el cambio en el orden de integracion es posible ya que Ry (b +a,0, F, Va)
es continua en el rectangulo (a, F) € [ay,as] X [Ey, Ey] y en este mismo
rectangulo Ry(a, 0, E,0) es uniformemente acotada por lo cual es posible
obtener la cota C por arriba. y de manera analoga se obtiene que

az Es

/% /(Ro(b+a,9,E,m)‘2dE da

ai 1

E> as
—CQ/dE/ da Ro(b,¢o(a,9,E,O),E,q(x))_2.
Fq al

Si llamamos

B(a) := ¢o(a,d, E,0)

es posible hacer un cambio de variables de manera que
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az Blaz)
/alaRo(b,ﬁ(a),E,q(x))_2 = / ﬁfi(ﬁa)RO(b,ﬁ(a),E,q(x))_z.
a1 B(ar)

Puesto que por la Proposicién 18(iii)

min{l, £} < #(a) < méx{1, £},

y ya que E € [Ey, E5) entonces se tiene que

/8(042) as

Cs / Ro(b, 8, E, q(x)) 2dp > / da Ry (b, 8(a), E, q(x)) "
B(a1) al
Blaz)
> 0 [ BofbpBgla)) a0
B(a1)
(3.10)

donde Cj, Cy son constantes positivas apropiadas.

De las desigualdades ( 3.9 ) y ( 3.10 ) se tiene entonces que

Es

B(a
Cs / iE /
Ey B(a1

az 2

- [l

ay

Ro(b, 8, E, q(x)) "dB
(

2)
)
Ro(b+a,0, E,V,)) dE| da

Es Blaz)

> / / Ro(b, B, E, q(x)) 2dp

E B(a1)
(3.11)

para (5, (s constantes positivas.
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Para la prueba de i) es posible dividir al intervalo [3(a1), G(az)] en in-
tervalos de longitud a los mas 7 y usando la Proposicién 18(ii) obtenemos
que

Blaz)
/ RO(b7ﬁaE7q<x))_2dﬁ§ﬂ'(M+l)’
Bla1)
y para la primera desigualdad de (3.11) se tiene que
a2 1 E‘2
Cr(Ey — En) 2 /da ;/Ro(b—i-a,@,E, V,)"2dE
Eq

al

Aplicando el lema de Fatou llegamos a que

C7(Ey — Ev) > po(Er, Es) .

Esto hasta ahora se probd para un intervalo abierto (Fi, Es) pero usando
el argumento de aditividad numerable se puede obtener el resultado para
conjuntos de Borel en general.

Para la prueba del inciso ii) se buscan condiciones para a;, a; de manera

que f((az) — B(a1) > w. Para obtener 3 en la Proposicién 18(ii) se utilizé el
potencial 0, por lo que es posible calcular explicitamente a [3.

Tenemos que ¢(z) := sin(a + v/ Ex), donde
o := arctan(VE tan ) € [0,7)

cumple la ecuacion

—¢"(x) = E¢(x)
y las condiciones

»(0) = sinf

¢'(0) = cosb.

Se tiene entonces que
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B(x)+nm = ¢o(x,0,E,0) +nr
— g (¢/(2) + i0(@)) + nm
= arg (VEcos(a + VEx) +isin(a + VE)) + nr
= arg (\/E cos(a + VEz 4 nm) +isin(a + VEx + nr))

= 6<x+%).

Puesto que de la Proposicién 18(iii) se sigue que B(x) es creciente entonces
as — ay > \/LE implica que B(as) — B(ay) > .

Y utilizando la Proposicién 18(ii) se tiene que

Bla2)
/ Ro(b,ﬂ,E,Q(.T))_QdﬁZﬂ' si g — ay ZLE
B(a1)

Por lo cual es posible concluir que

az FEo
1

/— /Ro(b+a70, E, %)_2dE dCLZ C8(E2_E1> si a9 — Z D .
T 0

al 1

Para tratar el limite que aparece en (3.7) es necesario acotar

E>
Fi(a) = / Ro(b + 0,0, B, V) 2dE
Ey

para cada b > 0 y aplicar el teorema de convergencia dominada de Lebesgue.
Si utilizamos la descomposicién de (3.8) es suficiente con acotar

Es

Fy(a) = / Ry (b, B(a), . q(z))

Eq

-2

dE.

Del Lema 1 de [Pea] sabemos que
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™

Fi(@) = [ i (Br. Ealdy
0
donde ,ugﬁ es la medida espectral asociada al problema regular en [0, b] con
condiciones de frontera

#(0)cosf — ¢'(0)sinB =0
o(b)cosy — ¢'(b)siny=0.

En este mismo articulo [Pea] se hace notar (prueba corolario 3) que estas
medidas son uniformemente acotadas en b, 3,7. Por lo cual se tiene la cota
de F'. Por lo tanto

po(Er, Ey) > Cs(Ey — Ey)

y nuevamente por un argumento de aditividad numerable se puede obtener
lo anterior para conjuntos de Borel en general de lo cual se sigue ii).
(I

3.4. Aplicaciones a la teoria espectral

Como aplicacién de este teorema tenemos el siguiente corolario

Corolario 1. Sea I := (Ey, Ey) C R* intervalo abierto y H, , definido ante-
riormente. Para a € R™ cualquiera, el operador H, ,, tiene espectro singular
continuo en I para un conjunto © de medida positiva de Lebesque de 0, si y
solo si para cualquier 6 € [0,7), H,, tiene espectro singular continuo en I
para todo a € B donde B es un conjunto tal que |B| > 0.

Madas aun, |B N [al,agﬂ > 0 stempre y cuando se cumpla la condicion
as — ay > \/LE70’ donde 0 < By < Ej.

Demostracion.

=) Sea S el conjunto de energias E para el cual hay soluciones subordi-
nadas en H,u = FEu que no estén en Lo. Este es el conjunto que soporta a
la parte singular continua de H,, y ademés no depende de a ni de 0. Este
conjunto tiene medida espectral positiva para un conjunto, es decir

pa,g(Sﬂ I) >0
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en el conjunto © por hipdtesis. Se tiene que

™

S| = /pa,g(s A 1)do
0

por lo cual [SNI| > 0. Aplicando entonces el Teorema 5 ii) se tiene entonces

que para cualquier # si se cumple la condicién ay — a; > \/LETﬂ entonces

,LLQ(S N I) > 0.
Por lo tanto, también se tiene que
pa’g(S N I) >0

para a € B donde el conjunto B cumple la condicién

|Bﬂ [al,ag]{ > 0.

<) Suponiendo ahora que H,, tiene espectro singular continuo en I para
a € B, donde B es un conjunto con medida positiva de Lebesgue, entonces
para a € B se tiene

pa,@(SmI) >0 )

y por lo tanto

/paﬂ(Sﬂ I)da >0.

B
Podemos entonces decir que existe un intervalo J = [ay, as] para el cual

/pavg(Sﬂ])daZ /pag(Sﬂ])da>0.

J BnJ

Si ahora aplicamos el Teorema 5 i) tenemos que |[S N I| > 0y por lo tanto
para un valor fijo de a,

™

/pa,e(SmI)dG: ISNI|>0.
0
De aqui es posible concluir que H,, tiene espectro singular continuo en [

para 6 € O, donde O es un conjunto con medida de Lebesgue positiva.
O



Apéndice A
Notacion de Dirac

Dado un espacio de Hilbert ‘H separable, a un elemento ¢ de éste se le
llama estado y se representa por

[

Esto también se puede ver como un vector columna

|¢> = (¢1,¢2,~-)T'

Esto es posible hacerlo siempre y cuando el espacio de Hilbert sea separable,
es decir que tenga una base numerable. Si denotamos a la base ortonorma-
lizada por |n) con n € N, entonces se tiene la descomposicién usual de un
vector con respecto a esta base

[6) = éuln) ,

n>1

donde ¢,, € C. En el caso particular del espacio de Hilbert £*(N), la eleccién

natural para los elementos de la base es el vector columna |n) = (0,...,0,1,0...

con una sola entrada que vale 1 en el lugar n-ésimo. De manera que también
podemos expresar la componente ¢,, de ¢ como ¢, = (n|¢), donde (-, -) es el
producto interior del espacio de Hilbert H.

Por otro lado (1| es un elemento del espacio dual de H, es decir es un
funcional lineal, que se ve como un vector rengléon

(W] = (¥, 02, ...) -

67
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Y de igual forma (n| es el vector renglén que solo tiene 1 en la n-ésima
entrada y 0 en el resto.

Aplicar (1| a un elemento ¢ € H, quiere decir hacer su producto interior,
por lo que

W16) =D tnton -

n>1

Ahora, dado un operador lineal acotado sobre el espacio de Hilbert H,
A :H — 'H, tenemos que A|¢) es también un elemento de H, con lo cual,
también es un vector columna al cual se le puede aplicar el funcional lineal

(¢]. Luego,

WlAIG) = > VnAnmbm .

n,m>1

donde A, ,, = (n|A|lm) € C. Por otro lado, definimos |¢) (1| como el operador
de H en ‘H de rango uno. Mds atn, si ¢ estd normalizado, entonces P = |¢)(¢|
es una proyeccion 1-dimensional en el subespacio generado por ¢. Esto resulta
de P? = P* = P. En el caso en que dim(H) = n sea finita, entonces con
matrices de tamano n X 1 y 1 X n obtenemos una nueva matriz de tamano
n X n de la siguiente forma:

Tt Tabr ... T
V1ga Yoo
ol = | T
Vidn Vadn . Vubn
Lo mismo sucede para subespacios de dimension finita de un espacio de
Hilbert H de dimension infinita, pues solo es necesario suponer que la matriz

tiene entradas a, ; distintas de 0 para i,7 < n y el resto de las entradas con
valor 0.



Apéndice B
Transformaciones de Mobius

Definiciéon 8. Una transformacion de Mébius es una funcion Z : C — C de
la forma:

a b aw +b
Z(w)—(c d>.w_cw—|—d

b
d

En el caso en que el denominados se haga 0, entonces se entiende que Z(w)
vale infinito en ese punto. Por lo cual la accion de Mobius Z, mas especifica-
mente es en CU oo, es decir la compactificacion en un punto de Alexandroff

en C y Z(o0) = 2.

C

. . a
asociado a una matriz ( c ) . donde a,b,c,d € C.

Proposicién 19. Sea H* el semiplano superior del plano complejo. Para la
transformacion de Mobius definida anteriormente, en el caso en que a,b, c,d
sean reales, con w € H* el denominador nunca se hace 0, y mds ain Z(w)
estd nuevamente en el semiplano superior HT.

Definicién 9. Denotemos por M,, « , a las matrices de n renglones y m
columnas. Definamos a la funcién de proyeccion 11 : Moy 1(C) — C donde

para y # 0 como
H(i):i. (B.1)
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Claramente esta funcién cumple, que para una constante r» € R r #£ 0,

H(Zi):%:ﬂ(i) (B.2)

y ademads, que para matrices U, V € My o, 81 y # 0

()n(s)
o (1)) mn(;) - (as) e

Definicién 10. Se define la transformacion de Cayley C : Mayx1(C) —
M1 (C) como aquella matriz que estd dada por

1 1 —i
Su inversa C~1 estd dada por
_ . 1 1 1

Proposicién 20. Dadas 1 definida en (B.1) y C la matriz de Cayley definida
n (B.5), se tiene que dado un dngulo 6,

cos(®) Y _ -
H<C(sin(9) ))—e )
Demostracion

ne(5m ) - n () (56)
cos(6) — zsm(@)
cos(f) + isin(6)

= cos(20) — isin(20)
20

= €



Apéndice C
Teoria de la medida

Sea (X, i) un espacio de medida y sea Li(X, p1) el espacio de las funciones
integrables, es decir las que cumplen que [ du|f| < co.
C.1. Teorema de Convergencia Mondtona

Teorema 6. Sea {f,} una sucesion de funciones medibles en X y supong-
amos que para cada xr € X

(i) 0< fi(z) < folz) <.,
(i) fule) — f(a).

Entonces la funcion f(x) es medible, y

/andum/)(fdw

C.2. Teorema de Convergencia Dominada

Teorema 7. Sea {f,} una sucesion de funciones medibles en X tales que
f(z) = nh—{EO f(z), ctprelX.

Si eziste una funcion g € L1(X, p) tal que

|[fn(@)| < g(x)

71
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entonces f € L(X, ),

i [ 17, fldu=0
n—oo X
lim [ f,du= / fdu.

C.3. Teorema de Fubini

Teorema 8. Sean (X, A,u) y (Y,B,p) dos espacios de medida o-finitos y
f(z,y) una funcion integrable en el espacio (X XY, A x B, X p). Entonces

Xxyf(w,y)d(uxp) = /X(/Yf(w,y)dp)du

= / (/ f(z,y) du) dp . (C.1)
Y \Jx
Si existe por lo menos una de las integrales

[ (L) o [ ([ 15w

entonces f(x,y) es integrable en (X X Y, A X B, X p) y la igualdad (C.1)
se cumple.



Apéndice D

Medida y Descomposicion
espectral

Dado un espacio de Hilbert separable ‘H y un operador H : ' H — H
autoadjunto, para cada ¢ € H , la medida espectral p es la inica medida de
Borel que cumple que para cualquier funcién de Borel acotada f

(O (H)]6) = / f(x)dp(x).

Por el teorema de descomposicion de Lebesgue, cualquier medida de Borel
p se descompone de manera tunica
P = Pac T Psc T Ppp-

La parte absolutamente continua, p,., no da peso a los conjuntos de medida de
Lebesgue cero. La parte puramente puntual, p,,, es una suma numerable de
medidas atomicas. La parte singular continua, p,., no da peso a los conjuntos
numerables y esta soportada en un conjunto de medida de Lebesgue cero.
Definimos

Hae = {¢ € H|p es puramente absolutamente continua} ,

Hse = {¢ € H|p es puramente singular}

H,p = {¢ € H|p es puramente puntual} .

Entonces

H =Hae + Hoe + Hpp
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Y Hae, Hse, Hyp son espacios cerrados en norma,invariantes bajo A y mu-
tuamente ortogonales. De manera que el espectro absolutamente continuo
04.(H), el espectro singular continuo o,.(H) y el puramente puntual o,,(H)
se definen como los espectros de las restricciones de H a los subespacios
correspondientes y el espectro de H denotado por o(H) es su union .

El teorema espectral para estos operadores dice que:

WA = [ puldB)(E) D.1)

Si esto lo aplicamos a f(H) = (H — z)~! se tiene entonces que

i -2ty = [ 2440

z



Apéndice E
Teoria de Subordinacion

El concepto de solucién subordinada y su relacion con la medida espectral
fue desarrollado por Gilbert y Pearson para el caso continuo y por Kahn y
Pearson y Jitomiriskaya y Last para el caso discreto [GP, KP, JL].

E.1. Caso Matrices de Jacobi

En esta seccién se considerara una matriz de Jacobi semiinfinita H con
condiciones de frontera a la izquierda, y que esta en el caso punto limite en
infinito y las soluciones de la ecuacion de Schrodinger Hp = E¢ para una
energia fija real E asociada a H.

Definicién 11. Si ¢ es una solucion de la ecuacion de Schrodinger, se dice
que ¢ es una solucion subordinada si para cualquier otra solucion v a la
misma energia se cumple que

L9l

Im =0.
Lo [[¢]|L
donde L € R" y la norma || - || estd definida por

1/2

L]
lolle= | D lom) + (L~ [LDIG(Ll + DI

donde [L] denota la parte entera de L.

5
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Definicién 12. El conjunto M C R es soporte minimal de una medida p
dada en R, si

(i) p(R\ M) =0,

(11) MoyC My p(./\/lo) =0= |M0| =0.

Teorema 9. Si denotamos a los soportes minimales de la parte absoluta-
mente continua y la singular de la medida espectral p como Mgy, y M,
entonces tenemos que

M = {E € R : no ezisten soluciones subordinadas de Hp = E¢} |

E € R : existe una solucion subordinada de Hp = E¢
M, = o . )
que cumple condiciones de frontera correspondientes en ()

E.2. Caso operadores de Schodinger

En esta seccién se consideraran un operador de Schrodinger H en la
semirecta positiva con condiciones de frontera en 0, que esté en el caso punto
limite en infinito y las soluciones de la ecuacion de Schrodinger H¢p = E¢
para una energia fija real F asociada a H.

Definicién 13. Si ¢ es una solucion de la ecuacion de Schrodinger, se dice
que ¢ es una solucion subordinada si para cualquier otra solucion Y a la
misma energia se cumple que

T
Lo [[¢]|L
La norma || - || es la norma en L*[0,00), dada por

I6l: = ( / dm(:c))m .

Teorema 10. Si denotamos a los soportes minimales de la parte absolu-
tamente continua y la singular de la medida espectral p como Mg, y M,
entonces tenemos que

M. ={FE € R: no ezisten soluciones subordinadas de Hp = FE¢}



E.2. CASO OPERADORES DE SCHODINGER 7

M. — { E € R : existe una solucion subordinada de Hp = E¢ }

que cumple condiciones de frontera correspondientes en 0

Ademds si denotamos M. al soporte minimal de la parte singular continua
de p entonces se tiene que

E € R : existe una solucion subordinada de Hp = E¢
M. =< que cumple condiciones de frontera correspondientes en 0
pero no estd en L0, 00)



78

APENDICE E. TEORIA DE SUBORDINACION



Bibliografia

[BL] P. Bougerol, J. Lacroix, Products of Random Matrices with Applica-
tions to Schrédinger Operators, (Birkhauser, Boston, 1985).

[BS] D. Buschmann, G. Stolz, Two-Parameter Spectral Averaging and Local-
ization for Non-Monotonic Random Schrédinger Operator, Trans. AMS
353, 635-653 (2001).

[CL] R. Carmona, J. Lacroix, Spectral Theory of Random Schrédinger Op-
erators, (Birkhduser, Boston, 1990).

[CdLv] E. A. Coddington and N. Levinson, Theory of ordinary differen-
tial equations, International Series in Pure and Applied Mathematics,
McGraw—Hill Book Company Inc., 1955.

[dR1] R. del Rio, Instability of the Absolutely Continuous Spectrum of
Ordinary Differential Operators under Local Perturbations, J. Math.
Anal.Appl. 142, 591-604 (1989).

[dR2] R. del Rio, Embedded Eigenvalues of Sturm Liouville Operators, Com-
mun. Math. Phys. 142, 421-431 (1991).

[dRM] R. del Rio, C.A. Martinez, Sturm-Liouville operators in the half axis
with shifted potentials, Applic. Anal., 86, 1211-1221 (2007).

[dRMS] R. del Rio, C.A. Martinez, H.Schulz-Baldes, Spectral Averaging
Technics for Jacobi Matrices, J. Math. Phys., 49, 023507 (2008).

[dRSS] R. del Rio, B. Simon, G. Stolz, Stability of spectral types for Sturm-
Liouville operators, Math. Research Letters 1, 437-450 (1999).

[dRT] R.del Rio, O. Tchebotareva, Sturm-Liouville operators in the half axis
with local perturbations, J. Math. Anal. Appl. 329, 557-566 (2007).

79



80 BIBLIOGRAFIA

[EG] L. C. Evans, R. F. Gariepy, Measure Theory and Fine Properties of
Functions, (CRC Press, Boca Raton, 1992)

[GP] D.J. Gilbert, D.B. Pearson, On Subordinacy and Analysis of the Spec-
trum of One-Dimensional Schrodinger Operators, J. Math. Anal. Appl.
128, 30-56 (1987).

[Hir] M. W. Hirsch, Differential Topology, (Springer, New York, 1976).

[JL] S. Jitomirskaya, Y. Last, Power-law subordinacy and singular spectra
I. Half-line operators, Acta Math. 183, 171-189 (1999).

[JSS] S. Jitomirskaya, H. Schulz-Baldes, G. Stolz, Delocalization in random
polymer chains, Commun. Math. Phys. 233, 27-48 (2003).

[KP] S. Kahn, D.B. Pearson, Subordinacy and spectral theory for infinite
matrices, Helv. Phys. Acta, 65, 505-527 (1992).

[Kat] T. Kato, Perturbation theory for linear operators, 2nd Edition,
(Springer, Berlin, 1980).

[KS] S. Kotani, B. Simon, Stochastic Schrédinger Operators and Jacobi Ma-
trices on the Strip, Commun. Math. Phys. 119, 403-429 (1988).

[KLS] A. Kiselev, Y. Last, B. Simon, Stability of singular spectral types
under decaying perturbations, J. Funct. Anal. 198, 1-27 (2003).

[HM] P. D. Hislop, P. Miiller, A lower bound for the density of states of the
lattice Anderson model, preprint 2007.

[PF]| L. Pastur, A. Figotin, Spectra of Random and Almost-Periodic Opera-
tors, (Springer, Berlin, 1992).

[Pea] D. B. Pearson, Value distribution and spectral analysis of differential
operators, J. Phys. A 26, 4067-4080 (1993).

[Sim1] B. Simon, Spectral analysis of rank one perturbations and applica-
tions, CRM Proc. Lecture Notes 8, 109-149 (1995).

[Sim2] B. Simon, Orthogonal polynomials with exponentially decaying recur-
sion coefficients, Procedings of S. Molchanov’s 65th Birthday conference,
2006.



BIBLIOGRAFIA 81

[Stol] G. Stolz, Localization for random Schrédinger operators with Poisson
potential, Ann. Inst. Henri Poincaré vol. 63 no. 3, 297-314 (1995).

[Sto2] G. Stolz, Spectral theory of Schrédinger operators with potentials of
infinite barriers type, Habilitationsschrift, Frankfurt University (1994).

[Weg| F. Wegner, Bounds on the Density of States in Disordered Systems,
Z. Phys. B - Condensed Matter 44, 9-15 (1981).

[Wei] Weidmann, Spectral Theory of Ordinary Differential Operators, Lec-
ture Notes in Mathematics 1258, (Springer, Berlin, 1987).



